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Prôlogo 


El proposito de este libre es présentât el anâlisis elemental como mate- 
mâtica y, a la vez, como un instrumente de la ciencia, y hacer esta presen- 
tacion en el espîritu y a la luz de las matemâticas contemporâneas. Recono- 
cemos que el anâlisis es una materia rigurosa que es aplicable a multiples 
ramas de la ciencia y especialmente a la ingenieria, y que, boy en dia, la ûnica 
forma admisible de estudiarlo es la que ponga énfasis tanto en la com- 
prension como en las ideas. La sola adquisicion de ciertas habilidades de 
operacion, aunque necesarias, no preparan a nadie en el empleo efectivo 
de las matemâticas, por lo menos al nivel profesional del cientifico y particu- 
larmente del ingeniero. Por otra parte, no se puede dejar pasar inadvertido 
que este tipo de presentaciôn es el ûnico mediante el que puede conseguir- 
se que las matemâticas contribuyan plenamente a la educacion liberal de nues- 
tros estudiantes. 

El libro es el fruto de unos ocho anos de experimentaciôn activa en la 
révision de nuestro programa de matemâticas para pregraduados en ciencias 
e ingenieria y refleja cuatro anos de experiencia en la exposicion de una 
ediciôn preliminar multigrafiada a todos nuestros estudiantes de ciencias e 
ingenieria y a algunos estudiantes de artes liberales. 

Comenzamos con los axiomas del sistema de los numéros reales. Todo 
lo que signe —el âlgebra, la geometria, la trigonometria, el câleulo— estâ 
basado en estos axiomas. Usamos los vectores en el estudio de la geometria 
analitica plana. Presentamos el concepto de funciôn en forma general, y las 
âlgebras de funciones valuadas en el campo real y las transformaciones rigi- 
das se estudian como casos particulares. Después de una discusiôn de la 
longitud de arco. considéra una transformaciôn de la recta real sobre la cir- 
cunferencia, y se defînen y estudian las funciones trigonométricas. Damos 
también una introducciôn cuidadosa al câleulo diferencial e intégral. En el 
câleulo, como en lo que le précédé, ponemos particular énfasis en la com- 
prension y en las ideas fondamentales. Las definiciones y los teoremas se 
formulan con toda précision y, con pnjcas excepeiones, las pruebas son com¬ 
plétas. Para ilustrar las ideas y sus aplicaciones. para verificar el grado de 
comprension y para desarrollar habilidad manipulativa, aparecen en el texte 
numerosos ejemplos y ejercicios. 

Al volumen I se le ha dado un carâcter fundamental. Queremos decir con 
esto que hemos planeado el volumen I de tal modo que la extension a di- 
mensiones mâs elevadas, tanto en geometria como en câleulo, en el volu¬ 
men II, no aparezea como una materia completamente nueva, sino como una 
generalizaciôn sencilla y natural de la geometria plana y del câleulo de fun¬ 
ciones reales de una variable real. Asi, en realidad, el segundo paso en la 
educacion del estudiante es no solamente una extension sino que también es 
una révision y recapitulaciôn de lo que antes ha visto. Esto da al estudian- 
té una oportunidad adicional para comprender y apreciar ideas simultânea- 
mente con su progreso en el estudio de nuevos conceptos. Al dar al estudian- 
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te una base sôlida en anâlisis, esperamos que un gran numéro de elles quede 
preparado para continuar su educacion matemâtica en algunas de las ramas 
especializadas o bâsicas de la matemâtica avanzada y, al mismo tiempo, dar 
a todos elles el entrenamiento matemâtico que es prerrequisito para sus cur- 
sos en ciencias bâsicas e ingenieria. 

Para muchos estudiantes es muy alto el escalén entre las matemâticas a 
nivel secundario y este curso. Las ideas y el pensamiento abstracto no pue- 
den evitarse. El estudiante no siempre estâ preparado para el manejo de 
ideas generales ni para un desarrollo metédico de sistemas y métodos mate- 
mâticos. A menudo no conoce la matemâtica como ciencia deductiva. 
Encontramos necesario emplear tiempo en una exposicion amplia de las ideas 
fundamentales y en aquel tipo de motivacién y y explicacion que pueden 
mejor exponerse en el salon de clases. El estudiante tiene dificultad en apli- 
car los resultados generales al estudio de casos individuales y a la soluciôn 
de problemas concretos, y es por ello que necesita la experiencia de la reso- 
lucion de problemas por si mismo. Damos problemas al final de cada secciôn 
y al final de cada capitule. El grade de dificultad de estos problemas varia. 
Muchos son de rutina y algunos constituyen un desafio a los mejores estu¬ 
diantes. 

En el volumen I hay materia mâs que suficiente para dos cursos semestra- 
les de cinco horas semanales. Lo hemos utilizado para los primeros dos 
semestres y medio de matemâticas para ingenieria y ciencias (un total de 
12 horas semestre). Aunque comuniquemos al alumno los resultados prin- 
capltulo 5; seccion 6 del capitule 7; secciones 5 y 6 del capitule 9; reccio- 
nes del libre: secciones 6, 7 y 9 del capitule 4; secciones 9, 10 y 11 del 
capitule 5; secciôn 6 del capitule 7; secciones 5 y 6 del capitule 9; seccio¬ 
nes 5 y 6 del capitule 11; secciôn 5 del capitule 12; secciôn 9 del capitule 13. 

Estâmes profundamente agradecidos a los profesores Earl Crisler, René 
DeVogelaere, Lester Lange, Richard Otter y Robert Weinstock por sus mu¬ 
chos y valiosos comentarios y sugerencias. Apreciamos en lo que vale la 
oportunidad dada por la Universidad de Notre Dame al permitirnos experi- 
mentar, lo que no habria sido posible sin la aprobaciôn y el aliento del pro- 
fesor Arnold Ross del Departamento de Matemâticas y el decano Karl 
Schoenherr de la Escuela de Ingenieria. Nuestras gracias especiales a la se- 
nora Béatrice Haaser por su cuidado y paciencia al mecanografiar las edi- 
ciones preliminares y el manuscrito, y a la senora Peggy Ryan que colaborô 
en esta ûltima tarea. 

Norman B. Haaser 
Joseph P. LaSalle 
Joseph A. Sullivan 
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Prôlogo 
al estudiante 


“Debemos admitir algunos axiomas; si admitimos unos 
pocos mâs que los estrictamente necesarios, el dano no es 
grande. Lo eseneial es aprender a razonar con los axiomas 
una vez admitidos. En un teatro, la audiencia acepta 
voluntariamente todos los poslulados que al comienzo se 
le imponen, pero una vez levantado el telôn es inexorable 
en lo que a lôgiea respecta. Pues bien, lo mismo ocurre en 
matemâticas.” 

H. Poincaré. 


La historia conocida del desarrollo de las matemâticas, cubre un periodo 
de casi siete mil anos. El âlgebra, la geometrîa y la trigonometrîa son de 
antiguo origen, y las contribuciones griegas a la geometria son conocidas 
por toda persona instruida. Los griegos veîan las matemâticas como una 
ciencia deductiva. Comenzaban con definiciones y axiomas claramente for- 
mulados y por razonamiento lôgico y prueba précisa elaboraron una teorîa 
de la geometria que demostrô, para todos los tiempos, el poder del pensa- 
miento abstracto y condujo al hombre al descubrimiento de que a través 
de las matemâticas puede entender la naturaleza. Después de los griegos, y 
a causa de algunos de ellos, el progreso fue lento. El siguiente gran periodo 
de las matemâticas llega casi dos mil anos mâs tarde, en el siglo xvii, y con él 
vienen la matemâtica moderna y la ciencia moderna. Fue esta la época de 
las grandes academias. Los matemâticos eràn fisicos, los fisicos eran filôsofos 
y los filôsofos eran matemâticos. La geometria analitica comienza con Fer¬ 
mât en 1629 y Descartes en 1637. En particular, fue Descartes el primero 
en aplicar sistemâticamente el âlgebra al estudio de la geometria. Cincuenta 
anos mâs tarde, Newton y Leibniz fundan el câlculo diferencial e intégral. 
Los dos problemas centrales del câlculo son el problema de las tangentes y el 
problema de la cuadratura. El problema de las tangentes es el de encontrar 
las rectas tangentes a una curva y éste es el problema geométrico funda- 
mental del câlculo diferencial. El problema de la cuadratura es el de deter- 
minar el ârea limitada por curvas y es el problema geométrico fondamental 
del câlculo intégral. A Newton y a Leibniz se les llama los fundadores del 
câlculo porque fueron los primeros en ver claramente la intima relaciôn entre 
estos dos problemas. A sus relaciones se les llama teoremas fundamentales 
del câlculo. Éste fue el comienzo del anâlisis, y dio un impetu a la mate¬ 
mâtica y a la ciencia, que aûn perdura en el présente. 

Comienza ahora, el lector, sus estudios de anâlisis y esperamos que tenga 
alguna familiaridad con los numéros, que baya adquirido, al menos, la des- 
treza para las operaciones del âlgebra de secundaria y, que sepa algo sobre 
la interpretaciôn grâfica de los conceptos geométricos. Aunque no necesario. 
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también séria de ayuda haber estudiado trigonometria geométrica, y nos 
agradan'a pensar, pero no lo presuponemos, que hubiese tenido un verdadero 
curso de geometria euclidiana plana. Pero, mas importante que todo lo de- 
mâs, suponemos que tiene deseo de aprender, voluntad de estudiar y alguna 
aptitud para las matemâticas. 

En anâlisis, comenzamos con el sistema de los numéros reales y en el 
capitulo 1 enumeramos los axiomas del sistema de los numéros reales. Son 
estas las propiedades que caracterizan completam.ente a los numéros reales 
y es éste nuestro punto de partida. Aceptamos estos axiomas (pueden también 
llamarse postulados), y todo lo demâs que hacemos en anâlisis se basa en 
ellos. No habrâ ningûn otro concepto indefinido. Todos los demâs conceptos se 
definiran en términos de los numéros reales o en términos de conceptos 
previamente definidos. Discutimos muchas definiciones intuitivamente, pero 
la formulaciôn précisa de las definiciones importantes esta siempre precedida 
por la palabra Dcfmicion (véase, por ejemplo, la pâg. 17). Los resultados pre- 
liminares que conducen a resultados de mayor importancia o generalidad se 
llaman lemas, y los resultados mds importantes, teoremas. Las consecuencias 
directas de los teoremas que son casos especiales importantes de los teoremas 
se llaman corolarios. 

El lector encontrarâ que es necesario estudiar regular e inteligentemente 
y desarrollar hâbitos de estudio adecuados. Ayuda mucho estudiar las mate¬ 
mâticas con lâpiz y papel en mano y desarrollar los detalles de los argumen¬ 
tes y los câlculos por si mismo. Un buen primer paso en la comprensiôn de 
la definicion de’ jn nuevo termino o un nuevo teorema es el de memorizar la 
definicion o el teorema. Deberâ intentar después ilustrar casos particulares 
de la definicion o el teorema. Si no puede hacer esto, estûdiense los ejem- 
plos que en el texto aparecen. Recuérdese que no puede entenderse lo que 
se dice si no se entiende el significado atribuido a las palabras o simbolos 
que se usan. Para conveniencia del lector damos en la pagina 13 una lista 
de simbolos, y el numéro de pagina le indica donde se utilizo y explicô el 
simbolo por primera vez. Después de un estudio cuidadoso del material, es- 
tara listo para enfientarse con los problemas. Los problemas constituyen una 
prueba parcial del dominio del tema y deben ayudarle en la comprensiôn y 
apreciaciôn de las ideas. Algunos de los problemas son completamente de 
rutina. Otros tienen como finalidad ilustrar ideas y estimular la imaginaciôn 
y algunos son anticipaciones de cosas por venir. Las contestaciones a algunos 
de los problemas aparecen en la parte final del libro, pero solo deben consul- 
tarse después de que cierta comprobaciôn de la respuesta ha dado alguna 
seguridad de que es correcta. 
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a componente de a en 



a 




la direcciôn de b 

81 


f 




piano euclidiano 

90 


/ 

intégral indefinida 

604 


dominio de una 



/ 




funciôn / 

125 
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ALFABETO 

GRIEGO 


Letras 

Nombres 

Letras 

Nombres 

A a 

Alfa 

N r 

Nu 

B P 

Beta 

H ^ 

Xi 

r 7 

Gamma 

O 0 

Omicron 

A ,5 

Delta 

n Tl 

Pi 

E 8 

Epsilon 

P P 

Rho 

Z C 

Zêta 

I (7 Ç 

Sigma 

H n 

Eta 

T T 

Tau 

0 0 

Thêta 

T n 

Ipsilon 

I i 

Iota 

O (p 

Phi 

K K 

Kappa 

X X 

Ji 

A /l 

Lambda 

'P ip 

Psi 

M 11 

Mu 

Ci u> 

Oméga 
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Capitule 


A U (B n C) 


Los numéros 

reales 


1. INTRODUCCIÔN 

El sistema de los nùmeros reales de que ahora disponemos, es el resultado 
de una enorme cantidad de réflexion por parte del hombre. Los enteros 
positivos, es decir, 1,2,'3, ..., pueden encontrarse desde el comienzo de 
nuestra civilizaciôn. Enteros tan grandes como 100 000 se usaban en Egipto 
en fecha tan temprana como es 3 000 antes de Cristo. 

Los antiguos egipcios y babilonios desarrollaron una aritmética en la 
que las operaciones de adiciôn y multiplicaciôn de enteros positivos podian 
efectuarse. Aunque la division no se desarrollô por completo en estos 
antiguos pueblos usaron ciertas fracciones. Tenemos, pues, que los nùmeros 
racionales aparecieron también en una temprana etapa de nuestra civiliza¬ 
ciôn. (Un numéro racional es un cociente de dos enteros.) 
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Fueron los babilonios los que mâs éxito tuvieron en el desarrollo de la 
aritmética y el âlgebra porque tenian una notaciôn para los nùmeros muy 
superior a la de los egipcios. Esta notaciôn era, en principio, anâloga a 
nuestro sistema décimal, excepto por el hecho de que su base era 60 en 
lugar de 10. Una buena notaciôn es un prerrequisito necesario para el 
desarrollo de las matemâticas. (jinténtese efectuar una multiplicaciôn con 
numéros romanos!) 

Nuestro sistema décimal con los numérales ilamados arâbigos fue 
inventado por los hindùes e introducido en la Europa occidental en el siglo 
doce a través de las traducciones de textos arabes. Sin embargo, la aceptaciôn 
generalizada de esta notaciôn tardô mucho en llegar. La aceptaciôn del cero 
fue, para algunos, especialmente difîcil. La espera fue aùn mayor para la 
aceptaciôn de los nùmeros negativos. Incluso hasta finales del siglo dieciséis 
se descartaban las raices negativas de las ecuaciones. 

La aritmética y el âlgebra se dcsarrollaron bajo el estimulo de problemas 
prâcticos y fueron, por ello, compendios de réglas de “cômo operar”. En 
contradicciôn, la geometrla la desarrollaron los griegos solamente para su 
satisfacciôn intelectual y es un modelo de sistema lôgico. 

Sin embargo, con el desarrollo del câlculo, los nùmeros reales, especial¬ 
mente los irracionales —nùmeros taies como ^y2, tc, ^/ 5— tuvieron que 
sustentarse sobre un firme fundamento lôgico. Esto se logrô en la ùltima 
parte del siglo diecinueve. 

Disponemos ahora de un sistema de axiomas que describe completamente 
los nùmeros reales; partiendo de estos axiomas podemos derivar todas las 
propiedades de los nùmeros reales. Este es el método usado en la geometrla 
euclidiana: se acepta un cierto nùmero de proposiciones —a las que se 
llama axiomas, postulados o hipôtesis— y basândose en esos axiomas 
se prueban todos los teoremas de la geometrla. 

Daremos un sistema de axiomas para los nùmeros reales y ésta es nuestra 
base para el anâlisis. Todo el resto de lo que haremos tendra estos axiomas 
como fundamento. Aunque todas las propiedades de los nùmeros reales 
pueden deducirse de estos axiomas, no derivaremos todas y cada una de 
las propiedades que podamos tener ocasiôn de usar. En lugar de ello nos 
confiaremos a la destreza que el estudiante ha adquirido a través de sus 
estudios de ensenanza media. El estudiante debe comprender, desde luego, 
que todo paso algebraico correcte que él aprendiô es derivable de nuestros 
axiomas. 

Sin embargo, en este capitulo establecemos algunas de las propiedades 
algebraicas mâs importantes de los nùmeros reales, y, si el estudiante 
domina estas pruebas, entonces debe ser capaz de probar todas las réglas 
que se utilizan en las operaciones algebraicas. 

Aparté de demostrar el modo en que las réglas, para operar con nùmeros, 
pueden derivarse de los axiomas, este capitulo debe servir para introducir 
al estudiante a las matemâticas como ciencia deductiva, que es lo que las 
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matemâticas son. Debe servir también como una introducciôn a la naturaleza 
de la prueba y a los métodos para la construcciôn de pruebas. 


2. CONJUNTOS 

Como estaremos constantemente usando conjuntos, en particular 
conjuntos de numéros, daremos una breve discusidn de esta nociôn antes de 
comenzar a considerar los numéros reales. Por un “conjunto” entendemos 
una colecciôn de objetos. Los objetos individuales se llaman “elementos” 
del conjunto. 

Si un conjunto tiene un numéro finito de elementos, entonces se llama 
conjunto finito; en caso contrario se llama conjunto infinito. El conjunto 
de enteros desde 1 hasta 10 es un conjunto finito; tiene diez elementos. Un 
ejemplo de conjunto infinito lo tenemos en el conjunto de todos los enteros 
positivos. 

Denotaremos usualmente a los conjuntos con letras manuscritas 
(mayüsculas) y a sus elementos con letras cursivas minùsculas. Denotaremos 
el hecho de que b sea un elemento del conjunto 3 por beSi. La expresiôu 
"bsS^" se lee “b es un elemento de 3i'\ “fi pertenece a Æ”, o “fi esta en 5i”. 
Un conjunto Æ se dice que esta definido si, para cualquier elemento c, 
puede determinarse si ce3i o c^3i (léase “c no es un elemento de 3i”). 

Un conjunto finito puede ser mostrado escribiendo sus elementos entre 
llaves, como: {a, fi, c}. Algunas veces podemos mostrar un conjunto 
infinito en forma anâloga, como en el caso de los enteros positivos: 
{1, 2, 3, • • •}. Los très puntos quieren decir etcétera. Esta notaciôn puede 
usarse solamente cuando es claro lo que la palabra etcétera dénota. Usual¬ 
mente, un conjunto infinito se describirâ por alguna propiedad que posee 
cada uno de sus elementos y que no posee objeto alguno que no esté en el 
conjunto. Asi, podemos hablar del conjunto de todos los enteros pares; 
la propiedad que cada objeto del conjunto debe poseer es la de ser un 
entero par, y todo entero par es un elemento del conjunto. Como una 
ilustraciôn del peligro de desplegar unos pocos elementos de un conjunto e 
indicar el resto de los elementos por très puntos, consideremos el conjunto 
de todos los numéros de la forma 1) (« —2) (n —3), donde n es un 

entero positivo. El conjunto comienza con los nùmeros 1, 2 y 3, pero el 
siguiente elemento es el 10. 

2.1 Definiciôn. Un conjunto A es un subconjunto de un conjunto 3i, lo que 
se dénota por Acz3!>, si todo elemento de A es también un elemento de 

A c .Jft se lee a menudo “./t estâ contenido en Æ”. 

Por ejemplo, el conjunto de los enteros pares es un subconjunto del 
conjunto de todos los enteros. La definiciôn de subconjunto implica que 
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un conjunto es un subconjunto de si mismo. Por tanto, ^ c jI; es siempre 
cierto. 



FIGURA 1 


Los diagramas pueden ayudar a visualizar las rela- 
ciones entre conjuntos. Por ejemplo, la figura 1 — en la 
que Æ es todo el înterior del circule grande— ilustra 
la relaciôn ci 3i. 

Dos conjuntos son iguales si y solo si son idénti- 
cos, es decir, si y solo si ambos estân compuestos 
de, exactamente, los mismos elementos. Asi 4 = Æ 
si y solo si 4 c Æ y 3 <= 4. 

Ademâs de estas relaciones entre conjuntos hay 
dos operaciones sobre conjuntos que tendremos oca- 
siôn de usar. 


2.2 Definiciôn. La intersecciôn de A, y SS, escrita 4nÆ, es el conjunto de 
elementos que estân en ambos A y 3S. [Figura 2 (a).] 

Es decir, xE4nÆ si y solo si X64 y xe3S. 


2.3 Definiciôn. La union de A y 3S, escrita 4uÆ, es el conjunto de 
elementos que estân en A o en 3S. [Figura 2 (b).] 

Es decir, xsA\j3S si y solo si xsA o xeSS. 

Nota. La letra “o” tal como se usa en matemâticas tiene el significado 
de “y/o” en el lenguaje familiar. Asi, “xe4 o xe3S” significa que x esta 
en 4 o en 35, o en ambos A y SS. 



An3 AuSS 

(a) (b) 


FIGURA 2 


Por ejemplo, si A—{a,b} y 3 = {a, c, dj, entonces 4nÆ={a} y 
Au3 = {a, b, c, d}. 

Para que la intersecciôn de dos conjuntos siempre sea un conjunto, 
definimos el llamado conjunto nulo o conjunto vacio. Es éste un conjunto sin 
ningùn elemento y se denotarâ por 0. Asi, si C es el conjunto de enteros 
pares y 2) es el conjunto de enteros impares, entonces CnŒ) = 0 yCuD 
es el conjunto de todos los enteros. 
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Aunque los conjuntos de que trataremos en este capîtulo serân conjuntos 
de numéros, debe tenerse en mente que un conjunto es toda coleccion de 
objetos cualquiera que sea la naturaleza de éstos. Damos a continuaciôn 
algunos ejemplos en los que présentâmes conjuntos que no son conjuntos 
de numéros. Damos también una aplicaciôn sencilla de los conjuntos a la 
lôgica. 

2.4 Ejempio. Sean los conjuntos A, 3^, y C definidos como sigue: 

A es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos castanos. 

Si es el conjunto de todas las personas que tienen el pelo gris. 

C es el conjunto de todas las personas que miden mâs de 1.80 métros de 
estatura. 

Describanse los conjuntos .jtnC, A<u3i, (ytnÆ)uC, (.ÆnÆjnC. 

SoLUCiÔN. .ÆnC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos que miden mâs de 1.80 métros de estatura. 

AuSlS es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos castanos 
O el pelo gris. 

(.ÆnÆjuC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos y el pelo gris o miden mâs de 1.80 métros de estatura. 

(.ytnÆjnC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos y el pelo gris, que miden mâs de 1.80 métros de estatura. 

2.5 Ejempio. Definamos los conjuntos A, C, y 3) como sigue: 

A es el conjunto de las muchachas hermosas. 

es el conjunto de las actrices de cine. 

C es el conjunto de todas las muchachas que usan jabôn Dux. 

2) es el conjunto de todas las muchachas. 

a) Exprésese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje de 
conjuntos: 

1. Todas las actrices de cine son bellas. 

2. Todas las actrices de cine usan jabôn Dux. 

3. Todas las muchachas que usan jabôn Dux son bellas. 

4. Todas las muchachas que usan jabôn Dux son actrices de cine. 

b) 1 y 2, ^implican 3? 

c) 1, 2, y 3, ^implican 4? 

1 y 4, ^implican 3? 

SOLUCIÔN 

à) l. 3) c A 

2. 3 Cl G 

3. GA 

4. G cz 3 
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b) 1 y 2 no implican 3. 1 y 2 no excluyen la posibilidad de que baya 
un elemento en C que no esté en A (una muchacha que use jabôn Dux, 
pero que no sea bella). Podemos ilustrar esto grâficamente como signe 



c) 1, 2, y 3 no implican 4. Damos a continuaciôn una ilustracién grâfica. 



Esta ilustracién nos indica que puede haber muchachas bellas que no 
usen jabôn Dux y que no sean actrices de cine. 

d) \ y 4 implican 3. Cualquier elemento de C pertenece a Æ por 4, 
de donde por 1 pertenece a A. 



Problemas 

1. Si ^={1,3, 5, 6} y 3= {3,4,5}, encontrar An^R y Avj3i. ^Es 
un subconjunto de 35? 

2. Si {1, 3, 5, 6} y Si es el conjunto de todos los enteros impares, 
encontrar An3S y AkjSS. ^Es un subconjunto de 35? 

3. Si A es el conjunto de todos los enteros positivos pares y 35 es el 
conjunto de todos los enteros pares, encontrar An3!> y A^3S. ^Es un 
subconjunto de Æ? 
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4. Si ^ = {fl, b, c}, 3 = {b, c, 

fl) â\j3 

c) AnG 

e) ^u(ÆnC) 

g) ^ n (Æ n C) 

i) (An3)^G 


he,f) y e = {e,f,g], encuéntrense: 
b) An.3 
d) ÆuC 
/) ^u(Æue) 
h) ^n(ÆuC) 
j) 5îri(Cu^) 


5. SiA= (fl, b, c}, 3 = (fl, c, d, e}, C = {b, e} y Œ) = {d}, encuéntrense: 


fl) A KJ 3 
c) ÆuC 
e) AKj{3ne) 
g) (3nG)nA 


b) An3S 
d) An{3KjG) 
f) itnCeuï») 
h) (An3)uC 


6. Ilùstrense grâficamente y pruébense las siguientes proposiciones, para 
conjuntos A, 3 y G cualesquiera : 


fl) An3c: A 

b) 3<=Au3 

c) (Au3)nG = (AnG)u(3nG) 

d) Si ^ n Æ = it, entonces A <=3 

e) {An3)nG = An(3r\G) 

7. Definamos los conjuntos Æ, C y 0) como signe: 

A es el conjunto de todas las personas que pueden resolver el problema 2. 
3 es el conjunto de todas las personas que pueden leer inglés. 

C es el conjunto de todos los estudiantes universitarios. 

3) es el conjunto de todas las personas. 

fl) Describanse los conjuntos Ar\G, 3 kjG, (.Æn3J)nC, (jtuÆ)nC. 
b) Exprésense cada una de las siguientes proposiciones en el lenguaje de 
conjuntos. 

1. Cualquiera que puede resolver el problema 2 puede leer inglés. 

2. Todos los estudiantes universitarios pueden leer inglés. 

3. Todos los estudiantes universitarios pueden resolver el problema 2. 

4. Todas las gentes que pueden hacer el problema 2 son estudiantes 
universitarios. 


c) 1 y 2, i, implican 3 ? Ilùstrese grâficamente. 

d) 1 y 3, i implican 2? Ilùstrese grâficamente. 

e) 1, 2 y 3, i, implican 4? Ilùstrese grâficamente. 


3. LA RECTA DE LOS NÛMEROS 

En el estudio de cualquiera de los tôpicos de las matemâticas, es de gran 
ayuda poder dibujar ilustraciones que tengan alguna relaciôn significativa 
con el tôpico en cuestiôn. Estas ilustraciones no son parte esencial de la 
teoria matemâtica sino que han de considerarse como meras ayudas visuales. 
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Por ejemplo, las anteriores ilustraciones nos fueron utiles para visualizar 
las relaciones entre conjuntos en la secciôn anterior. 

Los numéros reales pueden representarse como puntos sobre una recta. 
Discutiremos esta correspondencia entre numéros y puntos sobre una 
recta antes de dar una definiciôn formai de los numéros reales, 

Asociamos primero puntos de una recta con los numéros racionales 
como sigue: Consideremos la medida de distancias a lo largo de una recta 
horizontal (figura 3). Tômese O como el punto desde el que han de medirse 
las distancias. Con O asociamos el numéro 0. Las medidas de la derecha se 
consideran positivas y las de la izquierda negativas. Con una unidad de 
longitud fija situamos al punto U a una unidad de distancia a la derecha 
de O, B dos unidades a la derecha, A una unidad a la izquierda, C dos 
unidades a la izquierda y asi sucesivamente. Asociamos de esta manera un 
punto de la recta con cada entero (figura 3). Luego, con la unidad de 
longitud dividida en n partes iguales, como en una cinta métrica, podemos, 
al menos teôricamente, asociar mediante una medida un punto con cada 
uno de los nùmeros racionales mjn. (La geometria nos facilita una cons- 
trucciôn para dividir un segrnento en cualquier proporciôn.) 

C A O U B 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -^^- 

-2 -1 .| 0 1 I 2 

FIGURA 3 

Se nos présenta ahorael problema: <; Asignarâ este proceso de mediciôn 
restringido a los numéros racionales un numéro a cada punto de la recta? 
Los griegos sablan que la respuesta es “no”. A aquellos segmentos rectillneos 
determinados por ei origen O y los puntos a los que no podla asignarse 
ningün numéro racional, les llamaron “inconmensurables” con la unidad 
seleccionada o, literalmente, segmentos rectilineos que no podian medirse 
por este proceso. Un ejemplo de un segrnento inconmensurable es OQ que 
se muestra en la figura 4. OQ es la hipotenusa de un triângulo rectângulo 
isôsceles cuyos lados tienen por longitud la unidad. El numéro que deberia 
corresponder a Q es el numéro cuyo cuadrado es 2. 



Una interesante anéedota dice que los seguidores de Pitâgoras —quienes, 
de acuerdo con Aristôteles, creian que los nùmeros eran los elementos, 
bâsicos en el conjunto de la naturaleza— descubrieron que la hipotenusa 
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de un triângulo rectângulo isôsceles con catetos iguales a la unidad de 
longitud, no podia ser medida por un numéro racional. Creian que esto 
era un defecto en el trabajo de Dios, aun sin mencionar la posibilidad de 
que quizâ fuese un defecto en su teorla. Continua la anécdota diciendo que 
todos juraron guardar en secreto su descubrimiento. 

Ahora demostraremos que ningùn numéro racional tiene un cuadrado 
igual a 2. La prueba dada se debe a Euclides. El método de prueba es el 
de suponer que algùn numéro racional pjq tiene un cuadrado igual a 2. 
Esto llevarâ a una contradicciôn que demostrarâ que nuestra hipôtesis no 
puede verificarse y que, por tanto, la proposiciôn que deseamos probar debe 
ser cierta. Supongamos que pjq es un numéro racional tal que {pjqŸ =2. 
Supongamos, ademâs, que p y ^ no tienen ningùn factor comùn. Esto no 
es restricciôn alguna sobre el numéro, ya que todo numéro racional puede 
escribirse en la forma pjq con p y ^ sin ningùn factor comùn. Pero p^ = 2q^ 
implica que p^ es par, de donde el mismo p debe ser par (véase el problema 3 
siguiente). Luego existe algùn entero p, tal que p = 2pi . Entonces, p^ = 2q^ 
se hace Apy^ = 2q^ o 2p^^ = q^. Lo que demuestra que q^ es par, puesto 
que q es par. Luego, py q deben tener 2 como factor comùn, lo que contradice 
la hipôtesis. Por tanto, podemos concluir que ningùn nùmero racional tiene 
un cuadrado igual a 2. 

Hemos demostrado que sobre la recta existe un punto con el que no 
esta asociado ningùn nùmero racional. Realmente, la situaciôn es mucho 
peor. Entre cualquier par de puntos sobre la recta hay una infinidad de 
taies puntos inconmensurables. 

El problema de ampliar el sistema de los nùmeros mâs alla de los 
racionales de modo que cada punto de la recta pudiera asociarse a un 
nùmero, probô ser muy dificil. No se resolviô satisfactoriamente hasta el 
trabajo del matemâtico alemân Richard Dedekind en 1872. El sistema de 
nùmeros reales desarrollado por Dedekind tiene la propiedad de que todo 
punto sobre la recta puede asociarse con un numéro real. Una recta con 
un nùmero asociado con cada punto se llama recta numérica o recta 
coordenada. El nùmero asociado con un punto sobre la recta se llama la 
coordenada del punto. 

Porque existe esta correspondencia entre los nùmeros reales y los puntos 
de la recta es por lo que a menudo identificaremos al nùmero real con el 
punto a él asociado. Es también por ello por lo que con frecuencia 
llamaremos punto a un nùmero real. 

El problema de localizar en una recta el punto correspondiente a un 
nùmero irracional (es decir, un nùmero real que no es un nùmero racional) 
es de carâcter diferente al problema correspondiente para un nùmero 
racional. En el caso de un nùmero racional hay una construcciôn geométrica 
que nos permite localizar el punto. Sin embargo, en general, no hay 
construcciôn geométrica alguna que nos permita localizar un nùmero 
irracional. El punto correspondiente a un nùmero irracional se localiza 
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aproximadamente con referencia a puntos correspondientes a numéros 
racionales. 

La notaciôn décimal para un numéro real nos proporciona una forma 
adecuada para indicar la correspondencia entre puntos sobre la recta y 
numéros reales. Ilustraremos esta correspondencia con un ejemplo. 
Consideremos el numéro 


b = 


0.231594 


2 3 1 

-1-y H-T + 

10 10 ^ 10 ^ 



9 4 

—r + —- + • • • 

10 * 10 * 


Tomemos el intervalo unidad y dividâmoslo en diez partes iguales (figura 5). 


10 10 10 10 10 10 10 10 10 
FIGURA 5 

Entonces b esta entre 2/10 y 3/10. Dividamos el intervalo entre 2/10 y 3/10 
en diez partes iguales. Los nuevos puntos de la subdivision se corresponden 
con los numéros 2/10, 2/10+ 1/10^, 2/10 + 2/10^, ..., 2/10 + 9/10^,3/10 .b se 
encuentra en el intervalo con puntos extremos 2/10 + 3/10^ y 2/10 + 4/10^. De 
esta manera podemos localizar el punto b sobre la recta con cualquier 
grado de précision considerando mâs y mas digitos en el desarrollo décimal 
del numéro. 


Problemas 

1. Sobre una recta numérica o coordenada, localicense los puntos 
correspondientes a los numéros -f, — i, ^• 

2. Localicense sobre una recta coordenada los puntos correspondientes 
a 0.41 y 0.76. 

3. Demuéstrese que si p es un entero y es par, entonces p es par. 
Sugerencia: Si p es par, entonces p — 2n para algùn entero «, y si p es 

impar, entonces p = 2n + l para algùn entero n. 

*4. Pruébese que ningùn numéro racional tiene un cuadrado igual a 3. 
*5. Pruébese que ningùn nùmero racional tiene un cubo igual a 2. 

■’ 6. Pruébese que un entero positivo n no puede tener una raiz cuadrada 
racional a menos que n sea un cuadrado perfecto. 


4. LOS NÜMEROS REALES 

El sistema de los numéros reales puede definirse suponiendo que se 
tienen los nùmeros racionales y definiendo luego un nùmero real en términos 
de nùmeros racionales. Este es el método usado por Dedekind. Por otra 
parte, se puede définir el sistema de nùmeros reales por un conjunto de 
axiomas y luego demostrar que los nùmeros racionales pueden considerarse 
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como subconjunto de los numéros reales. Este ùltimo es el método que 
nosotros usamos. 

El método axiomâtico de introducciôn del sistema de los numéros 
reales, nos proporciona una base breve y adecuada para nuestros estudios 
de anâlisis. Que los nùmeros reales tal y como los hemos conocido en 
nuestras experiencias previas satisfacen los axiomas, se harâ aparente a 
medida que prosigamos nuestro estudio. Ademâs, de acuerdo a como 
hemos definido una recta en el capitulo 2 sera évidente que existe una 
correspondencia entre los nùmeros reales y los puntos de una recta. 

El sistema de los numéros reales es un conjunto R y dos operaciones, 
adiciôn y multiplicacidn, y una relaciôn de orden, denotada por “<” y 
leida “es menor que”, que satisface los siguientes axiomas; 

Aj Para todo a y A en R, u + èeR. (Estabilidad o “cerradura”.) 

A 2 Para todo ayèen K, a + b = b + a. (Ley conmutativa.) 

A 3 Para todo a, è y c en R, {a + b) + c = a + {b + c). (Ley asociativa.) 

A 4 Hay un elemento y solo un elemento, al que denotamos por “0”, 
tal que para todo a en R, a + 0 = û= 0 + a. (La existencia y unicidad 
del elemento neutro aditivo.) 

As Para cada a en R, hay un y solo un elemento, al que denotamos 

por n”, tal que a+(—a) = 0= —a+a. (La existencia y unicidad 

del inverso aditivo.) 

Ml Para todo a y /î en R, aèeR. (Estabilidad.) 

M 2 Para todo a y è en R, aè = ba. (Ley conmutativa.) 

M 3 Para todo a, è y c en R, {ab)c = a{bc). (Ley asociativa.) 

M 4 Hay un y solo un elemento, al que denotamos por “1”, diferente de 0, 
tal que para todo a en R, a-1 = a= 1-n. (La existencia y unicidad 
del elemento neutro multiplicativo.) 

Ms Para cada a en R, diferente de 0, hay un y solo un elemento, al que 
denotamos por a~^, tal que a-a~^ = \ = a~^-a. (La existencia y 
unicidad del inverso multiplicativo) 

D Para todo a, y c en R, a{b + c) = ab + ac y {b + c)a = ba + ca. (Ley 
distributiva.) 

Oi Para cualesquiera dos elementos a y è en R una y solamente una 
de las siguientes relaciones se verifica; a<b, a = b, b<a. (Ley de 
tricotomia.) 

O 2 Si a <b y b <c, entonces a <c. (Ley transitiva.) 

O 3 Si a < b, entonces, para todo c en R, a + c < è + c. 

O 4 Si û < è y 0 < c, entonces ac < bc. 

L El axioma del suprême. (Que se enunciarâ posteriormente, pâg.425.) 

El sistema de los nùmeros reales R es mâs que tan solo un conjunto de 
elementos. Es un conjunto en el que hay dos operaciones y una relaciôn 
que satisfacen los axiomas dados. Una operaciôn es completamente diferente 
de una relaciôn. La operaciôn de adiciôn asocia con cualesquiera dos 
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elementos a y è de R un elemento ünico de R al que llamamos a + b. 
Anâlogamente, la operaciôn de multiplicaciôn asocia con cualesquiera dos 
elementos a y è de R un elemento ùnico de R al que llamamos ab o a-b. 
Por otra parte, a < è no es un elemento de R sino una proposiciôn acerca 
de los elementos a y b {a es, mener que b). 

Nôtese que los axiomas A] al Aj se refieren a la adiciôn y que los 
Mj al M5 son proposiciones anâlogas acerca de la multiplicaciôn. A, y Mj 
se llaman leyes de estabilidad de la adiciôn y la multiplicaciôn, 
respectivamente. A2 y Mj se llaman leyes conmutativas de la adiciôn y 
la multiplicaciôn. A3 y Mj son leyes asociativas. A4 y M4 enuncian la 
existencia de un elemento neutre ùnico para cada operaciôn y que estes 
elementos neutres son distintos uno del otro. Al elemento neutre para la 
adiciôn se le llama “cero” y al elemento neutre para la multiplicaciôn, 
“uno”. Aj enuncia que todo elemento de R tiene un inverso aditivo ùnico, 
y Mj enuncia que todo elemento distinto de cero tiene un inverso multi¬ 
plicative ùnico. 

El axioma D establece una conexiôn entre las operaciones de adiciôn y 
multiplicaciôn y se llama ley distributiva. Los axiomas Oj y O2 se refieren 
a la relaciôn de orden. A O, se le llama propiedad transitiva de esta 
relaciôn. Los axiomas O3 y O4 conectan la relaciôn de orden con las 
operaciones de adiciôn y multiplicaciôn. 

El axioma L no estâ enunciado explicitamente y solo aparece en la 
lista para indicar que se necesita otro axioma para completar el conjunto 
de axiomas para el sistema de los nùmeros reales. Este axioma se estudiarâ 
con detalle en el capitulo 9. Realmente, el conjunto de los nùmeros 
racionales satisface todos los axiomas, excepto el axioma L. Es el axioma 
del supremo que nos garantiza que los nùmeros reales incluyen los nùmeros 
irracionales. 

Nôtese que en el axioma A4 pudimos haber omitido a = 0-t-o. El hecho 
de que a = 0-l-apudo inferirse de que a+ 0 = a usando la ley conmutativa A2. 
Observaciones similares se aplican a los axiomas A5, M4, Mj y D. Ademâs, 
podemos hacer notar que no es necesario postular la unicidad de los 
elementos neutres y de los elementos inversos. Con solo postular la 
existencia de taies elementos en A4, M4, A5 y M5, la unicidad puede 
probarse. 

Aunque la relaciôn de igualdad aparece en los axiomas del sistema de 
los nùmeros reales, no damos ningùn axioma para esta relaciôn. La relaciôn 
“fl = /)” significa “a es el mismo elemento que el elemento b'\ Dicho en 
otra forma, “a = significa que se estân usando dos simbolos diferentes 
para representar el mismo elemento. No necesitamos, pues, formular 
explicitamente réglas taies como “si a = h y b = c, entonces a = c" o “si 
a = b, entonces n + c = b + c”. Al concluir que a-f c = è + c estamos usando 
la unicidad de la adiciôn. 

El axioma Aj nos dice que podemos sumar dos nùmeros reales cuales- 
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quiera y que su suma es un numéro real. Es posible sumar los très numéros 
reales a, b y c sumando primero a y b y luego anadiendo c a la 
suma asî obtenida. Este resultado se dénota por {a + b)-\-c. También 
podemos anadir a a la suma de b y c: a + (b + c). Como estas dos sumas 
son iguales segûn A 3 , podemos prescindir de los paréntesis y escribir 
simplemente a + b + c. Mas general, la suma de cualquier colecciôn finita de 
numéros reales puede manejarse en la misma forma. Una observaciôn 
anâloga puede hacerse en lo que respecta a la multiplicaciôn. 

Si consideramos que el entero positivo 1 es el numéro real 1 postulado 
en M 4 y que 2 es 1 + 1, entonces 2 es un numéro real por Aj ; 3 es el numéro 
real 2+1. En esta forma vemos que cualquier entero positivo n es un 
numéro real. Identificando el entero 0 con el numéro real 0 postulado 
en A 4 concluimos que —n es un numéro real, segün Aj. Asi pues, los 
enteros son nùmeros reales. Después de que se define la division demos- 
tramos que R contiene a los numéros racionales. 

La correspondencia entre nùmeros reales y puntos de una recta puede 
usarse para dar una interpretaciôn geométrica de la relaciôn de orden entre 
los nùmeros reales. En la secciôn 9 discutiremos la adiciôn usando una inter¬ 
pretaciôn geométrica distinta de los nùmeros reales. La relaciôn a<b signi- 
fica que sobre una recta numérica el punto A correspondiente al nùmero a se 
encuentra a la izquierda del punto B correspondiente al nùmero b (figura 6). 
En este contexte, el axioma Oi nos dice que para cualesquier nùmeros 
reales ay b con A y B como puntos correspondientes, o A esta a la izquierda 
de B, O B esta a la izquierda de A, o A es el mismo que B. El axioma O2 
se corresponde con el hecho geométrico de que si A esta a la izquierda de B 
y B esta a la izquierda de C, entonces A esta a la izquierda de C (figura 6). 



FIGURA 6 


Usando los axiomas, probaremos ahora algunas propiedades del sistema 
de los nùmeros reales. Los ùnicos axiomas necesarios en esta secciôn y la 
prôxima, son los que van desde A, hasta D. En la prueba del teorema 4.1 el 
axioma que justifica cada paso se indica entre paréntesis a la derecha. Las 
pruebas del resto de los teoremas en esta secciôn se dan en una forma mas 
breve y habituai. 

4.1 Teorema. Para todo a en K, a-Q = 0 = 0-a. 

Prueba 

[A4] 
[A5] 


aO = £z-0 + 0 

= a-0 + (a + ( —a)) 
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= (a-O + a) + {—a) 

[A3] 

= {a-O + a-1 ) + (-a) 

[MJ 

= a(0+ 1 ) + (-a) 

[D] 

= a- 1 + (-a) 

[AJ 

= a + ( —a) 

[MJ 

= 0. 

[A5] 


También 0-a = 0 de acuerdo con M 2 . 

4.2 Teorema. Para todo a en R, —a = {— \)a. 

Prueba. De acuerdo con el axioma A5, el inverso aditivo de a es ùnico. 
De donde, si deinostramos que a + (—l)a = 0, entonces (—l)a= —a. 
Usando los axiomas M 4 , D y A 5 y el teorema 4.1, 

a + (—l)( 2 =l -(2 + (—l)-a = (l+(—l))a= 0 -fl = 0 . 

4.3 Corolario. Para a y b en K cualesquiera, a{ — b)= —(ab) = {~a)b. 

Prueba. Usando el teorema 4.2 y los axiomas M 2 y Mj, 

a(- 6 ) = û((-l)è) = (-l)(aè)= -(aè). 

La prueba de que { — a)b= —{ab) es anâloga a ésta y se déjà como ejercicio 
para el lector. 

4.4 Teorema. Para todo a en R, —{ — a) = a. 

Prueba. Segûn el axioma Aj el inverso aditivo de —a es ùnico. Como 
a + ( — a) = 0 = ( —a) + a, a es el inverso aditivo de —a; es decir, —( —a) = a. 

4.5 Teorema. Para a y b en R cualesquiera, ( — a) { — b) — ab. 

Prueba. Usando el corolario 4.3 y el teorema 4.4, tenemos 

(-a) i-b) = -{a{-b)) = -{-{ab)) = ab. 

Hay otras dos operaciones sobre los numéros reales que no estân 
incluidas explicitamente en los axiomas; a saber, la sustracciôn y la division. 
Estas operaciones estân incluidas impllcitamente y se definen como sigue: 

4.6 Definiciôn. Para todo a y b en R, a —b — a + { —b). 

4.7 Definiciôn. Para todo a y b en R, con b diferente de 0, 

- = ab^K 
b 


28 Cap. t Los numéros reales 



Nôtese que 0 no tiene inverso multiplicativo, y, por tanto, la division 
por cero no estâ definida. La hipôtesis de que 0 tuviera inverso multi¬ 
plicativo no es consistente con los otros axiomas. Si 0 tuviese un inverso 
multiplicativo, llamémosle a, entonces O-a = 1. Esto estaria en contradicciôn 
con el teorema 4.1, y por tanto no séria consistente con los axiomas sobre 
los que estâ basada la prueba del teorema 4.1. Es en este sentido en el que 
decimos que la division por cero no puede definirse. 

De la definiciôn 4.7 y los axiomas M 5 y M,, résulta que el cociente de 
dos numéros reales cualesquiera es un numéro real con tal de que el 
denominador no sea 0. Como los enteros son numéros reales y un nùmero 
racional es un cociente de dos enteros, los numéros racionales son nùmeros 
reales. 

No podemos demostrar que numéros irracionales taies como ^ o ,/5 
son nùmeros reales sin usar el axioma L. Mas adelante probaremos 
que taies numéros son numéros reales. Entre tanto, suponemos que si n es 
un entero impar positivo y a es un numéro real cualquiera, entonces 
hay un nùmero ùnico b tal que a = b". El nùrnero b estâ denotado por 
O por a‘^" y se le llama n-ésima raiz de a. Por ejemplo, ^/27 = 3 y 
^-32 = -2. Obsérvese, sin embargo, que si « es un entero positivo par, 
entonces no hay ningùn nùmero b tal que a = b" si a < 0, y hay dos 
nùmeros taies que a = ù" si a > 0. Asi pues, si n es un entero positivo par 
suponemos que para cada nùmero a > 0 hay un nùmero ùnico ù > 0 tal 
que a = b‘'. El nùmero no negativo b se dénota por I!fa o por a''" y se 
llama raiz n-ésima de a. Por ejemplo, ,/9 = 3 y Xf\b = 2. 

Problemas 

1. Pruébese que —0 = 0. 

2. Pruébese que —a — b= —(a + b). 

3. Pruébese que si a + b = a + c, entonces, b = c. Esta es la ley de 
cancelaciôn para la adicidn. 

4. Pruébese que a — {b — c) = {a — b) + c. 

5. Pruébese que 1~^ = 1. 

6 . Pruébese que si ab = 0, entonces a = 0 o ù = 0. 

7. Pruébese que si ab ^ 0, entonces (aby^ = a^' ■b~^. 

8 . Pruébese que si a / 0, entonces = a. 

9. Pruébese que si ab = ac y a 0, entonces b = c. Esta es la ley de 
cancelaciôn para la multiplicaciôn. 


5. ALGO DE ÂLGEBRA 

Mostraremos como algunas de las réglas y métodos del âlgebra pueden 
manejarse a la luz de los axiomas para el sistema de los nùmeros reales. 
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(En esta secciôn no volveremos a referirnos mâs, explicitamente, a las 
leyes asociativas: axiomas A 3 y M3.) 

5.1 Ejemplo. Demuéstrese que 

a ^ c ad + bc 
b d bd 

SoLuciON. De acuerdo con la definiciôn 4.7, M 4 , M 5 , Mj, D y el 
problema 7 de la secciôn 4 

~ ~ — ûb -\-cd = ab dd + cd ^ bb ' = adb * rf ^ + bcb ^ d~ ^ 

b d 

= iad + bc)b-^d-^ = (ad + bc)(bdy' = 

bd 


5.2 Ejemplo. Demuéstrese que 

(a + b) (c + d) = ac + ad+bc + bd. 

SoLuciÔN. Mediante dos aplicaciones del axioma D, tenemos 

(a + b) (c + d) = a(c + d) + b(c + d) = ac + ad+bc + bd. 

Consideraremos ahora las soluciones de las ecuaciones lineales y 
cuadrâticas. Por soluciôn de una ecuaciôn tal como ax + b = 0, entiende 
que debemos encontrar todos los numéros que cuando estân en lugar 
de X igualan los dos miembros de la ecuaciôn. Enunciaremos el resultado 
para la ecuaciôn lineal ax + b = 0 en forma de un teorema. 

5.3 Teorema. Si a, b y x e.stdn en R j a 0, enfonces ax + b = 0 si y 
solo si X = —a^'- b. 

Prueba. Hay dos cosas por demostrar, a saber; si ax + h = 0, entonces 
■^ = —Cl ' b, y SX X = —a^' b, entonces ax + b = 0. 

1 ) Sx ax + b = Q, entonces 

ax + b + {-b) = 0 + (-^) 


ax + Q = ~b 

> 

en 

> 

ax = —h 

[A 4 ] 

a~'^ax = a *( —è) 


1 

1 

II 

[M3,4.3] 

x = —a ‘b. 

[MJ 
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2) Si X = —a ^b, entonces 


ax — a( — a^^b) 


ax = —aa~^b 

[4.3] 

ax = b 

[Mj] 

ax = —b 

[MJ 

ax + b = —b + b 


ax + b = 0 . 

[A 5 ] 


Cuando tenemos que resolver una ecuaciôn lineal especifica, el procedi- 
miento usual no es el de aplicar el teorema 5.3 sino, en lugar de ello, 
emplear el método usado en la prueba del teorema. (En la soluciôn de los 
ejemplos combinaremos algunos de los pasos en un solo paso y no daremos 
la razôn de cada paso. El estudiante debe justificarlos por si mismo.) 

5.4 Ejemplo. Resolver la ecuaciôn lineal 

3x+ 1 = 5x —4. 

Soluciôn. Si x es una soluciôn de3x+l = 5x — 4, entonces 

3x+1 = 5x—4 

3x+l—5x—1 = 5x —4 —5x—1 
— 2x = —5 
x = i. 

Esto demuestra que si x es una soluciôn, entonces x debe ser | y, por tanto, 
que I es la ùnica soluciôn posible. Sin embargo, no hemos demostrado 
aùn que | sea realmente una soluciôn. Que | es una soluciôn puede verse 
sustituyendo por este valor a la x en la ecuaciôn dada. Otro método es 
mostrar recorriendo los distintos pasos de la primera parte de la soluciôn 
en sentido inverso que si x = | entonces 3x+l = 5x —4. Es esto lo que 
haremos ahora. 

Si X = I, entonces 

— 2x = —5 

—2x+5x+l= —5+5x+l 
3x+ 1 = 5x —4 

Elemos demostrado asi que | es una soluciôn y en realidad la sola soluciôn 
de 3x+ 1 = 5x —4. 

La soluciôn del ejemplo anterior podria ser acortada considerablemente 
si tuviéramos una forma de indicar que los pasos son réversibles. El uso 
del conectivo i y sôlo si” entre los pasos cumplirâ tal misiôn. 

Si P y Q son dos proposiciones, entonces “P si y sôlo si Q” significa que 
P implica Q y que Q implica P. Es decir, “P si y sôlo si Q” significa 
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que la proposiciôn P es équivalente a la proposiciôn Q. Una doble flécha, =>, 
se usa frecuentemente para denotar “implica”; una doble flécha de dos 
puntas, <ïi-, dénota “si y solo si”. Por ejemplo, 

aè = 0oa = 0 o b ~ 0 

significa que si ab = 0, entonces a = (iob = 0, y también que si a = 0 
O b = 0, entonces ab = 0. 

Usando esta notaciôn, la soluciôn del ejemplo 5.4 toma la forma; 
3x+l = 5 jc- 4 3x+1-5x-1 = 5x~4-5x-l 

—2x = —5 
<=> X = f. 

Nôtese que el slmbolo dénota la equivalencia de proposiciones 
mientras que = dénota la igualdad entre entes matemâticos. 

La soluciôn de una ecuaciôn cuadrâtica ax^ + hx + c = 0 por el método 
de factorizaciôn, se basa en el siguiente teorema: 

5.5 Teorema. ab = 0 si )^sôlo si a — 0 o b — 0. 

Prueba. Si ab —- 0, entonces a = 0 o b = 0 segùn el problema 6 de la 
secciôn 4. Y por el teorema 4.1 siûi = 0oh = 0 entonces ab = 0. 

5.6 Ejemplo. Resolver la ecuaciôn cuadrâtica 

x'-3x + 2 = 0. 


Soluciôn 

x^ —3x + 2 = 0-îî> (x—I) (x —2) = 0 

<=>x—I =0 o x — 2 — 0 
o X = \ o X = 2. 

As! pues, 1 y 2 son soluciones y son las ùnicas soluciones de la ecuaciôn 
x^-3x + 2 = 0. 

Es conveniente comprobar el âlgebra y la aritmética efectuadas en la 
soluciôn del problema sustituyendo la x por 1 y por 2 en la ecuaciôn 
original. 


COMPROBACIÔN 

y 


(1) ^-3(l) + 2 = 0 

(2) ^-3(2) + 2 = 0. 


Cuando resolvemos una ecuaciôn cuadrâtica completando el cuadrado, 
usamos el siguiente teorema: 
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5.7 Teorema. a‘ = si y solo si a = b o a = —b. 


Prueba 

^ b^ O a^—b^ = 0 

o{a—b)(a + b) = 0 

oa — b = Q O a + b = 0 [5.5] 

a = b O a = —b. 


5.8 Ejemplo. Resolver la ecuaciôn cuadrâtica 

x^—4x+l = 0. 


SOLUCIÔN 

x^-4x + l = 0o(x-2Ÿ = 3 

ox-2 = ^3 O x-2=-^3 

ox = 2 + ^ O X = 2-^3 

As! pues la soluciùn de x^ + 4 x+l = 0 es el conjunto consistenle en los 
dos numéros 2 + ^3 y 2 — ^. 

COMPROBACIÔN 

(2 + V3)^-4(2 + v^)+l = 4+473 + 3-8-4.73 + 1 = 0 

y 

( 2 -73)"- 4 ( 2 - 73 ) + ! = 4-473 + 3-8 + 473 + 1 = 0 . 

Problemas 


1 . 


Demostrar que - • - = 
b d 


ac 

bd 


2 . 


Demostrar que - 
b 



ad 

bc 


3. Demostrar que a + a = 2a. 

4. Demostrar que (2x—y) + (x+j) = 3x. 

5. Demostrar que (x+y) (x— j) = x^—y^. 

6 . Demostrar que (x+yŸ = x^ + 2xy+y^. 

7. Demostrar que — ^ 0, -1). 

X +x x+1 
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Ü c 

8 . Demostrar que - = - si y solo si ad = bc, (bd # 0). 

b d 

9. Resol ver las siguientes ecuaciones: 

a) 3x + 5 = x-3 h) 2x-] = 2x + 4 

c) -X —2 = 7 d) 5x — 2 = IOa' —4 

e) 11-4a- = a- + 5 /) 3a- + 2 = 6.V + 4 

10. Resolver las siguientes ecuaciones por factorizacion : 

a) x^ + 4x-5 = 0 b) x^-4x-2\ =0 

c) 2.y^-a-I0 = 0 d) 3.v^-ll,v + 6 = 0 

e) 5 a^+ 13x + 6 = 0 f)x^ + x^-2x = 0 

11. Resolver las siguientes ecuaciones completando el cuadrado: 

a) a^ + 4a-5 = 0 b) 3.y^- 11 a + 6 = 0 

c) .r^ + 6x4-7 = 0 d) 9a'^ + 54.v4-7‘1 = 0 

e) 5 a-^ + 3a + 2 = 0 /) 5a-^ + 3.v-2 = 0 


6. DESIGUALDADES 

Estudiaremos ahora unas pocas propiedades bâsicas de las desigualdades 
e ilustraremos la soluciôn de algimos problemas en que aparecen 
desigualdades. Aparté dél simboio < es conveniente emplear >, ^ y 
a > b, que se lee "a es mayor que b", tiene el mismo signiticado que b < a\ 
a ^ b significa que “a es mayor que b o a es igual a b”', y a ^ b significa 
“fl es menor que o igual a b". 

Un numéro a se llama positii o si fl > 0 y negativo si fl < 0. El estudiante 
no debe creer que si hay un signo menos precediendo a un simboio que 
représenta un numéro, como por ejemplo —fl, por ello —a ha de ser 
negativo. Por ejemplo, si fl = —3, entonces — a = 3, un numéro positive. 
Diremos que dos numéros tienen el mismo signo si ambos son positives 
o ambos son négatives y que son de signo diferente si une es positive y el 
otro positivo. 

En esta secciôn suponemos que todos los axiomas, desde el A, hasta 
el D, han sido tan bien comprendidos que no es necesario que nos 
refiramos a ellos explicitamente. Esto nos permitirâ subrayar los axiomas 
que tratan de la relaciôn de orden: del O, hasta el O 4 inclusive. 

6.1 Teorema. Si a < b y c < d, entonces a + c < b + d. 

Prueba. Usando el axioma O 3 , tenemos: si fl < 6 , entonces fl + c < A + c, 
y si c < d, entonces A + c < byd. Luego, por el axioma O 2 , 

fl + c < A + c/. 
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Nota. En particular, el teorema 6.1 implica que la suma de numéros 
positives es positiva y que la suma de numéros négatives es negativa. 

6.2 Teorema. Si a < b, enfonces —a> —b. 


Prueba. De acuerdo con el axioma O 3 , a < b implica que 
a + (--a) + (-b) < b + (-a) + (-b). 

Por tanto, 


-b < —a, O, equivalentemente, —a> —b. 


6.3 Teorema. Si a < b y c < 0 , enfonces ac > bc. 


Prueba. Si c < 0, entonces -c > 0 por el teorema 6.2 y el problema 1 
de la pâg. 29 ( —0 = 0). De donde, por el axioima O 4 : 

a(-c) < b(-c). 

Segûn el corolario 4.3 este es équivalente a 

— ac < —bc. 


Aplicando los teoremas 6.2 y 4.4, tenemos 


y 


-{—ac) > —{ — bc) 
ac > bc. 


6.4 Teorema. Si a d, entonces a^ > 0. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces a > 0 o o < 0. Si a > 0, entonces a-a > O a 
segûn el axioma O 4 y, por tanto, a^ > 0 segûn el teorema 4.1 (O-o = 0). 

Si fl < 0, entonces a-a > O a segûn el teorema 6.3 y, por tanto, a^ > 0. 

Como I 5 ^ 0 y I = 1^, el teorema 6.4 demuestra que 1 > 0. Usando el 
teorema 6.1 y el hecho de que 2 = 1 + 1, concluimos que 2 > 0. De esta 
manera podemos ver que todos los enteros positivos son nûmeros reales 
positivos. De este hecho y el teorema 6.2, se deduce que todos los enteros 
négatives son nûmeros reales négatives. 

Enunciamos ahora unes cuantos teoremas mâs sobre desigualdades, 
dejando las pruebas de los teoremas 6.6 a 6.9 al estudiante (problema 1 , 
pâg. 38). 


6.5 Teorema. Si0^a<by0^c<d, entonces ac < bd. 

(La expresiôn 0 ^ a < b significa que 0 < a y a < b.) 

Prueba. Como 6 > Oy c < d,bc < bd segûn el axioma O4. Consideremos 
ahora dos casos, a saber: c > 0 y c = 0 . 
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1) Si c > 0, entonces, como a < b, ac < bc segùn el axioma O 4 . 
Usando el axioma Oj, concluimos que ac < bd. 

2) Si c = 0, entonces ac = 0 = bc. Luego ac < bd. 

6.6 Teorema. Si a y b tienen el mismo signa, entonces ab > 0. Si a y b son 
de diferente signa, entonces ab < 0. (Esta es la régla de los signes para la 
multiplicaciôn.) 

Nota. De acuerdo con el teorema 6 . 6 , podemos concluir que si ab > 0, 
entonces a y b tienen el mismo signo, y si ab < 0 , entonces a y b son de 
diferente signo. Pues si ab > 0, entonces a y b x\q pueden ser de diferente 
signo y, por tanto, deben tener el mismo signo. Anâlogamente, si 
ab < 0 , entonces a y 6 no pueden tener el mismo signo y, por tanto, 
deben ser de diferente signo. Podemos, pues, decir que a y b tienen el 
mismo signo si y solo si «6 > 0 y que a y b son de signo diferente si y 
solo si ab < 0 . 

6.7 Teorema. a^^ tiene el mismo signo que a. 

6.8 Teorema. Si a y b tienen el mismo signo y a < b, entonces 

a~^ > b~^ . 

6.9 Teorema. Si a ^ 0 y b ^ 0, entonces a^ > b^ si y solo si a > b. 

Consideraremos ahora la soluciôn de desigualdades lineales y cuadrâ- 
ticas. Por ejemplo, 3x + 5 > a' — 3 es una desigualdad lineal. Por soluciôn 
de una desigualdad entendemos el conjunto de todos lo's nùmeros que 
cuando estân en el lugar de la x hacen cierta la desigualdad. El método 
de soluciôn de desigualdades es anâlogo al de soluciôn de ecuaciones. Sin 
embargo, la soluciôn de una desigualdad es generalmente un conjunto 
infinito. 

6.10 Ejemplo. Resolver la desigualdad 

3a + 5 > a-3. 

Soluciôn 

3a + 5 > a- 3 <î-3A+5-A-5 > A-3-A-5 

. î >2 > -8 

<=> A > —4 

.A.si, pues, la soluciôn de esta desigualdad es el conjunto de todos los numéros 
mayores que —4. 

En el caso de desigualdades cuadrâticas que pueden ser factorizadas, 
un método de soluciôn puede basarse en el teorema 6 . 6 : aô > 0 si y sôlo 
si tienen el mismo signo, y ab < 0 si y sôlo si a y b son de signo diferente. 
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Sin embargo, preferimos presentar un método de completaciôn de cuadrados 
porque este método tiene aplicaciones mayores. El método de completaciôn 
de cuadrados se basa en los siguientes dos teoremas que son simples 
consecuencias del teorema 6.9. 

6.11 Teorema. Si 6^0, enfonces > b si y solo si a > o a < —sfb. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces, segûn el teorema 6.9, > b = si y 

solo si fl > y^fb. si fl < 0, entonces —a> 0, y aplicando 6.9 otravez, tenemos 
{-af = > b = isjlfŸ si y solo si -fl > sjb. Es decir, si fl < 0, entonces 

fl^ > ô si y sôlo si fl < —^fb. 

6.12 Teorema. Si b > 0, entonces < b si y sôlo si — v'ô < fl < J b. 

La prueba es anâloga a la prueba del teorema 6.11 y la dejamos para el 
estudiante. 

6.13 Ejemplo. Resuélvase la desigualdad cuadrâtica 

2.v^ + jc-6 > 0. 


SOLUCIÔN 

2x^+.v —6 > + —3 > 0 

oix+k)^ > n 

+ ^ O A' + g: < — ^ [6.11] 

X > \ O a<-2. 

La soluciôn de la desigualdad es, pues, el corijunto de todos los numéros 
que son mayores que f o menores que —2. 

Otro tipo de problema que puede resolverse completando el cuadrado 
se ilustra en el siguiente ejemplo. 

6.14 Ejemplo. Encuéntrese el mlnimo numéro M con la propiedad de 
que 2 + 6a —3.v^ < M para todo Ae R. 

Soluciôn 

2 + 6a-3.v" = 2-3(a"-2a) 

= 2-3(a^-2a+1) + 3 
= 5-3(a- 1)^ 

Para todo a e R 

5-3(a-I)" < 5 


y, como la igualdad se verifica cuando a = 1, el mlnimo M entre taies 
numéros es 5. 


Desigualdades 37 



Problemas 

1. Pruébense los siguientes teoremas: 
a) 6.6, b) 6.7, c) 6.8, d) 6.9. 

2. Si a es un numéro real distinto de cero, demuéstrese que a y —a 
son de signe diferente. 

3. Pruébese; si a > 0 y è ^ 0, entonces ab > 0. 

4. Pruébese; si a ^ 0 y 6 < 0, entonces ab ^ 0. 

5. Pruébese: s\ a ^ c y b ^ d, entonces a + b ^ c + d. 

6. Pruébese que a < 6 si y solo si 6-a > 0. 

7. Pruébese que a < b û y solo si existe un numéro positive r tal que 
a + c = b. 

8. Resuélvanse las siguientes desigualdades lineales: 

a) .\:+5 >2 b) 3x ^ 5 

c) 4x+\ <2x + 3 d)3x-5>lx+\2 

e) -3x+l<2x+5 /) 11 a--7 ^ 4.Y + 2 

9. Pruébese: si a > 1, entonces > a, y si 0 < o < 1, entonces 
< a. 

10. Resuélvanse las siguientes desigualdades cuadrâticas: 

a) x^-5x + 6 <0 b) x^-3x-4 > 0 

c) 2x^-x-\0 > 0 d) 3.v^-7.v + 4<0 

e) 3x^-lx + 6 < 0 /) a^-4.v+5 > 0 

11. Si a y è son dos nùmeros reales distintos cualesquiera, demuéstrese 
que hay un numéro real entre a y b. 

12. Pruébese: 0 < a < b implica 0 < ^'a < 

13. Encontrar el minime nùmero M con la propiedad de que para 
todo A e R : 

d) 2a-a^ ^ M b) 1+6a-.v^ ^ M 

c) — 19+12a-2a^ ^ M 

14. Encontrar el numéro m mâximo con la propiedad de que para 
todo A e R; 

a) m ^ a^-4a + 4 b) m=^x^-4x + 29 

c) m ^ x^ + 4x + 6 

15. Determinar los valores de a para los que cada una de las siguientes 
expresiones es 1) igual a cero, 2) mener que cero, y 3) mayor que cero. 

a) x^-Sx— 6 b) x^ — 6x 

c) A^—10a + 33 
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7. INTERVALOS 


Los conjuntos que son de uso mâs frecuente en anâlisis son los intervalos. 
Estos son conjuntos de numéros reales definidos por la propiedad de que 
sus elementos satisfacen ciertas desigualdades. 

7.1 Definiciôn. El intervalo abierto determinado por dos numéros a y h, 
donde a ^ h, es el conjunto de lodos los numéros x para los que a < x < b. 

Este intervalo abierto se dénota mediante by. Otra forma de escrib:r 
esta definiciôn es 

{a, by = {x\a < X < b} 

donde {x\a < x < b} dénota al conjunto de todos los numéros reales x 
taies que a < x < b. Nôtese que si a = ô entonces <fl, by es el conjunto 
nulo. 

7.2 Definiciôn. El intervalo cerrado determinado por dos numéros a y b, 
donde a ^ b, es el conjunto de todos los numéros x para los que a ^ x ^ b. 

Este intervalo cerrado se dénota mediante [a, b] y otra vez podemos escribir 
la definiciôn: 

[a,h]= {x|a < X < 0}. 

Sobre la recta numérica, el intervalo abierto <a, es el conjunto de 
todos los puntos que se encuentran estrictamente entre a y h. El intervalo 
cerrado [a, b] consiste de todos los puntos entre ay b ademâs de los puntos 
extremos a y b. 

Ademâs de intervalos abiertos y cerrados, tenemos intervalos semi- 
abiertos, taies como: 

<a, b] — {x\a < X ^ h} 

y 

[a, hy = {x\a ^ X < h]. 

y también intervalos infinitos. 

Los intervalos infinitos son: 

<a, oo> = {x|.v > a] 

[a, 00 > = {x|x ^ a} 

< — '00, a> = [xlx < fl} 

< — 00, fl] = {xlx ^ fl} 

< —oo, oo) = {x|xe R}. 

El intervalo infinito <fl, oo) consiste en todos los puntos sobre la recta de 
los numéros que estân a la derecha de a. El intervalo <} —oo, co) es la 
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recta total de los numéros, “oo” y “ —oo” son simplemente simboios; no 
son numéros reales. 

El término intervalo es aplicable a cualquiera de los antes enumerados. 

Problemas 

1. Escriba lo siguiente como intervalos e ilùstrelos sobre una recta 
numérica. 

a) <l,3>n<2, 5> b) [—1, 4] <1, oo> 

c) <-GO, 3] n [1, co> d) <2, 4]n[l,6> 

e) <1,4> U <3,7> /) <2, 4] u <4, 6] 

2. ^Es < — 1, 2> U <3, 5> un intervalo? 

3. Demuéstrese que; 

a) Si e [2, 4], entonces 2.X + 3 € [7, 11], 

b) Si X e <2, 4>, entonces -- 

2 ,x -J 

c) Si X —5 e [ — 2, 2], entonces X e [3, 7], 

d) Si2x — 66< — 4, 4), entonces x e < 1, 5). 

e) Si X — Xg 6 [ — ü, u], entonces x e [xg — a, Xq + ü]. 

f) Si X 6 [xg —a, Xg+u], entonces x —Xg e [ — a, a], 

4. Pruébese que la intersecciôn de dos intervalos abiertos es un intervalo 
abierto. (Recuérdese que el conjunto nulo puede considerarse un inter¬ 
valo abierto.) 

5. Pruébese que si la intersecciôn de dos intervalos abiertos es distinta 
del conjunto nulo, entonces la union de estos intervalos es un intervalo 
abierto. 

6. Si [a, ô] c <(c, d'y, demuéstrese que c < ay b < d. 


8. VALOR ABSOLUTO 


Si a es un numéro real distinto de cero, entonces o a o —a es positive 
(problema 2, pâg. 38). Aquél de los dos que es positive es llamado valor 
absoluto de a. 


8.1 Definiciôn. El valor absoluto de un numéro real a. denoiado por |al, 
se define por la régla 

la] = a si a > 0 


y 


|a| = —a si a < 0. 


Por ejemplo, 


| 2 |= 2 , 1-21 = -(- 2 ) = 2 , 


l-il 


= i, 10] =0. 
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Nôtese que esta régla define el valor absoluto de un numéro a distinto 
de cero como aquél de los dos numéros a y —a que es positivo. El valor 
absoluto de 0 es 0. Geométricamente, el valor absoluto de a es la distancia 
del origen al punto a. 

Es fâcil ver que a tiene las siguientes propiedades; 

8.2 W = l-al 

y 

8.3 a < |a| y —a < \a\. 

Estas propiedades se siguen inmediatamente de la definiciôn, y sus pruebas 
las dejamos para el estudiante (problemas 1 y 2). 

Las très propiedades fundamentales de los numéros reales son: 

1) |al ^ 0, y |ai = 0 si y solo si a = 0. 

2) \ab\ = lai |bl. 

3) \a + b\ < |a| + |b|. 

Establecemos estas propiedades en los siguientes très teoremas. 

8.4 Teorema. Para cualquier numéro real a, |a| ^ 0. Ademàs |al = 0 
implica a = 0. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces |a| = a ^ 0, de acuerdo con la definiciôn 8.1. 
Si a < 0, entonces, de acuerdo con el resultado del problema 2, pâg. 38, 
— a > 0, de modo que en este caso, usando de nuevo la definiciôn, tenemos 
|a| = -a > 0. Esto prueba la primera parte del teorema. 

Si a 9 ^: 0, entonces oa>0y|al=a>0, oa<0y|ai = —a>0. 
Asi pues, fl # 0, implica |fl| ^ 0, o, equivalentemente, |fl| = 0 implica fl = 0. 

8.5 Teorema. Para dos numéros reales cualesquiera a y b, 

l«l \b\ = \ab\. 

Prueba. Caso 1. Si a ^ 0, ô ^ 0, entonces, por definiciôn, |fl| = a y 
\b\ = b, de modo que |a| ■ |ô| = ab. Pero, por otra parte, de acuerdo al 
problema 3, pâg. 38, ab 0, de modo que \ab\ = ab. De donde 
|fl| \b\ = ab = \ab\. 

Caso 2. Si fl ^ 0, ô < 0, entonces usando 8.2 y el corolario 4.3 de la 
pagina 28, 

\ab\ = |-(flô)| = |(fl)(-i)]. 

Ahora, el caso 1 se aplica a |(fl) ( —ô)|, ya que a > 0 y —b > 0. Por tanto 
Iflôl = |(fl)(-ô)l = |a|l-ô| = Ifll |ô|. 

Caso 3. Si fl < 0, ô 5= 0, intercambiamos a y è en el caso 2. 
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Caso 4. Si a < 0, è < 0, tenemos segûn el teorema 4.5, pâg. 28, caso 1. 
y el teorema 8.2, 

\ah\ = |(-a)(-6)| = \-a\\-b\ = |«| \b\. 

8.6 Teorema. (La desigualdad del triângulo.) Para cualesquiera dos 
numéros reales a y b 

\a + b\ ^ \a\ + \b\. 

Prueba. 

\a + b\^ = \{a + bŸ\ 

= {a + bŸ 
■= a^ + 2ab + b^ 

< a^ + 2\ab\+b^ 

= \a\^ + 2\a\ \b\ + \b\^ 

= (Ifl| + I^l)" 

Como \a + b\ y la| + |6| son ambos no négatives, podemos concluir que 
\a + b\ < |a| + |è| segûn el teorema 6.9. 


8.7 Corolario. Para cualesquiera dos numéros reales a y b 

|M-|6|i < \a-b\. 


Prueba. Aplicando la desigualdad del triângulo a los numéros a —b y b, 
tenemos 


itl = \{a-b) + b\ < \a-b\ + \b\. 


Consecuentemente 

Anâlogamente 


jo|-|6| < \a-b\ 

|6| = \(b — a) + a\ < |6 —o| + |fl| 


y 


|6| -|c| < \b-a\ 


Segûn 8.2, \b — a\ = \a — b\ y de aqui se tiene 

\b\-\a\ ^ |tr-6|. 

De los dos nûmeros |a| —|6| y |6| —|a|, uno es ||a| —j6||. De donde se tiene 

||a|-16|| ^ \a-b\. 

Antes de discutir la soluciôn de ecuaciones y desigualdades en que 
aparezean implicados valores absolutos, vamos a dar algunos resultados 
bâsicos utilizados en la soluciôn de taies problemas. 
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b^O 


8.8 

\a\ = bo ■ y 



— fl — b O 

a = b 

8.9 

\a\ < bo —a < b y a 

< b 


O a > —b y 

a < b 


<=> —b < a < b 



Si Z? > 0, entonces ia| <b<^ae(—b,hy. 

8.10 |fl| > bo —a > b O a > b 

a < —b O a > b 

fl e < — 00 , -b} \j (b, 00 }. 

Obtenemos 8.8 immediatamente de la definiciôn de valor absoluto; 8.9 y 
8.10 se obtienen usando 8.3 ademâs de la definiciôn. 


8.11 Ejemplo. Resuélvase la eciiaciôn 

|3x-l| = 2x + 5. 

SoLuciÔN. Usando 8.8, tenemos 

I2x + 5 ^ 0 
|3x- Ij = 2x + 5 I y 

I -(3x-l) = 2x+5 O 3x-l = 2x + 5 

i X > -f 

o\ y 

[ X = —f O X = 6. 

Asi pues, la ecuaciôn tiene las dos soluciones: -f y 6. 

COMPROBACtÔN 

|3(-f)-l| = V = 2(-|) + 5 
y 

13-6-11 = 17 = 2-6 + 5. 

8.12 Ejemplo. Resuélvase la ecuaciôn 

|x+l| = 3x-9. 

SoLUCiÔN. Usando 8.8, tenemos: 

f 3x-9 ^ 0 
|x+ 11 = 3x —9 y 

[ —(x+1) = 3x—9 O .v+i = 3x —9 
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( X ^ 3 

O y 

y X — 2 O X = 5 
X = 5. 

Asi pues, 5 es la ünica soluciôn de la ecuaciôn. 
COMPROBACIÔN 

15+lj = 6 = 3-5-9 


8.13 Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 

l-v —a| < r, donde r > 0. 


Soluciôn. Usando 8.9, tenemos: 

\x-a\ < r O —r < x — a < r 
O a — r < X < a + r 
O X e ia-r, a + r}. 

Asi pues, el corijunto de todos los puntos en el intervalo {a — r, a + r} 
constituye la soluciôn de la desigualdad. 

8.14 Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 

13x— il < 2x+5. 

Soluciôn. Usando 8.9 tenemos: 

13a:-li < 2x+5-îi>3.v-l > -(2x+5) y 3x-l<2x + 5 
<=>x>— f y X < 6 

O —^ < X < 6 

X e < — f. 6>. 

8.15 Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 

|3x-l| > 2x+5. 

Soluciôn. Usando 8.10, tenemos; 

|3x—1| > 2x+5<=>3x—1 < —(2x + 5) o 3x—1 > 2x + 5 

O X < —y O X > 6 

O X e < — 00 , —U <6, co). 

Problemas 

1. Pruébese que si a es un nùmero real cualquiera, entonces |a| = | — a|. 
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2. Pruébese que para todo numéro real a 

a < |a| y -a < |a|. 

3. Pruébese que si c y è (6 # 0) son dos nùmeros reales cualesquiera, 

a \a\ 
entonces 7 = rr;- 
b lè| 

4. Pruébese que s\ ay b son nùmeros reales cualesquiera, entonces 

\a-b\ < + 

5. Pruébese que û a y b son numéros reales cualesquiera, entonces 

||ûf|-|è|] < \a + b\. 

6 . Pruébese que si a, b y c son nùmeros reales cualesquiera, entonces 

\a-\-b + c\ lal + |èl + |c|. 

7. Pruébese que; [al = \b\ si y solo si a = h o a = -b. 


8. Resuélvanse las siguientes ecuaciones: 


a) |xl = 4 

c) l;c + 3| = |2x+ 11 
e) |2x + 31 = 2x + 3 
g) |x^-4| = -2x + 4 
i) \x-2\ = 4 


b) \x + 3\ = 7 

d) |3x+ll + x = 7 
/) \x-2\ = |2a: + 31 
h) \x^ + 2\ = 2 x+\ 
j) Px —51-l-x —7 = 0. 


9. Resuélvanse las siguientes desigualdades: 


d) i;c| ^ 4 

c) ix + 3i > 7 

e) |2x+5| > 3 

g) |3 + 2x| < 2 
(•) 13-^1 1 

k) |4 + x| > 3 


b) |a:+31 < 7 

d) |3x-l| < 4 
/) Ix + 3| < 5 
h) |5x-3| < 7 
j) \x-2\ < 2 x 


10. Demuéstrese que [a —a| < r o xs[a — r,a + r], donde r > 0. 

11. Resuélvanse las siguientes desigualdades: 

d ) 1^ + 51 < 2a: —3 b) 14a —3| < a + 2 

c) 1a^-4| < -2a + 4 d) 1a + 5| > 2a-3 

e) |4a-3| > a + 2 /) |a^-4| > -2a + 4. 

12. Demuéstrese que; 

a) |a —3| < 1 implica 6 < a + 4 < 8. 

1 1 1 

b) |a-31 < 1 imphca- < <-. 
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r) |.Y— 1| < 2 implica 0 < |2jr —3| < 5. 

d) |x —4| < I implica - <-- < I. 

3 X — 2 

13. Demuéstrese que si a 0 y A ^ 0, entonces solo se verifica la 
igualdad en la desigualdad del Iriângulo en el caso de que a y h tengan 
el mismo signe. (Sugerencia: Véase la prueba del teorema 8.6 y üsese el 
hecho de que ab = \ab\ si y solo si a y A tienen el mismo signo.) 


9. REPRESENTACIÔN GEOMÉTRICA 
DE LOS NUMEROS REALES 

En la secciôn 3 discutimos cômo puede establecerse ima correspondencia 
entre los nûmeros reales y los puntos de una recta. Se escogen dos puntos 
O y U sobre la recta con U a la derecha de O. Al punto O se le llama origen 
y distancia de O a U se toma como imidad de distancia. Después, a cada 
numéro real a le asociamos el punto A de tal forma que la distancia de 
O a A es |a| y A esta a la derecha de O si a > 0 y A esta a la izquierda 
de O si a < 0. Como hay una correspondencia entre los numéros reales y 
los puntos de una recta, es frecuente que identifiquemos un numéro con 
su punto correspondiente. 

Podemos también imaginarnos un numéro como un desplazamiento: el 
numéro a es un desplazamiento de longitud |a| a la derecha si a > 0 y a la 
izquierda si a < 0. Si el punto inicial del desplazamiento correspondiente 
al numéro a es el origen, entonces el punto final del desplazamiento es el 
punto correspondiente a a. Representamos a los desplazamientos por letras 
negrillas minûsculas y por fléchas fuera de la recta en los diagramas 
(figura 7). 


H-H 

O A 

FIGURA 7 


Sobre la recta numérica el punto a + b (estamos identificando el nùmero 
con el punto correspondiente) queda localizado como el resultado de 
aplicar el desplazamiento a a 0 seguido por el desplazamiento b (figura 8). 


9 a b a+b 

FIGURA 8a. (a >0, h >0) 
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b a+b 0 a 

FIGURA 8b. (a >0,b<-0) 


Los siguientes diagramas ilustran el axioma A 2 (figura 9) y A, (figura 10). 
Para estas ilustraciones tomamos a y b positives. 

b a 



0 a b a + b= b A a 

FIGURA 9 



-a 0 a 

FIGURA 10 


Si escribimos a = b + (a — b), entonces el punto a esta localizado por el 
desplazamiento b del 0 seguido por el desplazamiento correspondiente 
a a —b. As! pues, el desplazamiento correspondiente a a —b es un despla¬ 
zamiento de b a a (figura 11). Como la longitud de este desplazamiento 
es \a — b\, se sigue de ello que \a-b\ es la distancia entre los puntos a y b. 


b a-b 



0 6 O 

FIGURA 11 


Considerando de nuevo la desigualdad 

\x — a\ < r, donde r > 0, 

del ejemplo 8.13, vemos que x es una soluciôn si y solo si la distancia de 
JC a fl es menor que r, es decir, si y solo si x esta a la derecha de fl —r y a la 
izquierda de a + r (figura 12). 



a-r X a a+r 

FIGURA 12 
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Problemas 

1. Usando el método de desplazamientos sucesivos, localizar los 
siguientes puntos sobre una recta numérica. 

Cl) 3 + 2, b) —3 + 2, c) — ^ “b ( — 2), d) 3 + ( — 2). 

2 . Ilùstrense grâficamente los siguientes axiomas. 

a) A 3 , b) O 3 . 


3. /.Cuâl es la distancia entre el punto a y el punto —b'! llùstrese 
graficamente. 

4. Ilùstrense grâficamente las siguientes relaciones. 


a) |x —3| < 2 
c) !a--3| == 2 
e) |a1 < 5 
g) IaI = 5 

i) \x+ 11 > 3 


b) |a-3| > 2 
d) 13 - a | ^ 2 
/) > 5 

h) |x+ 1| = 3 
j) |a+ 1| < 3. 


5. Proporciônese una interpretaciôn geométrica de la desigualdad del 
triângulo: \a-i-b\ ^ |a| + lA|. ^En qué circunstancias \a + b\ = \a\ + \b\‘l 

6 . Al définir la distancia d{a, b) de un punto a a un punto b en la recta 
numérica, esperamos que la distancia tenga las siguientes propiedades: 

1 ) d(a, b) > 0 ; d{a, b) = Oo a = b 

2 ) d(a, b) = d{b, a) 

3) d(a, b) ^ d(a, c) + d(c, b). 


Muéstrese que si d{a, b) = [b — a], entonces la distancia tiene las propiedades 
acabadas de enumerar. 


10. RESUMEN 

En este capitulo hemos construido una parte de la base —los axiomas 
para el sistema de los numéros reales— sobre la que descansa nuestro 
trabajo en matemâticas. Esta base sera completada en el capitulo 9, donde 
discutimos el axioma L, el Axioma del Supremo. 

Hemos enunciado y probado algunos teoremas de âlgebra elemental no 
tanto por su contenido —el estudiante conocia ya la mayor parte de estos 
hechos acerca de los numéros— sino mâs bien para ilustrar el modo en 
que estos hechos pueden derivarse del conjunto de los axiomas dados. 
Desde luego, tendremos ocasiôn de usar las propiedades de los numéros 
enunciadas en los teoremas, lo mismo que las enunciadas en los axiomas. 

El estudiante debe haber ganado alguna apreciaciôn de las matemâticas 
como ciencia deductiva. Se supone que son verdaderas ciertas proposiciones 
—los axiomas del sistema; después se prueban los teoremas sacando a la 
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luz explicitamente la informaciôn impHcitamente contenida en el sistema 
de axiomas. 


Problemas de repaso 

1. Determlnense los siguientes conjuntos; 

a) <2, 5> U <3, 7> b) <2, 5> n <3, 7> 

c) <2, 5) n [3, 7> d) < — oo, 3] n [2, oo> 

e) <-co, oo> n [3, 4] /) < - 1, 4> u [0, 3], 

2. Si = {x\x = 3n, n un entero} y 56 = {x\x = 5n, n un entero}, 

determinese A n 33. 

3. Pruébese que la intersecciôn de dos intervalos cerrados es o nula o 
un intervalo cerrado. 

4. Pruébese que si la intersecciôn de dos intervalos cerrados no es nula, 
entonces la union de estos intervalos es un intervalo cerrado. 

5. Localicense los puntos —f y ^ sobre una recta numérica. 

6 . Si a es un numéro real cuya representaciôn décimal comienza como 
sigue: 

a = 1.532..., 


dése un intervalo cerrado de longitud 10 ^ que contenga a a. 

1. Definamos los enteros del 2 al 9 como sigue: 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 
4 = 3+1, 5 = 4+1,6 = 5+1,7 = 6+1,8 = 74-1,9 = 8+1. Usando los 
axiomas del sistema de los numéros reales (indiquense cuâles axiomas se 
usan en cada paso), pruébese: 


a) 3 + 2 = 5 ô) 3 + 3 = 6 c) 3 + 4 = 7 

ü') 3 + 5 = 8 e) 3 + 6 = 9 f) 3-2 = 6 

g) 3-3 = 9 

8 . Demuéstrese que (2.x- + 3) + (x+5) = 3x+8. 

9. Si definimos a’ = a, a" = a" '-a, donde n es un entero cualquiera 

mayor que 1, demuéstrese que a^-a^ = . 

10. Demuéstrese que (x + y) (x^—xy+y^) = x^+y^. 

ac a 

11. Demuestrese que -r- = r si 6 c # 0. 

bc b 

12. Si se sabe que 

1.41415 < a < 1.41425 


y 


3.135 < 6 < 3.145, 


establézcanse limites para a + b, a—b, ab y bja. 

13. Resuélvanse las siguientes desigualdades : 
a)3x+l>2x-5 6)2x-l$:4x + 2 

c) x^-5x + 6<0 d)x'^-5x + 6>Q 
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14. Primero, descn'base la soluciôn de las siguientes desigualdades 
grâficamente; luego resuélvanse analiticamente. 

a) I.X- + 41 >5 b) |.v-2| ^ 3 

c) |a- + 3! <7 d) \x-\\\^ 2 

15. Resuélvanse las siguientes desigualdades: 


2 4 


11 < 2 

b) - 

- >- 


! 

V 14,y 

2 

, 3.V- 

-2 ^ 

- < 4 

cl) - 

— < 3. 


.V + 1 A- + 1 

Aunque el siguiente material no quedô cubierto en este capitulo, lo 
incluimos aqul para que el esliidiante piieda ejercitarse en el manejo de 
potencias racionales de numéros reaies. Requeriremos una operacion de este 
tipo en algunos problemas antes de que se discuta totalmente en un capitulo 
posterior. 

Sea a un numéro real positive; entonces 

donde p y q son enteros positives, y 

a = (ci ) . 

donde r es un numéro racional positive. Las siguientes réglas (leyes de los 
exponentes) se verifican 

r \ r 4 N 

a Cl = Cl 


(ciy 


(abY = cYlY. 

16. Escribase cada una de las siguientes expresiones como una potencia 
racional de un numéro real: 


«) x'2'v3 


h) 5 

c) 


cl) v27 ■ V 3 

17. Racionalicese el denominador de cada 
fracciones: 


0 v7/v7 

J ) /v''3a^ii . 

una de las siguientes 


Cl) 


1 ^) ï 


c) 


1 

^ 3 


cl) 


2 + v3 


e) 


x'2-v5 


/) 


V2-v5 
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111327 


Capitule 



analitica 


plana 


1. INTRODUCCIÔN 

La palabra “anâlisis”, como aqui la usâmes, tiivo su origen histôrico en 
algûn momento durante el Renacimiento (siglos xiv a xvi). Al menos 
en el siglo xvii, por anâlisis se entiende el método para la resoluciôn de 
problemas mediante su reducciôn a la soluciôn de ecuaciones algebraicas. 
A medida que el tiempo pasaba y las matemâticas se desarrollaban, la 
palabra “anâlisis” la usaron los matemâticos en un sentido mâs y mâs 
general hasta incluir a la geometria analitica, el câleulo diferencial e intégral, 
la teoria de sériés infinitas, las ecuaciones diferenciales, la geometria dife¬ 
rencial, el câleulo de variaciones, la teorîa de funciones, etc. Aqui usamos 
la palabra “anâlisis” en este amplio sentido e incluimos dentro del anâlisis 
todas las matemâticas basadas sobre ei sistema de los numéros reales R. 
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El propôsilo de este capitulo es colocar a la gcomelria euclidiana plana 
sobre una base analltica. Es posible -- aunque no es este) io que haremos— 
comenzar como io hizo Euclides, es decir, con una nociôn de espacio en 
el que los puntos son objetos mdefinidos. Después, partiendo de un 
conjunto adecuado de axiomas sobre el espacio, es posible demostrar que 
la geometria puede reducirse al anâlisis.t Este enfoque presupone una 
familiaridad con conceptos que aùn no han sido estudiados y es un camino 
que para nosotros no esta abierto. Las dificultades encontradas al intentar 
reducir la geometria al anâlisis no fueron en realidad vencidas hasta la 
ùltima parte del siglo X!X. Eue en esta época cuando los matemâticos 
comenzaron a entender el concepto de “continuidad” y su relaciôn con la 
geometria. 

Nosotros estamos estudiando anâlisis y adoptamos completamente el 
punto de vista de que el anâlisis proporciona otro método, y, como veremos, 
un método muy poderoso, para el estudio de la geometria. A este enfoque 
de la geom.etria se le llama "geometria analitica". En la geometria analitica 
los puntos y las rectas del espacio no son objetos indefinidos, sino que estân 
definidos en términos de numéros reales llamados "coordenadas". La recta 
numérica de la secciôn 3 del capitulo 1 es un ejemplo de esto. Subyacente 
al concepto de recta numérica estâ la hipôtesis de que podemos identificar 
los puntos de una recta (espacio unidimensiona!) con los numéros reales. En 
este capitulo veremos como los puntos de un piano (espacio bidimensional) 
pueden relacionarse con pares de numéros reales. A su vez, la mayor parte 
de las ideas de este capitulo pueden extenderse a espacios de très dimensiones, 
cuatro dimensiones, ... dimensiones, e incluso a espacios de infinitas 
dimensiones. 

La idea subyacente bâsica de la geometria analitica - -la nociôn de 
coordenadas— es muy antigua. Tanto Arquimedes (250 anos a. c.) y 
Apolonio (210 aiïos A. C.) usaron representaciones coordenadas en su 
estudio de las secciones cônicas. Pero los matemâticos griegos recorrian 
un callejôn sin salida, y no fue sino hasta el siglo X\ii que el matemâtico y 
filôsofo francés René Descartes (1596-1650) explotô la idea y dio impetu al 
desarroilo de un enfoque algebraico sistemâtico y consistente para el 
estudio de la geometria. El papel de la geometria analitica en el desarroilo 
de las matemâticas es tan grande que a menudo se dice que las matemâticas 
modernas comenzaron con Descartes. 


2. COORDENADAS (CARTESIANAS) RECTANGULARES 

Nuestro objetivo es construir un modelo matemâtico de un piano 
euclidiano basado en el sistema de los numéros reales. La idea geométrica 

t Véase, por ejemplo, G.B. Robinson, The Foundations of Geumetry. (University ot 
Toronto Press, Toronto, 1940), capitulo 5. 
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que esta detrâs de todo este modelo analîtico, es el concepto de sistema 
coordenado. Esta secciôn esta dedicada a mostrar un cuadro geométrico de 
las coordenadas (cartesianas) rectangulares y de los sistemas (cartesianos) 
de coordenadas rectangulares. (“Cartesiano” proviene de Descartes derivado 
del latin.) Aqui no damos definiciones précisas, ni tenemos que estar 
preocupados con pruebas. Tan solo deseamos ilustrar las ideas intuitivas 
de las coordenadas rectangulares y explicar como es que pares de numéros 
reales —estos numéros reales son las “coordenadas”— se usan para 
localizar puntos. Esta descripciôn geométrica de las coordenadas rectan¬ 
gulares serâ en términos de figuras que dibujaremos en el papel o el 
pizarrôn, y la construccion de estos dibujos o diagramas presupone que 
estamos tamiliarizados con los medios fisicos de medir distancias y la 
construccion de rectas paralelas y ângulos rectos. Los diagramas sirven para 
ilustrar las ideas geométricas que estân detrâs de nuestro modelo analitico 
y son de gran valor intuitive y heuristico. Pero debe tenerse présenté, 
cuando posteriormente tratemos de pruebas, que las pruebas mismas no 
pueden depender de los diagramas. Las pruebas tienen que ser deducciones 
basadas sobre los axiomas del sistema de los numéros reales o sobre 
propiedades de los numéros reales deducidas de estos axiomas. 

Elijamos en un piano un par de 
rectas mutuamente perpendiculares, 
âf y K (figura 1). La recta X se lla- 
ma “eje X". Usualmente la dibuja- 
mos horizontalmente y convenimos 
en que la direcciôn positiva para 
medir distancias sobre el eje X es 
a la derecha. La recta Y se Marna 
“eje Y". La direcciôn positiva para 
medir distancias sobre el eje Y es 
hacia arriba. El punto O de inter- 
secciôn de los dos ejes se Marna “origen". Elijamos una unidad de distancia, 
El par de ejes es, entonces, un par de lo que Mamamos en el capilulo 1 
“rectas numéricas". Las distancias desde O a los puntos sobre los ejes, 
son distancias “dirigidas” - es decir, positivas a la derecha y negativas a la 
izquierda sobre X, y positivas hacia arriba y negativas haciaabajo sobre Y. 

Sea P un punto cualquiera en el piano (figura I ). Construyamos por P una 
recta paralela al eje Y. Sea A la intersecciôn de esta recta con el eje X. 
El punto B es la intersecciôn del eje Y y la recta paralela al eje X que pasa 
por P. Los puntos O, A, P, B, son los vértices de un rectângulo. Sea ,y la 
distancia dirigida desde O hasta A, y sea v la distancia dirigida desde O 
hasta B. Hemos asociado entonces el punto P con el par ( v, y) de numéros 
reales. Los numéros .v y y se Maman “coordenadas rectangulares” del 
punto P. 

Invirtiendo este procedimiento, comenzamos con un par ( y, _i’) de 


B 


-,P = (X,>') 


A 

FIGURA 1 
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numéros reales (figura 1): 1) localizamos el puhto A, a la distancia dirigida 
X de O sobre el eje X; 2) localizamos B a la distancia dirigida j de O sobre 
el eje V ; 3) construimos por A una recta paralela al eje Y, y 4) construimos 
una recta por B, paralela al eje A; la intersecciôn de estas dos rectas 
détermina un punto P cuyas coordenadas rectangulares son (x, y). 

De esta manera asignamos un par de numéros reales (x, y) a cada punto P 
del piano, y cada par de numéros reales (x,y) tiene un punto y solo un 
punto asignado a el. Identificamos a P con el par coordenado (x, j') y 
escribimos P = (x,y). Si P, = (x,,>’,) y P^ = (X 2 ,>' 2 )< entonces P, es el 
mismo punto que P2 (!o que se escribe P, = Pj) si y solo si x, = X2 y 
Yi = Yi- Por ejemplo, el punto (1,2) no es el mismo que el punto (2, 1 ). 
El orden en que los numéros se dan es importante, y un par (x, y) se llama 
par ordenado de numéros reales. 

La introducciôn de dos rectas dirigidas perpendiculares y la elecciôn 
de una unidad de distancia, han establecido, por tanto, una correspondencia 
uno a uno entre los puntos del piano y los pares ordenados de numéros 
reales. Cualquier medio de establecer una correspondencia tal uno a uno, 
se llama “sistema de coordenadas”. Cuando se eligen dos rectas dirigidas, 
perpendiculares entre si, y una unidad de distancia, como aqui se ha 
ilustrado, el sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas 
“rectangular” o "cartesiano”. Los pares ordenados (.v, y) se llaman 
coordenadas rectangulares de los puntos. 

Esta visualizaciôn geométrica de un sistema de coordenadas rectangulares 
sugiere que si (x,,y,) son las coordenadas rectangulares de un punto P,, 
y i^ 2 <y 2 ) son las coordenadas rectangulares de un punto P 2 , entonces la 
“distancia” ^/(P,, Pj) de P, a Pj deberia ser dada por 

2-1 r/(Pi,P2) = ^'(x2-x,Ÿ+(y2-y^Ÿ. 

Para ver esto, dibùjese a traves de P, la recta C paralela al eje Y (figura 2). 
Todos los puntos de C tienen a x, como su primera coordenada. 



^ £ 

1 


(o.yj) 












1 

_1 

!Q=(x,,y,) 

1 

0 


,0) 

(x^.O) 


FIGURA 2 
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Construyamos ahora la recta .X a través de Pj paralela al eje X. Todos los 
puntos de X tienen a >>2 como su segunda coordenada. El punto Q de 
intersecciôn de C y X tiene, entonces, coordenadas (a-, ,}’ 2 )- Evidentemente, 
<^(P| < Q) = y ^(Q' P 2 ) = 1^2 —Xi\- De acLierdo con el teorema de 

Pitâgoras 

[r/(P,.P2)]' = [â'(P,,Q)]^ + [r/(Q,P2)f =(>■2->',)" + (.V2--v,)^ 
y de aqui obtenemos 2.1. 

Problemas 

1. Constrûyase un sistema de coordenadas rectangulares y localicense 
los puntos ( 1 ,0), (0, 1 ), ( - 1, - 1 ), ( I. I ), (2, 2), (2, 5), (5, 2). (5, - 2), ( - 5, 2). 

2. Determinense grâficamente las coordenadas del punto de intersecciôn 
de la recta que pasa por (2, 3) y ( — 1,4) y la recta que pasa por (—1,0) 
y (-2, 3). 

3. ôCual es la longitud de la hipotenusa dcl triângulo rectângulo con 
vértices (0, 0), (0, 3) y (4, 0)? Compruébese la respuesla graficamente. 

4. Calcûlense las distancias entre los siguientes pares de puntos: 

a) (0, 0), (6, 8), A) (3, 4), (6, 8), c) (2, 2), ( - 1, I ), c/) (-5, 0), (-2, 6). 

5. Verifiquese grâficamente que los puntos (I + 61 , 3 — 3/) correspon- 
dientes a / = 0, ±i, ±|, ±|, ±1, ±2 se encuentran, todos, sobre una 
inisma recta. 

6. Verifiquese graficamente que los puntos P = (.v. 2.v —4) corrcs- 
pondientes a .v = 0, ±1. ±2, ±3 se encuentran, todos. sobre una misma 
recta. 

7. Determinense cinco puntos P = (.v, >>) cuyas coordenadas satisfagan 
la ecLiaciôn y — 2x = —4. Localicense estos puntos, 

8. Determinense cinco puntos P = (.v, j) cuyas coordenadas satisfagan 
la eCLiaciôn 2.v + 6>' = 14. Localicense estos puntos. 

9. Localicense seis puntos P = (.v, >’) cuyas coordenadas satisfagan: 

a) y = .v+ 1 /?) y + .v = I 

c) 2.v + 3y = 0 (/) ,v^+y^ = I 

e) (,v-l)" + (y-2)" = 4 /) y = ,v^ 


3. ÀI GEBRA VECTORIAL BIDFMENSIONAL 

En la secciôn precedente dimos una descripciôn geométrica de los 
sistemas de coordenadas rectangulares en un piano. Las coordenadas (x, y) 
son un "par ordenado” de numéros reales y sitùan un punto en el piano. 
Si meditamos un poco acerca de esta situaciôn, veremos que hay en nuestra 
vida diaria muchos ejemplos de cosas completamente ordinarias —taies 
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como la anotaciôn en un juego de beisbol, una fecha 13/1/1956, las 
dimensiones de un refrigerador— que son especificadas por dos o mâs 
numéros reales donde el orden en que los numéros se dan es significativo. 
Taies cantidades se llaman cantidades ^^vectoriales" o, simplemente, 
“vectores”. 

El propôsito de esta secciôn es el de définir precisamente el concepto de 
“par ordenado" de elementos, introducir una notaciôn para representar 
taies pares, y définir y estudiar operaciones algebraicas sobre “pares 
ordenados” de nùmeros reales. Este es nuestro primer paso en la tarea de 
colocar a la geometria sobre una base analitica. Las ideas intuitivas que 
estân detrâs del âlgebra vectorial se explican en la prôxima secciôn. 

Aunque nuestro interés inmediato esta en los “pares ordenados” de 
nùmeros reales, mâs adelante (capitulo 3) hablaremos de pares ordenados 
de otras cosas que no sean nùmeros reales. Preparândonos para esto 
introducimos la siguiente. 

3.1 Definiciôn. El producto cartesiano A ■x.SS de dos conjuntos A y SS es 
el conjmto de todos los pares (a, b) donde aeA y belE y donde la igualdad 
de pares (a, b) y (c, d) en .T x lE se define con {a, b) = (c, d) si y solo si 
a = c y b —■ d. Los elementos de .4 x Æ se llaman pares ordenados. 

Al présente estâmes solamente interesados en el producto cartesiano del 
sistema de los nùmeros reales R por él mismo. 

3.2 Definiciôn. Los elementos de R x R se llaman pares ordenados de 
numéros reales. [Los elementos de R x R se denotarân con letras negrillas 
a = (a,, üj), P = (.c.j), etc.] 

Vemos, pues, que (0, 2) y (2, 0) son distintos pares ordenados de nùmeros 
reales; (0, 2) ^ (2, 0). Si visualizamos (0, 2) y (2, 0) como coordenadas 
rectangulares de puntos en el piano, (0, 2) es un punto sobre el eje V y (2, 0) 
es un punto sobre el eje X. La igualdad de pares ordenados, (.v,, y,) = (.V 2 , 
si y solo six, == .^2 yj, = J 2 >ssequivalente a decir que (.v,, _y,) = (xj ,,V 2 ) si y 
solo si (x, , y,) y (a '2 , j' 2 ) seiïalan el mismo punto. 

3.3 Definiciôn. (Adiciôn de pares ordenados de nùmeros reales.) Para 
coda a = (a,, ^ 2 ) y ^ — (b\, bj) ca? R x R, definimos 

a + b = (a, + fi,, a, + 02 )- 

3.4 Definiciôn. (Multiplicaciôn de un par ordenado de nùmeros reales 
por un nûmero real.) Para todo a = (a,, « 2 ) en R x R jr todo re R, definimos 

ra = (ra,, 1 - 02 ). 

El conjunto RxR de pares ordenados de nùmeros reales con las 
operaciones que acabamos de définir de suma y multiplicaciôn por nùmeros 
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reales, se llama espacio vectorial bidimensional y se dénota por V^. Los 
elementos del espacio vectorial —los pares ordenados de numéros reales - 
se llaman vectores o puntos. 

Los numéros a, y «2 se llaman primero y segundo componentes, 
respectivamente, del vector a = (a,, aj). Nuestras definiciones concernientes 
a los vectores (pares ordenados) pueden, por tanto, expresarse: 

a) “Dos vectores son iguales si y solo si sus componentes corres- 
pondientes son iguales.” 

El vector a = (4, 7) no es igual al vector b = (7, 4). 

b) “La suma de dos vectores es el vector que se obtiene al sumar los 
componentes correspondientes.” 

Si a = (3, 8) y b = (2, -9), entonccs a + b = (3 + 2, 8 + ( -9)) = (5, - I ). 

c) “Un numéro reair veces un vector a esel vector obtenido al multiplicar 
cada componente de a por el numéro real r.” 

Si a = (1, 8 ), entonces ) a = (|, 4). 

3.5 Ejemplo. Pruébese la ley conmutativa para la adiciôn de vectores: 

A 2 . a+b = b + a, para cualesquier a, b en Vj. 

SOLUCIÔN. Scan a = (01,^2) y b = (Z),,b2). Por la definiciôn de la 
adiciôn de vectores 

a + b = (a, +^)|, «2 + ^2) 
b + a = (bi+a,, 62 + 02 ) ■ 

De donde, de acuerdo con la ley conmutativa para la adiciôn de numéros 
reales y la definiciôn de igualdad de vectores 

a + b = ( 7 >, +a, , ^2 + ^2) = b+a. 

3.6 Ejemplo. Demuéstrese que: 

A 4 . 0 = ( 0 , 0 ) es el ûnico vector en Vj con la propiedad de que 

a + 0 = a para todo a6V2. 

SoLUCiÔN. El vector 0 = (0,0) tiene, ciertamente, esta propiedad: 
a + 0 = (« 1 , a 2 ) + (0. 0) = (fli +0, <72+0) = (< 7 ,, 02 ) = a, para todo ae Vj. 
Supongamos que 0' es otro vector con esta propiedad. Entonces, segùn 
el ejemplo 3.5 

0' = O'+O = 0 + 0' = 0. 

De donde 0 es e! ùnico vector con esta propiedad. 

3.7 Ejemplo. Establézcase la siguiente ley distributiva para vectores: 

D2- r(a 3 -b) = ra + rb 

para todo a, b en Vj y todo reR. 


Âlgebra vectorial bi<limensional 57 



SOLUClÔN 


= r(fl, +/),. fl 2 + /^ 2 ) 

[3.3] 

= (r(fl| +/2|), r(fl2 + /)2)) 

[3.4] 

= (rfl, + rbf , rfl2 + r/),) 

[D de R] 

= (/-fl, , ra 2 ) + (rh^ . rhj) 

[3.3] 

= r(fl| , flil + rl/),. hj) 

[3.4] 

= ra + /-b. 



De modo anâlogo piiede demostrarse cada una de las siguienies 
propiedades ■d\gthr2i\Q'à‘i fundanieniales del espacio vectorial V,. 


3.8 Teoretna 

Para todo a, b. ce Vj 

A,. a + beVj 

Aj. a + b= b+a 

A_,. (a + b) + c = a + {b + c). 

A4. Hay un elemento ùnico 0eV2 —llamado el origen 0 elemento cero 
de \ 2 — ^'0'^ propiedad de que 

a +0 = a 


para todo aeV^. (0 = (0, 0).) 

A,. Para cada 2 hay un elemento ùnico - a6V2, a! que se llania e! 
in verso aditivo de a. con la propiedad de que 

a + ( - a) = 0. 


(-a = -(a,, fl,) = (-fl|. -« 2 )-) 


Para todo a, beVj y r. 

, .ve R ; 

M,. 

ra 6 V 2 

M2. 

1 a = a 

D,. 

(r + .ç)a = ra + ^a 

D2. 

r(a + b) = ra + rb 

D,. 

r(ia) = {rs)a 


Prueba. Las Propiedades A 2 , A4 y D 2 se establecieron en los ejemplos 3 . 5 . 
3.6 y 3.7. Las pruebas de las restantes propiedades son también simples 
consecuencias de las propiedades de los numéros reales (problema 2). 
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Como en la substracciôn de los numéros reales, la sustracciôn de 
vectores se define mediante la adiciôn del inverso aditivo. 


3.9 Definicion (sustracciôn de vectores). Para a, bsVj cualesquiera, 
definimos 

a — b = a +( — b). 

Luego, de acuerdo con A 5 del teorema anterior 

a - b = (fl,, 02 )-(b|, /jj) = (fl, , «2 -Aj) ; 

"dos vectores se restan, reslando sus componentes correspondientes”. 
Por ejemplo, 

(l,3)-(2, -2) = (-1,5). 


A menudo usâmes la notaciôn a/r o - en luear de - a. 

r r 

Problemas 

1 Scan a = (— 1, 3), b = (4, 8 ), y Pq = (— |, — 6 ). Calcûlense: 

r?) a + b b) a-b 

c) 2a-(-2b d) 4a-3b 

e) Po + 3a /) 3(b-2a) + 6a-2b. 

2 Pruébese que el espacio vectorial Vj tiene las propiedades; 

«) A, b) A 3 c) A; f/) M, 

M2 /) D, g) D3. 

3. Pruébese que: 

fl) /-a = 0 y r 0 implica a = 0 

b) ra = 0 y a / 0 implica r = 0 

c) Oa = 0 

d) (— |)a = —a. 

4. Pruébese que: Si i y r son numéros reales dados con / # 0, y a y b 
son vectores dados, la ecuaciôn 

ia + /v = b 

tiene la soluciôn, ùnica, v = f'''(b —ja). 
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5. Resuélvanse las siguientes ecuaciones: 

fl) 2(0, 6 ) + 7v = (-I, I) b) -2v = (3,6) 

c) 5v + ( 8 , 15) = 5(1, 3) cl) iv + (0, -3) = (4, l)-v 

e) 2[(5, -l) + v] = 2v + (l,0) /) 2[(5, -l'i + v] = 2y + (10, -2). 

6 . Delermlnese, en cada una de las siguientes expresiones, si existe o no 
un numéro real r que las salisface: 

fl) ,-(3, 2 ) = (1, 0) b) r(6, 8 ) = (-3, 4) 

r) /'( 6 , 8 ) = (“3, — 4) (/) ( 1, 7) + /■(3, 2) = ( — 5, 3). 

4. REPRESENTACIÔN GEOMÉTRICA DE VECTORES 

Aunque en la secciôn previa pudimos haber aceptado que hay algunas 
razones para estudiar los pares ordenados de numéros reales, puede ser que 
no nos parezca aûn claro por qué estâmes interesados en el âlgebra de los 
pares ordenados (vectores). En esta secciôn discutiremos las ideas flsicas 
y geométricas intuitivas que se encuentran detrâs del âlgebra vectorial y 
que nos gulan en la construcciôn de nuestro modelo matemâtico del piano 
euclidiano. Describimos la manera en que los vectores pueden representarse 
por “fléchas” (también llamadas “segmentes dirigidos"). Mediante cons- 
trucciones con estas fléchas dibujaremos diagramas que ilustrarân el 
âlgebra vectorial. 

Construyamos, como se describe en la secciôn 2, un sistema rectangular 
de coordenadas. Entonces. construimos una flécha representativa de un 
vector a = (a,, « 2 ) del siguiente modo (figura 3): 1) comenzamos desde 
un pLinto Pq cualquiera del piano; 2) nos movemos desde Pq en direcciôn 
paralela al eje X la distancia a, (a la derecha si a, es mayor que cero y a la 
izquierda si fl| es rnenor que cero) y localizamos asi un punto Q ; 3) movemos 
Q paralelamente al eje Y una distancia 82 (hacia arriba si «2 > 0 y hacia 



FIGURA 3 
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abajo si ai < 0), y localizamos, asi, un punto P,; dibujamos el segmento 
rectilineo de Pq a P, y colocamos la cabeza de la flécha en P, ; esta es la 
flécha que représenta a a = (a,,02)- Anâlogamente, dada una flécha 
de Pq a P,, podemos, por construcciôn de la recta por Pg paralela al eje X 
y la recta por P, paralela al eje Y, localizar su punto de intersecciôn Q y 
determinar as! los nùmeros a, y a 2 . De aqul que, dado un sistema de 
coordenadas rectangulares, vemos que cada flécha détermina un vector 
ùnico a = (a,,a 2 ). La afirrr'aciôn recîproca no es cierta, ya que en la 
construcciôn de la flécha el punto Pg se eligiô arbitrariamente. Sin embargo, 
dado a = (a,, aj), todas las fléchas que pueden construirse de esta manera 
son de la misma longitud, paralelas entre si, y apuntan a la misma direcciôn. 

Una descripciôn geométrica de la adiciôn de vectores a = (a,,a 2 ) y 
b = (è,, Ô 2 ) es la que sigue (figura 4): 1) elijase un punto P,,; 2) constrùyase 
la flécha a desde Pg y localicese asi el punto P, ; 3) constrùyase la flécha b 
desde P, y localicese asi el punto P 2 ; la flécha de Pg a P 2 corresponde 
al vector a + b. Es decir, si el punto inicial de b se coloca en el punto 
terminal de a, entonces a + b corresponde a la flécha dibujada desde el 
punto inicial de a hasta el punto terminal de b. 

Por definiciôn, 

a + b = (a,, a 2 ) + (bi. bj) = (fl, +fi|, 02 + 1 ^ 2 )- 

Que la anterior descripciôn geométrica de la adiciôn de vectores (figura 4) 
se conforma a esta definiciôn, se basa en nuestra aceptaciôn de! siguiente 
hecho fisico: mover horizontalmente la distancia a, y luego verticalmente 
la distancia ^2 después de mover horizontalmente la distancia è, y luego 
verticalmente la distancia Ô 2 lo mismo (nos lleva al mismo punto P 2 ) 
que mover horizoncalmente la distancia Oi+ô] después de mover verti¬ 
calmente la distancia 02 + ^ 2 - 
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La operaciôn de adiciôn de dos vectores a + b puede ilustrarse también de 
la siguiente manera. Volvemos a dibujar la figura 4 omitiendo las rectas 
de construcciôn (las de rayas) y construimos, en la figura 5, el paralelo- 
gramo definido por las fléchas a y b. Vemos por esta construcciôn que 
a + b es una diagonal del paralelogramo y que a + b = b + a. Esto ilustra 
la ley conmutativa A, del teorema 3.8. 



Por definiciôn, si r es un numéro real y a = (a,. 02 ) es un vector, 
entonces 

ra = ria ,. rtj) = (ra,, roj). 

Esta multiplicaciôn de un vector por un nùmero real se ilustra en la figura 6. 
Como los triângulos que aparecen en la construcciôn de a y ra son seme- 
jantes, es évidente que las fléchas a y ra son paralelas. Denotemos la 
longitLid del vector a por jaj. Entonces. aceptando el teorema de Pitâgoras, 
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obtenemos 


Irai = V+ = i»-i v + = !'■! 

Por tanto. ra esta representado por una flécha cuya longitud es |r| veces la 
longilud de a; si r > 0, entonces ra y a apiintan en la misma direcciôn; 
si r < 0, ra y a apuntan en direcciones opuestas. 

La figura 7 iiustra la operaciôn de siistracciôn a —b = a + ( —b). 
Geométricamente, a — b es la flécha desde el piinto final de b al punto 
final de a. Esta construcciôn iiustra también que b + (a —b) = a. 



Hemos dicho que los elementos del espacio vectorial Vj se llamarân 
“vectores” o "puntos". Estes elementos son pares ordenados de numéros 
reales y las operaciones sobre los elementos (definiciones 3.3 y 3.4. pâg. 56) 
son operaciones sobre pares ordenados —el que sean llamados “puntos” 
o “vectores” es indiferente. Sin embargo, en las aplicaciones de los espacios 
vectoriales a la geometria y a la fisica ha de hacerse una distinciôn real 
entre puntos y vectores. Ademâs, dependiendo de las aplicaciones. hay 
diferentes tipos de vectores: vectores “libres”, vectores “ligados”. vectores 
“deslizantes”, etc. La naturaleza de todas estas distinciones no nos concierne 
por el momento. Estâmes, sin 
embargo, interesados en la aplicaciôn 
de los vectores a la geometria. En 
geometria, cuando llamamos a un 
elemento (.y, jfleVj un “punto” y 
escribimos P = (.y, >'), tenemos en 
mente la construcciôn geométrica 
de la secciôn 2: P es el punto 
(figura 8) CLiyas coordenadas rectan- 
gulares son ( y, r). Cuando llamamos 
a un elemento a = (a^. a 2 )e \/2 '-'r> 
vector, lo représentâmes con una 
flécha como describimos en esta 



FIGURA 8 
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secciôn. Desde luego, el punto P = (.v, >■) tiene asociada a él la flécha 
de O a P (figura 8). A estas fléchas trazadas desde el origen les llamamos 
“radio" vectores. Cada punto détermina un radio vector, y, reciprocamente, 
la punta de cada radio vector localiza un punto, el punto terminal del vector. 
Si {.Vq, j’o) y (a,, Uj) son elementos dados del espacio vectorial Vj y t es un 
numéro real, entonces 

es un elemento de Vj. En las aplicaciones a la geometria hablaremos del 
punto P = (.V, y) definido por 

P = (x,y) = {.V'o, + , fl 2 ) = + . Vo + ?« 2 )- 

P es entonces el punto cuyas coordenadas son a- = XQ + ^a^ y y = yg + roj; 
O, lo que es équivalente, decimos que P es el punto localizado por el radio 
vector (.Vq + ta,. v’o +La descripciôn puede incluso ser rnâs detallada. 



Por ejemplo, hablaremos del punto P definido por 

P = Po + ra, 



donde Pq es el punto Pq = (ao,>’o), 
a es el vector a = (a,, aj) y teR. 
El punto P es el mismo de antes, pero 
el lenguaje usado ahora describe el 
modo en que visualizamos la locali- 
zaciôn del punto P (figura 9): 
Po + /a es “el radio vector obtenido 
anadiendo /a al radio vector corres- 
pondiente a Pq , y P es el punto loca¬ 
lizado por el radio vector Pg-l-ra”. 
Otra ilustraciôn es el lenguaje usado 
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para describir el vector a = P,-Po, donde Po = (xo^Jo) Y Pi = 
son puntos en Vj. Decimos que a = Pi-Pq es “el vector de Pq a P,”. 
Este vector a expresado como la diferencia de dos puntos esta entonces 
representado geométricamente por la flécha de Pq a P, (figura 10). 

Ademâs de las aplicaciones de los vectores a la geometria hay numerosas 
aplicaciones de los vectores a la ciencia y a la ingenierla. En flsica, una 
cantidad vectorial se dice que es “una cantidad que tiene magnitud y 
direcciôn . La proposiciôn “va 5 millas a SE” define una cantidad vectorial a 
y se llama “desplazamiento”. El numéro 5 es la magnitud del desplazamiento 
a y SE es su direcciôn. (La palabra 
“vector” se dériva del latin — vehere, 
vectus, llevar.) Geométricamente, el 
desplazamiento a puede represen- 
tarse con una flécha cuya longitud 
es de 5 unidades y que apunta 
en la direcciôn del desplazamiento 
(figura 11). Con ejes como se indica 
en la figura 11, a = (5/y'2, 

Otros ejemplos de cantidades vecto- 
riales son la velocidad, la fuerza, la 
aceleraciôn, y el momento. 

Hay un âlgebra asociada con las 
cantidades vectoriales flsicas y esta 
âlgebra corresponde a nuestra âlgebra vectorial. El flsico habla de la 
résultante ’ de dos vectores a y b ; esto es lo que nosotros llamamos 
la “suma” a + b de los dos vectores. Si a es el desplazamiento 5 millas SE y b 



■m 
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es el desplazamiento 10 millas E, la “résultante” o suma a + b de los dos 
desplazamientos se obtiene yendo 5 millas al SE y luego 10 millas al E 
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(figura 12): 


a 


= (5/^/2, -5/^2), b = (10,0) 


y 


a+ b 




+ (I0, 0) = 



“Una fuerza 5 veces una fuerza dada F” es una fuerza cuya direcciôn 
es la de F y cuya magnitud es 5 veces la magnitud de F. Esto corresponde 
a la multiplicaciôn de un vector por un numéro real. 


Problemas 

1. Determinese grâficamente la suma y diferencia de los dos vectores 
que aparecen en la figura 13. 



2. Constrùyase en cada uno de los siguientes casos el vector a; 

a) a = (2, 5) + (3, 7) è) a = (3, 7) + (2, 5) 

c) a = (3, 6) + (-2, 1) r/) a = (3, 6)-(-2, 1) 

e) a = (3, 6) + 4(-2, 1 ) /) (-6, 1 ) + a = (2, 3). 

3. Locallcense los puntos P = Po + /a para r = 0, +1, ±2, cuando 

«) Po = (1, 2) y a = (-2, 1) b) ¥o = (•, 2) y a = (2, 4) 

c) Po = (- 1, 0) y a = (2, 3)-Po d) Pg = (-2, -3) y a = (4, 0). 

Veriflquese grâficamente en cada caso que los puntos se encuentran sobre 
una recta. 

4. Locallcense los puntos P = (0, 6) + x(l,w) para .v = 0, +1, ±2, 
cuando 

a) m = l, b — 0 b) m = —l, b = 4 

c) m = i, b = 3 d) m = -2, è = -1 

e) m = 0, b = 2. 
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Verifîquese grâficamente en cada caso que los puntos se encuentran sobre 
una recta. 

5. Ilüstrese grâficamente la ley asociativa (a + b) + c = a + (b + c). 

6 . Un aeroplano se dirige al NE a 360 kilômetros por hora (velocidad 
respecto al aire). El viento esté soplando exactamente hacia el sur a 
60 kilômetros por hora. La velocidad del aeroplano relativa al suelo es 
la suma (résultante) de los dos vectores mencionados. Determinese v 
a) grâficamente, b) analiticamente. 

7. Jlûstrese grâficamente la suma a, + a 2 + a 3 + a 4 . 

8 . ^Cuâl es el significado geométrico de a, + a2H-+a„ = 0? 

5. PARALELISMO DE VECTORES 

Hasta el momento, hemos definido el espacio vectorial bidimensional V 2 , 
hemos establecido las propiedades fundamentales del âlgebra de vectores 
y hemos explicado la manera en que los vectores pueden representarse con 
fléchas. Una flécha es el simbolo comûn que se usa para indicar una direcciôn. 
Si r > 0 y a 5^ 0, entonces nuestra idea intuitiva de direcciôn es que a y ra 
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apuntan en la misma direcciôn (figura 14). La direcciôn indicada por una 
flécha no dépende de la longitiid de la flécha. Si r < 0 y a # 0, decimos que 
a y ra apuntan en direcciones “opuestas” (figura 15). Son éstas las ideas 
que estân detrâs de la definiciôn de direcciôn de un vector. Una vez que 
hemos definido la direcciôn podemos définir el paralelismo. Los vectores 
son paralelos si estân en la misma direcciôn o en direcciones opuestas. 
Teniendo présentés estas ideas intuitivas, pasamos a formular en forma 
précisa nuestras definiciones. 

5.1 Definiciôn. Dos vectores distintos de cero se dice que estân en la misma 
direcciôn si itno de ellos es el resultado de multiplicar el otro por un numéro 
real positivo. Dos vectores distintos de cero se dice que estân en direcciones 
opuestas si uno de ellos es el resultado de multiplicar el otro por un numéro 
real negativo. 

Nota. Supongamos que un vector a es el resultado de multiplicar 
un vector b por un numéro real positivo r ; es decir, a = rh. Esto 
implica que b = a. E! vector b es también el resultado de multiplicar 
el a por un numéro real positive. Por tanto, si dos vectores estân en la 
misma direcciôn, entonces cada uno de ellos es el resultado de multi¬ 
plicar el otro por un numéro real positivo. 

Hemos sugerido anteriormente que podîamos définir que dos vectores 
distintos de cero eran paralelos si estaban en la misma direcciôn o en 
direcciones opuestas. Résulta conveniente définir la nociôn de paralelismo 
no solo para vectores distintos de cero sino también para vectores cero, 
por lo que extendemos la definiciôn propuesta conviniendo que el vector 
cero es paralelo a todos los vectores. Repetimos que la ùnica explicaciôn 
de este convenio es que résulta conveniente, lo que el lector podrâ apreciar 
sôlo por experiencia. Es conveniente, por ejemplo, cuando hablamos de 
vectores no paralelos (es decir, de vectores que no son paralelos) saber 
inmed'atamente que los vectores son distintos de cero. 

5.2 Definiciôn. Se dice que dos vectores son paralelos si uno de ellos es el 
resultado de multiplicar el otro por un numéro real. 

Nota. Como 0 = Oa para todo aeVj, el vector cero es paralelo a todos 
los vectores. Si dos vectores distintos de cero son paralelos, entonces 
uno de ellos es el producto del otro por un numéro real distinto de cero. 
Por tanto, los vectores paralelos distintos de cero son de igual direcciôn 
o de direcciones opuestas. 

5.3 Ejemplo. <,Son paralelos los vectores (2, 1) y (-6, -3)? 

SoLUCiÔN. Como ( — 6, — 3 ) = — 3 ( 2 , 1 ), los vectores son paralelos y de 
direcciones opuestas (figura 16 ). 
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FIGURA 16 


Un resultado elemental al que tendremos ocasiôn de referirnos con suma 
frecLiencia es: 

5.4 Lema. Si a es un lector distimo de cero, entonces a y b paralelos 
implica h — ra para algùn numéro real r. 

Prueba. Nuestras hipôtesis son que a y b son paralelos y que a ^ 0 . 
Luego O b = ra para algùn reR o a = ^b para algùn se R. Como a ^ 0 , 
a = jb implica s 0, lo que implica b = 5'‘a. Es decir, también en este 
caso b es el producto de a por un numéro real, lo que compléta la prueba. 

5.5 Ejemplo. ^Son paralelos los vectores (1, 4) y (3, 8)? 

SoLuciÔN. Si los vectores son paralelos. entonces, de acuerdo con el 
lema 5.4 hay un nùmero real r tal que 

(3. 8) = /■(1,4). 

Pero esto implica /■ = 3 y 4/- = 8. y no hay ningùn nùmero real con esta 
propiedad. Por tanto, los vectores no son paralelos. 

Una propiedad bâsica del paralelismo es que vectores paralelos a un 
mismo vector distinto de cero son paralelos entre si. 

5.6 Teorema. S; c 9^ 0 y a 7 b son paralelos a c. entonces a y b son 
paralelos. 

Prueba. Si b = 0 , entonces b es paralelo a todos los vectores, y a y b son 
paralelos. Si b 5^ 0 , entonces, como c 0 , tenernos segùn el lema 5.4 que 

a = rc y c = jb. 

Luego a = {rs) b, y a y b son paralelos. 
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Problemas 

1. ^Cuâles de los siguientes pares de vectores tienen la misma direcciôn ? 
^Cuâles son paralelos? 

a) (1, 1),(2,2) è) (4, 7), (12, 20) c) (6, 2), (-3, - 1 ) 

d) (6, 2), (0, 0) e) (-5, 10), (3, -6) /) (3, 9), (4, 6). 

2. Determinense todos los vectores de la forma (1, w) paralelos a: 

«) (3,6) ^)(2, -5) c) (-1,6) 

d){-X-l) c) (1,3)-(2, 5) /)(0,2). 

3. Pruébese, para vectores distintos de cero, que si a es paralelo a a', 
b es paralelo a b', y a es paralelo a b, entonces a' es paralelo a b', llùstrese 
este resultado grâficamente. 

4. Demuéstrese que sid = b + cybes paralelo a a, entonces d es 
paralelo a a si y solo si c es paralelo a a. llùstrese este resultado grâficamente. 


6 . ORTOGONALIDAD DE VECTORES 


De acuerdo con nuestra imagen geométrica de un vector a = (a,, Oi), 

las componentes a, y ^2 del vector 
son las longitudes “dirigidas” de los 
lados de un Iriângulo rectângulo 
(figura 17). La longitud de la flécha 
que représenta a a es la hipotenusa 
del triângulo rectângulo. Nuestra 
geometria tiene que ser euclidiana y 
tiene que estar de acuerdo con esta 
imagen geométrica. En la geometria 
euclidiana, el cuadrado de la longitud 
de la hipotenusa es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los 
lados (teorema de Pitâgoras). Estas consideraciones determinan la definiciôn 
que ha de darse de “longitud” de un vector. 



6.1 Definiciôn. La longitud \ a| (Jéase “lalor absoluto de a” o “longitudde a”) 
de un vector a = { 0 ^, 02 ) es 

1^1 = + « 2 ^ ■ 

6.2 Teorema. Laspropiedades fundamentales de la longitud de un vector 
son: 

Para todo a, be V 2 y todo reR, 

6.3 la| ^ 0; |a| = 0 implica a = 0. 
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6.4 |ra| = |r||a|. 

6.5 |a + b| ^ |al + ib| (Desigualdad del triângulo.) 

Prueba de 6.3. Por definicidn |a| ^ 0. Pero |a|^ = de donde si 

ûj / 0 O «2 7 ^ 0, entonces |a{ # 0. Por tanto, |a| = 0 implica a, = 0 y 
02 = 0, de modo que a = (rz,, Oj) = (0, 0) = 0. 

Prueba de 6.4. 

irai = |(rcîj, raj)! = Jiroif +{ra2Ÿ 
= s/^lal = l/'l |a|. 

Nota. En el capitulo I dijimos que supondriamos, para cada numéro real 
no négative x, la existencia de un numéro no negativo ûnico con la 
propiedad de que (,yx)^ = x. Esto lo tendremos que probar mâsadelante. 
Ahora bien, si y es también un numéro real no negativo, entonces 
también lo es xy. De donde ^ es un numéro no negativo ùnico con 
la propiedad de que = xy; como 

iJ^JyŸ = = xy, 

se sigue de ello que = ,^/x ..Jy, para todo x ^ 0 y ^ 0. Es ésta 
la propiedad de la raiz cuadrada que se usé en la prueba de 6.4. 

La prueba de la desigualdad del triângulo esta dada en la secciôn 8. 
En ese momento no sera dificil demostrar que si a y b no estân en la misma 
direcciôn, entonces |a+b| <|a|4-|b| (a / 0, b 0). Esta desigualdad 
corresponde al teorema geométrico: la longitud de 
un lado de un triângulo es siempre menor que la suma 
de las longitudes de los otros dos lados (figura 18). 

La notaciôn para la longitud de un vector es la 
misma que la usada para el valor absoluto de un 
numéro real. Lo que es mas significativo es el 
hecho de que las propiedades fundamentales de los 
dos (longitud de un vector y valor absoluto de un 
numéro real) son las mismas. Compârense 6.3, 6.4, 
y 6.5 con las propiedades fundamentales del valor 
absoluto dadas en la secciôn 8, capitulo I (pâg. 40). 

Volviendo a la imagen geométrica de los vectores, deseamos motivar la 
definiciôn que estamos a punto de dar. La palabra “ortogonal” significa 
“en ângulo recto” y es sinônima de “perpendicular”. Scan a y b los lados 
de un paralelogramo (figura i9a). Los vectores a + b y a-b son las 
diagonales del paralelogramo. Expresada geométricamente, la definiciôn de 
ortogonalidad nos dira: a es ortogonal a b si las diagonales del paralelo- 
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gramo formado por a y b son de igual longitud, es decir, si el paralelogramo 
es un rectângulo. 





6.6 Definiciôn. Un vector a se dice que es ortogonal a un vector b si 

|a + b| = |a-b|. 

La figura 19 b es otra interpretaciôn geométrica de !a definiciôn 6.6. 
Si a es ortogonal a b, entonces a es el bisector perpendicular (la mediatriz) 
del segmento rectilineo formado por b y —b. Es esto el fundamento de 
una construcciôn geométrica con régla y compas de un vector ortogonal 
a otro. 

Como la + b| = |b + a| y |a —b| = [b —a|, se sigue que a es ortogonal 
a b, implica b ortogonal a a. Por esta razôn se usa con frecuencia la 
expresiôn “mutuamente ortogonales”. Algunas veces decimos, simplemente, 
“a y b son ortogonales” queriendo expresar con ello que “a es ortogonal 
a b”. 

6.7 Ejemplo. ^Son ortogonales los vectores a = (a, 0) y b = (0, b)?. 
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SOLUCIÔN 


|a + b| = \(a,b)\ = \/a^ + b^ 

|a-b| = |(a, -b)\ = Ja^+(-bŸ = |a+b|, 

y, por tanto, los vectores son ortogonales. La definiciôn de ortogonalidad 
esta asî de acuerdo con nuestra imagen geométrica de los ejes de coordenadas 
—todo vector horizontal es ortogonal a todo vector vertical. 

6.8 Ejemplo. ^Son los vectores (1, 3) y (3, — 1) ortogonales? 

SOLUCTÔN 

|(l,3) + (3, -1)1 = 74^+2- = V2Ô 
|(l,3)-(3, -1)1 = J(-2Ÿ + 4^ = 

Si, son ortogonales. 

Problemas 

1. Si a = (1,4) y b = (-2, 3), calcùlense las longitudes de: 

a) a b) b c) a + b t/) a-b 

e) 3a /) -3(a-b) g) -^b h) 3a-ib 

/■) a/|a| J) b/lb|. 

2. Demuéstrese que: a) | —a| = |a|. b) Para todo vector a distinto de 
cero, a/|a| es un vector unitario (es decir, un vector de longitud igual a la 
unidad). 

3. Compruébese tanto grâfica como analiticamente la ortogonalidad de 
los siguientes pares de vectores: 

a) (1, 5), (-4, 1) b) (2, 3). (9, -6) c) (0,0), (8, -7) 

d) (1,-i), (2, 6) e) («,,« 2 ), (-flj, fl,) /) (5, 7), (-4, 3). 

4. iQué puede decirse de un vector cuando sabemos que es ortogonal 
a si mismo? 

5. Dado un vector b, digase cômo construir con régla y compas un 
vector ortogonal al b. 


7. EL PRODUCTO ESCALAR 

Nuestra definiciôn de ortogonalidad de un par de vectores a = (a, , « 2 ) 
y b = (ô|, Ô 2 ) es équivalente a decir que la diferencia de los cuadrados de 
las longitudes de las diagonales a + b y a—b es cero; es decir, que 

|a + b|^ —|a-b|^ = 0. 
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Como 

|a + b|^ = (flj+ bt)^ +(122 + ^2)^ 

= ûj + 2aJ fcj + fe+ ûf2^ “I"2fl2 ^2 ^ 2 ^ 


y 


|a-b|^ = (a,-bi)^+(a 2 -b 2 )^ 


obtenemos 


— aj 2aj[/>j4*b^ +a2 — 2.Ü2b2~\~t>2 , 


7.1 |a +bl^-|a-b|^ = 4(a| è,+a 2 ft 2 )- 

La ortogonalidad de los dos vectores a y b es, por tanto, équivalente a la 
anulaciôn de (aiè|+a 262 )- Esta cantidad {a^b^+a 2 b 2 ) es de considérable 
importancia en âlgebra, geometria y flsica, y es por ello que se le ha dado 
un nombre especial. 


7.2 Definiciôn. El producto escalar (interior) a b —léase “a punto b”— 
de dos vectores a = (a,, aj) y b = (d,, ^> 2 ) esta definido por 

a- b = a, è] +a 2 b 2 ■ 

Nôtese que el producto escalar de dos vectores no es un vector; es un 
numéro real. En fisica, cantidades taies como la longitud, el trabajo, la 
masa, la temperatura, etc., se llaman cantidades “escalares”. Tienen 
magnitud, pero ninguna direcciôn y quedan especificadas (medidas) por 
nùmeros reales. En matemâticas se usa con frecuencia el término producto 
“interior”. Otro nombre para el producto escalar —sugerido por la 
notaciôn— es el de “producto punto”. 

El resultado dado en 7.1 para la diferencia de las longitudes de las 
diagonales de los paralelogramos cuyos lados estân determinados por a y b 
(figura 19a) puede escribirse ahora; 

7.3 |a +bl^ —|a —b|^ = 4(a'b); 
y podemos enunciar 


7.4 Teorema. Dos vectores a y b son ortogonales si y solo i'/ a-b = 0. 

7.5 Ejemplo. Apliquese este criterio de ortogonalidad a los ejemplos 6.7 
y 6 . 8 . 


SOLUCIÔN DE 6.7. 

a-b = (a, 0)-(0, fo) = a-O + O-è = 0. 
Por tanto, los vectores son ortogonales. 
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SOLUCIÔN DE 6.8 


(l,3)-(3, -1) = l•3 + 3^-l) = 0. 

Por tanto, los vectores son ortogonales. 

7.6 Ejemplo. ^Son ortogonales los vectores (1, 5) y ( — 4, xq^)? 

SoLUCiÔN. (1, 5) ( —4, Yx) = —4 + yy = ÿ- Como el producto escalar de 
los dos vectores no es cero, los vectores no son ortogonales. 

Las propiedades fundamentales delproducto escalar son : 

7.7 ab = ba 

7.8 (ra) ■ b = r(a- b) 

7.9 a(b, + bj) = a-b, + a-b 2 

7.10 a-a ^ 0; a a = 0 implica a = 0. 

Como a-a = a^^ + a 2 ^ = |ap, la propiedad 7.10 es una reformulaciônde 
la propiedad 6,3 de |a| . Las otras très propiedades son simples consecuencias 
de las propiedades de los nùmeros reales y su verificaciôn se déjà como 
ejercicio para el estudiante (problema 3). 

Ahora que hemos definido la longitud y la orto- 
gonalidad de vectores podemos hablar de un triângulo 
“rectângulo”. Un par de vectores a y b y su suma a + b 
pueden representar los lados de un triângulo. Si a es 
ortogonal a b, decimos que el triângulo determinado 
por a y b es un triângulo rectângulo (figura 20). El 
vector a+b es la hipotenusa del triângulo rectângulo. 

Tiene, pues, sentido preguntarnos si el teorema de 
Pitâgoras se verifica en nuestro modelo analltico. Si no 
se verifica, habremos fallado en nuestro intente de 
construir un modelo euclidiano. Mostraremos ahora 
que las definiciones de longitud y ortogonalidad implican el teorema de 
Pitâgoras. 

7.11 Teorema. a es ortogonal ah si y solo si 

la + b|" = |al^ + |bl^ 



FIGURA 20 


Prueba. Por las propiedades fundamentales del producto escalar, 
|a + bl^ = (a+b)-(a+b) 

= a(a + b)+b(a + b) 

= a-a + a- b+ b- a + b- b 
= |a|^ + 2a-b + |bp. 
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De donde vemos que |a + b|" = |a|^ + |bp si y solo si a b = 0; es decir, 
si y solo si a es ortogonal a b. 

El resto de esta seccion estâ dedicado a ilustrar la aplicaciôn del concepto 
de vector a la geometria, y podremos ver la simplicidad y potencia dei 
método vectorial. 

7.12 Teorema. Sea a un vector distinto de cero. Si a y h son paralelos y a 
es ortogonal a n, enfonces b es ortogonal a n. 

Prueba. (Figura 21.) Como a es un vector 
distinto de cero, a y b paralelos implica b = ra 
para algùn /-eR. Usando 7.8, obtenemos 

bn = (ra)n = r(an). 

Nuestra otra hipôtesis es que a es ortogonal a n. 
Luego a-n = 0, y vemos que, segùn la anterior 
ecuaciôn, esto implica b-n = 0. Luego b es 
ortogonal a n. 

''IGURA21 „ ^ , 

Probamos a continuacion el reciproco del 

teorema 7.12; Vectores ortogonales al mismo 

vector no nulo son paralelos. En preparaciôn para esto probamos. 

7.13 Lema, Sea n = (n,, « 2 ) un vector distinto de cero. Si a es ortogonal 
a n, enfonces a = r( —« 2 , « 1 ) para algùn reR. 

Prueba. [Geométricamente, el vector { — n^, «,)esel vector que se obtiene 
por rotaciôn de 90° de n en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj (figura 22).] 




FIGURA 22 

Como a es ortogonal a n, n a = 0; es decir, si escribimos a = (aj, a^ 
n-a = n^ai-yn^a^ = 0. 
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«2 

Si rt] # 0, entonces n a = 0 implica a, = — — «2 Y» de aqui, 

. f 1^2 \ ^7 , 

a = («1 , « 2 ) =-« 2 . ^2 = “(-«2 ^ «l)- 

\ «1 / «1 

Si «I = 0, entonces n-a = « 2 « 2 - Como n, = 0 y n 0, se signe que 
«2 0. Por tanto, n-a = « 2^2 = 0 implica ^2 = O- Luego n = (0, « 2 ) Y 

a = (ûf,, 0) = - — ( - « 2 ,0). Esto compléta la prueba. 

«2 

7.14 Teorema. Vectores ortogonales al mismo vector no nulo, son paralelos. 


Prueba. (Figura 23.) Supongamos que los vectores a y b son ortogonales 
al vector distinto de cero n = («,, «j). El lema 7.13 nos dice que entonces 

a = r(-rt2,ni) Y b = 5'(-n2>«i) 


para algùnos r, seR. De aqui se deduce que a y b son paralelos al mismo 


vector no nulo ( — «2 > « 1 ) Y ^ott, por tanto, 
paralelos entre si. 

En el anterior teorema, el vector 
( —« 2 > «i) era simplemente un conveniente 
vector ortogonal al n = (n,,rt 2 ). Introdu- 
cimos un simbolo para este vector. Para 
cada vector a = (n,, 02 ), definimos un 
vector correspondiente, el vector a-^ —léase 
“a perpendicular"— por a-*- = ( —fl 2 >«i)- 
Como se ilustra en la figura 24, a^ es el 
resultado de aplicar un giro de 90° en 
sentido contrario al movimiento de las 



manecillas del reloj al vector a. Respecte 



FIGURA 24 
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a los ejes de coordenadas de nuestra representaciôn geométrica, sentido 
contrario a la de las manecillas del reloj es la de rotaciôn mostrada en la 
figura 24 de la direcciôn positiva del eje A' a la direcciôn positiva del eje Y. 
Por ejemplo, (1,0)-^ = (0, 1). 

El siguiente resultado es un criterio ûtil y conveniente de paralelismo 
entre vectores. Nos dice que a y b son paraleios si y solo si b es ortogonal 

a a-^. 

7.15 Teorema. Los vectores a = (a,, ^ 2 ) y b = {h^,b 2 ) son paraleios si 
y solo si 

a-^b = « 1/72 —«2^1 = 0. 

Prueba. Si a = 0, entonces a-^ = 0, y el teorema es cierto aunque trivial. 
Si a ^ 0, entonces a"*^ ^ 0, y a^ ■ b = 0 implica que a y b son ortogonales 
al mismo vector distinto de cero a^. De donde, segùn el teorema 7.14, 
a y b son paraleios. Si a / 0 y a y b son paraleios, entonces —como a es 
ortogonal a a'*'— se sigue del teorema 7.12 que b es ortogonal a a^, y, por 
tanto, que a-^ b = 0. Esto compléta la prueba. 

7.16 Ejemplo. Resuélvanse los ejemplos 5.3 y 5.5 (pâg. 68) mediante el 
uso del teorema 7.15. 

SoLuciÔN DE 5.3. Como 

(-l,2)-(-6, -3) = 6-6 = 0, 
los vectores (2, 1) y (-6, -3) son parelelos. 

SoLuciÔN DE 5.5. Como 

(-4, l)-(3, 8) = -12 + 8 = -4, 
los vectores (1, 4) y (3, 8) no son paraleios. 

Problemas 

1 . iSon ortogonales los siguientes vectores? 

a) i(2,4)y (2, 1)? b) ^(33, 48) y (-5, 4)7 

-f) y (-8, -4)7 d) <,(-18, 3) y (2, 12)7 

2. Determlnense todos los vectores ortogonales a a que tienen la misma 
longitud que a. 

a) a = (1,0) b) a = (l,l) c) a = (-4, 5). 

3. Pruébese que el producto escalar satisface 7.7, 7.8 y 7.9. 
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4. Sea a = (5.2), bj = (-3,4) y = (4, 7). Calcùlense 

a) a-bi b) a-b 2 c) (2a + 3b,)-b2 

d) (b,+b 2 )-(b,+ b 2 ) e) (b, + b 2 )’(b, - b 2 ). 

5. Demuéstrese que: 

a) la + bl^ = la|^ + 2a-b + lbp 

b) (a + b)-(a-b) = |al^-|b|^ 

c) \a + tb\^ = lal"+2^a•b + /''|bl^ 

6 . Pruébese; Si a y b son vectores no nulos, entonces a ortogonal a b 
implica a no paralelo a b. 

7 . tCuâles de los siguientes pares de vectores son paralelos? 

fl) (2, 4) y (-i, - 1) 6 ) (-3, 1) y ( 6 , -2) 

c) (2, 5) y (-5, 2) J) (8, 13), (9, 14). 

8 . Los lados de un triângulo son los vectores a, b, y a —b. Si |a| = 2, 
|b| = 4 , y a-b = f, encuéntrese la longitud del lado a —b. 

9. Pruébese : La suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales 
de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de 
los lados del paralelogramo. 

10. Demuéstrese que: 
a) (aY = -a 

c) a^'b = -a-b-^ d) [a-^l = |a| 

e) (a+b)^ = a'^ + b'^ 

/) Si a # 0, sz + ta^ = 0 implica 5 = 0 y t = 0. 

11. Resuélvase el problema 4 de la secciôn 5 usando el teorema 7.15. 


8 . PROYECClÔN ORTOGONAL. COMPONENTES 


Esta secciôn podria titularse con todapropiedad “el significado geometnco 
del producto escalar”. Resolvemos primero un sencillo problema algebraico 
por medio del producto escalar, y relacionamos luego esta soluciôn con los 


conceptos geométricos de proyec- 
ciôn ortogonal” y “componente”. 
Estos conceptos son de importan- 
cia tanto en geometria como en 
flsica, y el producto escalar nos da 
un procedimiento sencillo para cal- 
cularlos. 

Si a = ib + tb-^ para algunos numé¬ 
ros reales sy t, decimos que a es una 
combinaciôn lineal de b y b'*'. Esto 
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geométricamente significa {a ^ 0 y b ^ 0) que podemos construir un 
triângulo con hipotenusa a y lados paralelos a b y (figura 25). 
Mostraremos ahora que, dado un vector no nulo cualquiera b, todo 
vector a puede expresarse como ima combinaciôn lineal de b y b-^. 

8.1 Teorema. Si b ^ 0. entonces para coda rector a de \2 nùmeros 
ûnicos s y 1 laies que 

a = jb + rb*. 


Prueba. Supongamos que existen numéros j y I taies que 

a = ^b + rb^. 

Entonces 

ab = (ib + /b'‘^)b = Abb 

y 

a b^ = (,îb + /b^) b- = /b^ b^ = /b b. 
De donde, si existen taies numéros son ùnicos, y 

8.2 .9 = a'b/|b|^ y / = a'b^/|b|^. 

Verificamos ahora que 


8.3 


a b. a b^ . 

a = —r b + —- b^ 
|b!' |b|- 


para todos los vectores a y todos los vectores no nulos b. 


a • b, a • b’^ 

+-- 


b^ = 


I 


{[«I b, +^2^2] (b,. 62 ) + [- U, h 2 + «2b,](-b2- b,)} 


= ;^(«.[b," + b2"], a2[b,^ + 1,2^1) 
\»\ 


= (fl, , « 2 ) = a . 
Esto compléta la prueba. 


8.4 Ejemplo. Exprésese a = (I,3) como una combinaciôn lineal de 
b = (1, 1) y b^. 


SoLUCiÔN. (Figura 26.) Sabemos que podemos expresar a como una 
combinaciôn lineal de b y b-^. 

(1,3) = i{l, i) + K-i, 1). 
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Por consiguiente, 

(1, 1)-(1,3) = i(l, l)-(l, I) y J = 1 = 2 
(-1, 1)'(1,3) = y t = i = l. 

COMPROBACIÔN. 2(1, l)+(- 1, 1) = (i; 3). 

8.5 Ejemplo. Exprésese a = ( — 2,1) como una combinaciôn lineal de 

b = (1, 1) y b"-. 

SoLuciÔN. (Figura 27.) 

(-2,1) = s(l, 1) 

^ _ (l.l)-(-2,1) _ _ 1 
0 , 1 )-( 1 , 1 ) 2 


^ _ (-l,l)-(-2, 1) _ 3 
(-l,l)-(-l,l) 2' 


La descomposiciôn de un vector a en dos vectores, paralelo a b uno y 
perpendicular a b el otro, se obtiene geométricamente por proyeccion 
ortogonal. El vector jb (la base del triângulo en la figura 25) se llama 


“proyeccion ortogonal de a sobre b”. 


Segùn la ecuaciôn 8.2, jb = 


a-b 


b. 
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8.6 Definiciôn. Sean a b (b 5 ^ 0) vectores. La proyecciôn ortogonal de 
a sobre b —denotada por Proy^ a— es el vector 


Proyb a = 



La descomposiciôn (ecuaciôn 8.3) de a en un vector paralelo y uno 
perpendicular a b puede expresarse ahora (figura 28) por 

8.7 a = Proyb a + Proyb^ a. 



8.8 Definiciôn. El numéro a b/|b| se llama componente de a en la 
direcciôn de h {b ¥=0) y se dénota por Comp^ a; ci decir 

Compb a = a - b/|b|. 

La relaciôn entre proyecciôn (un vector) y componente (un numéro) es 

a- b .b 

8.9 Proyt a = TjTÏ ^ (Compb a) . 
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El vector b/| bl es un vector unitario (un vector de longitud igual a la unidad) 
en la direccion de b, y esta relacion entre proyecciôn y componente nos dice 
que la componente de a en la direccion de b es la longitud “dirigida” de 
la proyecciôn. Si Comp^ a > 0, entonces Proy^ a esta en la direccion de b 
(figura 26). Si Comp^ a < 0, entonces Proy^ a y b estân en direcciones 
opuestas (figura 27). 

Nota. No es diflcil demostrar (problema 6b) que si b' es un vector 
cualquiera en la direccion de b, entonces Comp^. a = Comp^ a. El 
componente de a no dépende de cuâl haya sido el vector b elegido para 
especificar la direccion, y esto justifica la terminologîa “componente 
de a en la direccion de b”. Si b' y b tienen direcciones opuestas, entonces 
ComPb' 2 — — Compb a (problema 6c). La proyecciôn es proyecciôn 
ortogonal sobre una recta; Proy^ a es invariante si b se reemplaza por 
cualquier vector no nulo paralelo a b (problema 6a). 

El componente de un vector en la direcciôn de otro vector tiene un 
significado geométrico (y flsico) definido, y la relaciôn entre componente y 
producto escalar describe geométricamente al producto escalar. Segün la 
definiciôn de componente 

^■10 a-b = |b| Compb a. 

Esta ecuaciôn nos dice; el producto escalar &-h es el producto de la longitud 
de b por la componente de a en la direcciôn de b. 

Si b es un vector unitario, entonces Comp^ a = a-b. Por esta razôn es 
a menudo conveniente especififcar direcciones por medio de vectores 
unitarios. 

Veremos mâs adelante que, si G es el ângulo desde a hastà b, entonces 

a-b = |a| {b| cos G 

y 

a-b-*- = |al |b| sen 0. 

8.1 Ejemplo. Determinese la proyecciôn ortogonal de a = (2, 5) sobre 
^ ~ 2) y el componente de a en la direcciôn de b. 

SoLUCiÔN. (Figura 29.) 


Comph a = 


a- b 

1 ^ 


- 2+10 _ 8 
y /1 +4 -^5 


Proyb a = ^ A = 2). 

y/5 \h\ 5 ' 
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Tenemos ahora un procedimiento simple para el câlculo de las areas de 
paralelogramos y triângulos. Consideremos el paralelogramo de lados a y b 
(figura 30). La altura c se obtiene mediante la proyecciôn ortogonal de a 



-'7 

/ 

/ 

/ 

/a 


sobre b^. La altura del paralelogramo es lc| 


ICompfc-^ a|. 

IL, 

altura por la base) del paralelogramo es lc| |b| = —r— Ibl 


lb| 


ârea del triângulo de lados a y b es i la - b^ 


El ârea (la 
= |a-b-^l. El 


8.12 Ejemplo. Calcûlese el ârea del triângulo de lados (1, 3) y (3, 1). 

SoLUCiÔN. (Figura 31 pâg. 85.) Sea a = (1, 3) y b = (3, 1). El area del 
triângulo es 

i|a-b"| =iK1.3)-(-1,3)1 =1 = 4. 

Pasamos ahora a considerar un problema cuya soluciôn tiene un numéro 
considérable de consecuencias interesantes. Sea a un vector, b un vector no 
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FIGURA 31 


nulo, y t un numéro real cualquiera. Si a y /b se representan como los 
lados de un triângulo (figura 32), entonces el tercer lado del triângulo 
es a —rb. Consideremos fijos los vectores a y b. Comprobamos 




FIGURA 32 


con esta imagen geométrica que el lado a—/b sera de longitud mînima 
cuando a-rbsea ortogonal a b; es decir, cuando rb = Proy,, a y / = a ■ b/|b|^. 
Para demostrar esto expresamos a —rb como una combinacion lineal de 
b y b^ : 


a —tb = 


Por tanto 


(a-/b)b (a-ïb)b^ 


a- b 


U ** . i 

b +- b^. 

ib|^ 


|a-rb|^ = 


ab T 

Jb|" J 


|b|" + 


(a-bY 
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Vemos que a — ?b tiene la longitud mmima cuando t = a-b/|b|^; es decir, 
cuando 

a • h'*' 

8.14 a — tb =-— b^ = Proy^^ a. 

|b|" 

Como veremos mâs adelante, esto nos da un procedimiento para calcular 
la distancia de un punto a una recta. Por el momento lo que nos interesa 
es la identidad que hemos obtenido partiendo de 8.13 haciendo t = a- b/|b|^ : 


O bien, 


a- b 


^ (a-bY 
|bi^ 


. b/0, 


8.15 

(a-bY 

_ 

|b|a - 

ab ^ ^ 
-b 



lb| 

Calculando 

|b|a- —b 


lb|a - 

^b“ 


L ib| J 



|b| J 


, b#0. 


, obtenemos 


8.16 (a-b-*-)^ = |ap|bp —(a-b)^, 

para todo a, b en V 2 . La identidad (8.16) se verifica para b = 0, y la 
restricciôn b # 0 no se aplica a (8.16). 

Como (a • b-*-)^ ^0ya-b-‘' = 0siy solo si a y b son paralelos, obtenemos 


8.17 (a-b)^ ^ la|^|bp (desigualdad de Schwarz) 

donde la igualdad solamente se verifica si a y b son paralelos. Si a = (a,, « 2 ) 
y b = (bi,b 2 ), la desigualdad de Schwarz es équivalente a la siguiente 
desigualdad entre numéros reales: 


8.18 (aib^+a2b2Ÿ < («i^+ « 2 ^) (^ 1 ^ + ^ 2 ^) • 

La desigualdad del triângulo 6.5 es ahora una simple consecuencia de la 
desigualdad de Schwarz y del teorema 6.9 del capitulo 1, pâg. 36. 

La desigualdad de Schwarz es équivalente a 

8.19 |a-b|< (alibi. 

Como a-b < |a-bl, esto implica 

a- b < |a| lb|. 

De donde 


Esto implica 


[a + bl^ = (a+b)-(a + b) = |ap+2a-b +|bl^ 
< la!^ + 2|a| lb| + lb|^ = (|a| + |b|)^ 

|a + b| < lal + |bl. 
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Problemas 

1. Para cada par de vectores a y b exprésese a como una combinacion 

lineal de b y b-*-. 

a) a = (2, 2), b = (3, 1) b) a = (2, 2), b = (1,3) 

c) a = (-2, 2), b = (3, I) d) a = (3, I), b = (-2, 2) 

e) a = (3, -4), b = (-5,2). 

Compruébense las respuestas grâficamente. 

2. Para cada par de vectores a y b calcûlese la proyecciôn ortogonal 
de a sobre b y la componente de a en la direcciôn de b. 

a) a = (4, 2), b = (- 1,2) b) a = (2, 0), b = (0, 4) 

c) a = (- 1, 2), b = (4, 2) d) a = (3, 8), b = (-2, 6) 

(?) a = (3, 12), b = (-6, 5) /) a = (-6, 5), b = (3, 12). 

3. Un aeroplano vuela en direcciôn SE y la velocidad del viento es 

a) 60 kmph O b) 60 kmph N 

c) 60 kmph NE d) 60 kmph E, 

determinar en cada caso la componente de la velocidad del viento 1) en 
la direcciôn del aeroplano, y 2) en la direcciôn en ângulo recto a la direcciôn 
del aeroplano. 

4. En un determinado momento un automôvil estâ viajando a 55 kilô- 
metros por hora hacia arriba en una carretera cuya pendiente es 1/20 (es 
decir, cada 20 métros medidos horizontalmente la carretera se eleva 1 métro). 
i,Cuales son las componentes horizontal y vertical de la velocidad del 
automôvil? Si el automôvil pesa 2 000 kilogramos, (.cual es la componente 
en la direcciôn del automôvil de la fuerza gravitacional que opéra sobre él? 

5. Demuéstrese que Comp^ (a, + 32 ) = Comp^ a, +Compb 82 (la com¬ 
ponente de la suma es la surna de las componentes). llûstrese grâficamente 
este resultado. 

6 . Demuéstrese que: 

a) Si b y b' son paralelos y no nulos, entonces Proy,, a = Proy^- a. 

b) Si b y b' tienen la misma direcciôn, entonces Comp^ a = Comp^- a. 

c) Si b y b' tienen direcciones opuestas, entonces Comp,, a = — Comp^. a. 

7. Calcûlese el ârea de los paralelogramos con lados; 

a) a = (4, 0), b = (0, 8) b) a = (2, 1), b = (1,2) 

c) a = (4, -1), b = (-2,6). 

8 . Calcûlese el ârea de los triângulos con vértices: 

a) (0,0), (1,0), (1,2) b) (0,0), (1, 1), (4,3) 

c) (1, 1), (3,3), (5,7) d) (1,0), (0, 1), (4,2) 

e) (-5,0), (1,3), (-3, -2). 
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9. Demuéstrese que si a y b son vectores no nulos, entonces a• b = |a| |b| 
implica que a y b estân en la misma direcciôn y que a-b = — |ai ib| implica 
que a y b son de direcciones opuestas. 

10. Demuéstrese que si a y b son vectores no nulos, entonces la igualdad 
en la desigualdad del triângulo 

|a + bl ^ la| + ibl 

se verifica si y solo si a esta en la direcciôn de b. 

11. Tomando vectores horizontales (a, 0) y (ô, 0), demuéstrese que las 
propiedades fundamentales del valor absoluto de los numéros reales son 
casos especiales de las propiedades fundamentales de la longitud de los 
vectores. 

12. Demuéstrese que: la-b^l |a| |b|, expresiôn en que la igualdad se 
verifica si y solo si a y b son ortogonales. 


9. EL PLANO (ANALÎTICO) EUCLIDIANO 

La palabra “geometrla” significa “medida de la tierra”, e incluso sin 
un estudio histôrico, nuestra geometria de la escuela media nos basta para 
comprobar que, como la mayor parte de nuestros conocimientos, la 
geometria surgiô en respuesta a las necesidades prâcticas del hombre. 
La antigua geometria emplrica de los egipcios era simplemente una colecciôn 
de réglas basadas en la experiencia prâctica de la agrimensura y en la 
medida de figuras geométricas sencillas. La Gran Pirâmide se construyô 
3 900 anos antes de Cristo, y se disenô usando estas réglas empiricas. Los 
griegos desarrollaron esta geometria intuitiva y demostraron para siempre 

el extraordinario poder del pensamiento 
abstracto. El primer libro global sobre 
geometria, los Elementos de Euclides, él 
escribiô alrededor del 300 antes de Cristo. 
El texto que el lector usa en la escuela es 
una adaptaciôn de los Elementos de 
Euclides. Se comienza con un conjunto 
de postulados para puntos y rectas. Los 
puntos y las rectas son términos inde- 
finidos. Son abstracciones de la geometria 
intuitiva. La “recta” es la abstracciôn 
de un “hilo extendido”. Después de haber introducido los postulados se 
definen otros conceptos, y partiendo de los postulados se deducen siste- 
mâticamente teoremas (proposiciones). Esta formalizaciôn abstracta de la 
geometria intuitiva es muy diferente de lo que aqui estamos haciendo. 
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Estâmes ahora preparados para dar una descripciôn précisa de nuestro 
modelo analitico de un piano euclidiano. Llamamos a este modèle el 
“piano euclidiano analitico” o, simplemente, “piano euclidiano”. El piano 
euclidiano se dénota por (léase “R dos”). Los “puntos” de R^ son los 
pares ordenados (x, ÿ) de Vj. Los numéros x y y tienen que visualizarse 
como tas coordenadas rectangulares del puntoP = (x, j') (figura 33). Nuestra 
definicién de “recta” en R^ nace de nuestra realizaciôn intuitiva de que una 
recta estâ determinada por un punto Po y una direccién a (a es un vector 
no nulo) (figura 34). Los puntos P sobre la recta C que pasa por Pq en la 



direccion de a son todos puntos de la forma P = Pq + ta donde t es un 
numéro real. Estos son todos los puntos que pueden alcanzarse desde Pq 
marchando desde Pn en una direccion paraiela a a. La “distancia” en el 




piano euclidiano desde un punto Pj a un punto Pj estâ definida como 
la longitud del vector Pi—Pi desde Pj hasta Pj (figura 35). Nuestro piano 
euclidiano es, por tanto, V 2 , donde los elementos de V 2 son los “puntos” 
y donde “recta” y “distancia” han sido definidos. Damos ahora un enunciado 
formai de la definiciôn del piano euclidiano R^ 

9.1 Definiciôn. El piano euclidiano (analitico), denotado por R^, es el 
espacio vectorial bidimensional V 2 donde: 

1) los elementos (x, y) de Vj son los puntos de R^ (figura 33); 

2) un conjunto C de puntos de R^ se llama recta si hay un punto 
Pq = (-^ 0 > Jo )^y vector no nulo » = {a^, a 2 )sV 2 que (figura 34) 

C = {Po + ralteR}; 

3) la distancia, escrita d{P, ,^ 2 ), desdeF f = {x ^, y ■^) hastaP 2 -(xi.yi) 
es la longitud del vector de P, a P 2 (figura 35); es decir, 

^(Pi > P 2 ) == |P2~Pi| = y(y2~yiŸ ■ 

La recta C que acabamos de définir en 9.1 se llama recta que posa por 
el punto Pq paralela al vector {no nulo) a. Decimos que dos rectas C; y C 2 
coinciden si y solo si como conjuntos C, = C 2 ; es decir, si y solo si Cj c C 2 
y ll 2 cCj. La definiciôn de la recta t paralela a a que pasa por Pq nos 
dice —como muestra el siguiente teorema— que un punto P estâ sobre C si 
y solo si el vector de Pq a P es paralelo a a (figura 34). 

9.2 Teorema. Si t es la recta que pasa por Pq es paralela a a, entonces un 
punto P de R^ esta sobre C si y solo 5 / P—Pq es paralelo a a. 

Prueba. C = {Po + ra|teR}. Supongamos que P-Pq es paralelo a a. 
Entonces, como a es un vector no nulo, se signe que (véase el lema 5.4, 
pâg. 69) 

P—Po = ta para algün te R; 

esto implica que P = Pg + ta, y de aqui que PeC. Reciprocamente, PeC 
implica 

P = Pg + ta para algün te R. 

Por tanto P— Pq = ta, y P — Pq es paralelo a a. 

9.3 Corolario. Si C es la recta que pasa por Pg paralelo a a, entonces 
PeC si y solo si a-*- - (P—Pg) = 0. 

Prueba. Como P—Pg es paralelo a a si y sôlo si a'‘--(P—Pg) = 0, este 
corolario es una consecuencia directa del teorema 9.2. 
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9.4 Ejemplo. Determînese la recta C que pasa por Pq = (2, 3) paralela 
a a = (4, -2). ^Estân los puntos (0, 4) y (6, 2) sobre la recta? 

SoLUCiÔN. (Figura 36.) Por definiciôn 

C = {(2,3) + /(4, -2)U6R}. 

Como 

(2,4)-[(0,4)-(2,3)] = (2,4)-(-2, 1) = -4 + 4 = 0 


y 

(2, 4)-[(6, 2)-(2, 3)] = (2, 4)-(4, -1) = 8-4 = 4, 

concluimos que (0, 4) esta sobre C, pero en cambio (6, 2) no esta sobre SL. 
[El punto (0, 4) es el que corresponde a. t — — puesto que 

(2, 3)-1(4, -2) = (0,4).] 



9.5 Ejemplo. Determinese una recta que pase por los puntos Pq = (1,4) 

y P, = (5, 2 ). 

SoLUClÔN 1. (Figura 37.) Tômese a = P,— Pq = (5, 2) —(1, 4) = (4, —2). 
Entonces 

9.6 C = {Po + r(Pi-Po)} = {(l,4) + r(4, -2)} = {(l+4r,4-20} 
contiene Pq y Pj; Pq corresponde a / = 0 y P^ corresponde a t = 1. 
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FIGURA 37 


SoLUClÔN 2. (Figura 37.) Estâmes buscando una recta de la forma 

9.7 C, = {(0, 6) + x(l, m)|x6R} = {(x, wx + i))|x6R} 

quecontengaaPo yaPj • Po.Pi eCi implicaquehay numéros Xq y .Vj taies que 
Pq = ( 1.4) = (xq , mxQ + b) 

Pi = (5, 2) = (x,, wxi +b). 

Por tanto 

Xg = 1 y mx^)-^b — m + b = 4 
Xi = 5 y mx^+b — 5m + b = 2. 

Estas ecuaciones implican -4m = 2, y m = —De donde 
b — 4 — m = 4 + ^ = 

Concluimos, por tanto, que si hay una recta de la forma C, que contiene 

a Po y Pi. 

Cl = {(x, -ix + f)}. 

Es fâcil verificar que Cj contiene a Pg = (1, 4) y a P, = (5, 2). 

Esperamos que las rectas tengan la propiedad de que por un par de 
puntos distintos pase una y solo una recta. En las dos soluciones al ejemplo 
anterior obtuvimos la recta C y la recta C, que pasaban por los puntos 
Pg y Pi. Como muestra el siguiente ejemplo, C = Ci ; C y Ci son dos diferentes 
representaciones de la misma recta. 
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9.8 Ejemplo. Scan 

C = {(1+4f, 4-20UeR} y t, = {(x,-ix+-|)|xeR}. 
Demuéstrese que t = C,. 

SoLUCiÔN. PeC implicaP = (1 +4r, 4-2/) para algûn teR. Sea x = 1 +4/. 
Entonces / = i(jc—1), y 

(1+4/, 4 —2/) = (x, — ^x + y). 

De donde PeC implica PeCj ; es decir. Ce C,. Redprocamente,PeCi implica 
P = (x, -ix + |) para algûn xeR. Sea / = ^(x-l). Entonces x = 1+4/, 
y (x, -ix + f) = ( 1 +4/, 4-2/)6C. De donde C, cC. Por tanto, Cj eC y 
C e C[ ; es decir, C = Cj. 

Problemas 

1. iCuâl es la distancia de 
«) (0,0) a (3, 4)? 
c) (-1,2) a (-5, -2)? 
e) (30,45) a (52, 28)? 
g) {a, 0) a (0, b)l 

i) Po a/(P,-Po)? 

2. Demuéstrese que la distancia c?(P, ,P 2 ) de P] a P 2 en el piano eucli- 
diano R^, tiene las siguientes propiedades: 

a) d(P^, P 2 ) 5= 0; //(P,, P 2 ) = 0 implica P, = P 2 

b) c/(P,,P2) = ^/(P2,Pl) 

c) ^Pl.Ps) < ^^(Pi.P 2 ) + 4 P 2 ,P 3 )- 

3. Considérense las siguientes rectas: 

1) La recta C, que pasa por (0, 0) paralela a (1, 1) 

2) La recta C 2 que por (0, 0) paralela a ( - 1, — 1) 

3) La recta C 3 que pasa por (1,0) y (0, 1) 

4) La recta C 4 que pasa por (0, 1) y (2, 3) 

5) La recta C 5 que pasa por (0, 3) paralela a (2, 1) 

6 ) La recta Cg que pasa por (0, 3) paralela a (1, 

1) La recta C 7 que pasa por (—1,2) paralela a (1, 0) 

8 ) La recta Cg que pasa por (0, 2) y (2, 2) 

9) La recta Cg que pasa por (—1,2) paralela a (0, 1) 

10) La recta C,o que pasa por (— 1, 0) y (—1, 10). 

Determinense 4 puntos sobre cada una de las taies rectas. Compruébense 
los resultados grâficamente. 

4. îEstâ el punto ( 8 , 8 ) sobre 

a) Cl? b) C 2 ? c) C 3 ? 


b) (0,0) a (-3, -4)? 
d) (-5, -2) a (-1,2)? 
/) (x,, 0 )a(x 2 , 0 )? 
h) Po aPo + /a? 
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c) C7? 


5. ^Estâ el punto (-3, 3) sobre 

a) C 5 ? b) Cg? 

6 . Demuéstrese que; 

a) Cl = C 2 b) C 5 = 

C) tg Cg cl) C 4 ^ £7 

e) £, n £3 = {(^, -J)} f) Pi — 0 ^ g] conjunto nulo. 

7. Proporciônese, siempre que sea posible, una representaciôn ana- 
Htica de 

a) Cj b) £3 c) £4 cl) £5 

Cg /) £g g) £g b) £jq 

en la forma 

1 ) {{x, mx + b)\xeR] 

2) {(w'j + û,>')|jeR}. 

8 . Proporciônese una representaciôn analitica de la recta que pasa por 
( 0 , b) que es paralela a ( 1 , w). 

9. El conjunto {(x, 0)|x6R} de puntos de R^ se llama eje X. El 
conjunto {(0, j)|j€R} de puntos de R^ se llama eje Y. 

Demuéstrese que: 

a) El eje X es una recta. 

b) El eje Y es una recta. 

c) El origen (0, 0) es el punto de.intersecciôn del eje A' y el eje Y. 

10. Encuéntrense los puntos de intersecciôn de 

û) C, b) £3 c) £7 d) £g e) £g 

con 1) el eje A' y 2) el eje Y. 

11 . Identiflquense cada uno de los siguientes conjuntos de puntos en R^ : 

a) {(2, l) + t(3, -IjlreR) 

b) {(2 + 3^, 1 —^jls'eR} 

c) {(l-O(3,0) + r(2,5)|?eR} 

d) {(l-OPi + tPzUeR} 

e) {(x, y)\y = 2, xeR} 

f) {{x,y)\x = 2t+\,y -2t + A,teR} 

9 ) {(x, >')!>' = 2x-5, xeR} 

h) {(l, 2 ) + t(l, l)l/e[ 0 ,oo>} 

i) {(1,2) + /(1, 1)|/6<0,1>} 
i) {(1,2) + /(1, 1)|/6I0, 1]} 

k) El conjunto de todos los puntos P = (x, y) donde 
X = s 

y = — 35 + 5 , seR 
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/) El conjunto de todos los puntos P — (^, y) taies que 

y = 3x + 5, xeR 


m) {(x, j)|x^+/ = 16} 

n) {(x,y)\{x-XoŸ + iy-yoŸ = a^}- 


10. PARALELISMO DE RECTAS 

En esta secciôn definimos el paralelismo de rectas y derivamos algunas 
de las propiedades fundamentales de las rectas. 

Hemos dado a la recta C = {Po + /al/eR} el nombre de “recta que 
pasa por Pq paralela a a”. Como hemos visto en la secciôn anterior, la 
misma recta puede tener muchas representaciones anallticas diferentes. 
Mostraremos ahora que si C es la recta que pasa por Pq paralela a a y si Qo 
esta sobre C, la recta C es también la recta que pasa por Qo paralela a a. 
Esto identifica dos representaciones analiticas diferentes de la misma recta. 

10.1 Lema. Si Qo està sobre la recta t= {Po + talteR}, enfonces 
Z = {Qo + ^aljeR}. 



Prueba. (Figura 38.) Sea Ci = {Qo+ 5 a| 5 eR}. Bajo la hipôtesis de que 
QoeC = {Po + ta|? 6 R}, queremos demostrar que C = Ci. Como QqeC, 
sabemos que Qq—P o ss paralela a a. Pero 

P-Po = (Qo-Po) + (P-Qo). 

y, como Qo-Po es paralela a a, P-Pq es paralela a a si y solo si P-Qo 
es paralelo a a (problema 4, secciôn 5). De donde PeC si y sôlo si PeCj. 
Por lo tanto, C = Ci. 

El siguiente lema nos permite también identificar representaciones 
analiticas diferentes de la misma recta. 

10.2 Lema. Sean Ci = {Po + taj/eR} y ^2 = {Po + -sb|a 6 R} an par de 
rectas que pasan por Pq. Cj = C 2 j sôlo 5 / a j' b son paralelos. 
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Prueba. Sea P, un punto de C, distinto de Pq; es decir, P,-Pq ^ 0. 
(P] = Po + a es tal punto). Entonces P, —Pq es paralelo a a. Supongamos 
que C, = Entonces PjeCj, y esto implica que P, -Pq es paralela a b 
Por tanto, como a y b son paralelos al mismo vector no nulo Pj— Pq, 
a y b son paralelos. Para probar el reclproco, comenzamos con la hipôtesis 
de que a y b son paralelos. Entonces P -Pq es paralelo a a si y solo si P-Pq 
es paralelo a b; es decir, PeC, si y solo si P 6 C 2 • De donde a y b paralelos 
implica Cj = Cj. Esto compléta la prueba. 

10.3 Definiciôn. Dos rectast^ = {Po + ralteR} je 

^2 = {Qo + ib|jeR} 

se dice que son paralelas 5/ a y b son paralelos. 

El lema 10.1 y el lema 10.2 nos dicen entonces que dos rectas coinciden 
si y solo si tienen un punto en comùn y son paralelas. Por ejemplo, si 
^1 = {Pq + ^s} = (PQ + ra'}, entonces a y a' son paralelos. Una de las 
razones para senalar esto es que se nos présenta la cuestion —y éste es un 
punto delicado— de si la definiciôn que hemos dado de paralelismo de 
rectas es satisfactoria. La definiciôn no séria satisfactoria si dependiese 
de las representaciones analiticas particulares elegidas para las rectas. 
Supongamos, por ejemplo, queC, = {Pô + ra'|/-€R} es otra representaciôn 
analitica de C,. Entonces a y a' son paralelos, y a es paralelo a b si y sôlo 
si a' es paralelo a b. La definiciôn de paralelismo no dépende de la 
representaciôn analitica particular elegida. 

El mas famoso de los postulados de Euclides es su postulado 5. Es 
équivalente a; “por un punto dado puede trazarse una y sôlo una paralela 
a una recta dada”. Este es el llamado “postulado de las paralelas”. Hubo 
un periodo —desde 300 anos antes de Cristo hasta el comienzo del 
siglo XIX — en que se sospechô que este postulado no era necesario. Muchas 
personas creian que séria posible derivar este postulado como una conse- 
cuencia de otros postulados de Euclides. Los intentos de conseguir esto 
fallaron y finalmente condujeron al descubrimiento y estudio de geometrias 
no euclidianas y al establecimiento del hecho de que, en contra de lo que 
se habia sospechado, el postulado de las paralelas es independiente de los 
otros postulados. Mostraremos ahora que este postulado de la geometria 
euclidiana axiomâtica se satisface en R^. Si asi no fuera, nuestro modelo 
analitico no se llamaria piano euclidiano. 

10.4 Teorema. Para coda punto Qq en R^ y cada recta C en R^, hay una 
y sôlo una recta que pasa por Qq paralela a C. 

Prueba. Sea C = (Po + ta). Entonces L( = {Qo + ta} es una recta que 
pasa por Qq paralela a C. Supongamos que C 2 es cualquier otra recta 
que pasa por Qq paralela a a. Entonces, por el lema 10.1 C 2 = {Qo + tb}. 
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Como £-2 es paralela a C, b es paralela a a, y segùn el lema 10.2 £ 2 =^ 1 - 
C, es, por tanto, la ünica recta por Qo paralela a C. 

10.5 Corolario. Si C es una recta y Qo un punto no sobre C, entonces la 
recta C' por Qô paralela a C no intersecta a C. 

Prueba. Si c y C' se intersectasen, entonces por 10.4 C = C'. Esto 
contradice la hipôtesis de que Qq no esta sobre C. 

10.6 Ejemplo. Determinese la recta C que pasa por el punto (1, —3) 
paralela a la recta que pasa por (—5, 8) y (3, 0). 

SoLUCiÔN. (Figura 39.) La recta C es paralela a (3,0)-(-5, 8) = (8, -8) 
= 8(1, - 1), De donde C es la recta que pasa por (1, —3) paralela a (1, -1), 

y 

c = {(1, -3) + /(l, -1)} = {(1 + r, -3-r)}. 
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La soluciôn puede también describirse diciendo que C es el conjunto de 
todos los puntos P = (x, y) donde 

.V = 1 + r 

y = — 3 —L reR . 

Nota. A las ecuaciones del anterior par se les llama ecuaciones 
paramétricas de la recta. Por ejemplo, las ecuaciones 

10.7 .\' = .Vo+tr7r 

y = yo~\r tüj^ /G R, 

son ecuaciones paramétricas de la recta 

t= {(xo + /a, ,>'o + ?«2)|/6R} = {(-Vo, >'o) + Kai - Û2)|/eR}. 

Las ecuaciones paramétricas 10.7 representan la recta que pasa por 
(■^0 - yo) paralela a (ûi, a^)- 

10.8 Corolario. Para cada par de puntos distintos en el piano euclidiano R^ 
hay una y solo una recta que pasa por ellos. 

Prueba. Sean Qo y Q, puntos distintos de R^. Entonces Qj—Qo es un 
vector no nulo, y 

t = {Qo + ?(Q,-Qo)UeR} = {(l-OQo + 'QiUeR) 

es una recta que pasa por Qo y Qi i Qo corresponde a t = 0 y Q, corresponde 
a / = 1. Supongamos que C, es también una recta que pasa por Qo y Qi ■ 
Entonces 

= {Qo + -$a|ieR}. 

Pero Q, eCi implica Q, -Qo es paralela a a. Por tanto, C es paralela a C,, 
y de acuerdo con el teorema 10.4 £ = C,. 

10.9 Ejemplo. Identifiquese la recta t dada mediante las ecuaciones 
paramétricas 

X = t 

y = mt + b, reR. 


Soluciôn 1. 

£ = {(x,y)\x = t,y = mt + b, /eR} = {{t, mt + b)\teR} 

= {(0,b) + t{\,m)\teR}. 

De donde £ es la recta que pasa por (0, b) paralela a (1, m). 

Soluciôn 2. Tomando / = 0 y luego r = 1, obtenemos dos puntos 
distintos (0, b) y {l ,m + b) sobre £. Por tanto, £ es la recta que pasa por 
(0, y (1, m + b). 


98 Cap. 2 Geometn'a anal ftica plana 



Problemas 

Considérense las siguientes rectas: 

1) La recta Cj que pasa por (5, 0) paralela a (1, 1) 

2) La recta Cj que pasa por (2, 3) y (7, 8 ) 

3) La recta que pasa por (—1, I) y (0, 3) 

4) La recta C 4 que pasa por ( — 3, 4) y (2, 9) 

5) La recta C 5 que pasa por ( — 3, 4) y (117, 244). 

1 . tCuâles de las anteriores rectas son paralelas? 

2. Determlnese la recta que pasa por (1, — 6 ) paralela a: 

a) C, b) £2 c) C 3 d) £4 e) C 5 . 

3. Determlnense todas las paralelas a; 

a) El eje X 

b) El eje Y 

c) La recta que pasa por {a, 0) y (0, b). 

4. Pruébese que rectas no paralelas se intersectan cuando mas en un 
punto. 

5. Determlnense los puntos de interseccion de 

û) Ci b) C 3 c) C 3 d) £4 e) C 5 

con el eje X. 

6 . Determlnense los puntos de interseccion de 

«) C, b) C 3 c) C 3 d) £4 e) £5 

con el eje Y. 

1. Demuéstrese que iPo + iP] es el punto sobre la recta que pasa 
por Po y Pi équidistante de P^ y P, (P^ / P,). 

8 . ^Cuâl es la significaciôn geométrica de los puntos 

iPo+fP* y fPo+iPi? 

9. Demuéstrese que très puntos Pj, P 2 y P 3 se encuentran sobre una 
misma recta (es decir, son colineales) si y solo si P 2 -P 1 y P 3 -P 1 son 
paralelos. 

*10. Demuéstrese que IP 2 -PJ + IP 3 -P 2 I = IPa-P,] implica quePj, 
P 2 . y P 3 son colineales. 

*11. Un punto P se dice que esta entre Pi y P 2 si P Pi, P ^ P 2 , y 
|P~Pil + |P 2 -P| = |P 2 -Pil' Pruébese que el conjunto de todos los 
puntos entre Pi y P 2 es 

{(l- 0 Pi+tP 2 |te< 0 , 1 ». 
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11. ORTOGONALIDAD DE RECTAS. 
ECUAClÔN DE UNA RECTA 


Como con el paralelismo de rectas, definimos la ortogonalidad de rectas 
en términos de los vectores que especifican sus direcciones. 

11.1 Definidôn. Un vector n y ma recta t = {Po + /a} se dice que son 
ortogonales si y solo si 2i y a son ortogonales. Dos rectas C, = {Po + ?a} y 
^2 = {Qo + ib} se dice que son ortogonales si y solo si a y h son ortogonales. 



Aqul también necesitamos asegurarnos de que esta definicion no dépende 
del vector elegido para representar la direcciôn de la recta. Como los 
vectores que especifican la direcciôn de una recta son siempre no nulos, 
esta independencia es una consecuencia del teorema 7.14 (pâg. 77). 

Sea Pq un punto de y sea n un vector distinto de cero (figura 40). 
Entonces la recta C que pasa por Pq paralela a a = es una recta 

por Pq ortogonal a n. El vector n es llamado normal a la recta. Cualquier 
otra recta que pasa por Pq ortogonal a n es paralela a a = — n^. De donde t 
es la recta que pasa por Pq ortogonal a n. Segùn el corolario 9.3, pâg. 90 
(como a-^ = n) C es el conjunto de todos los puntos P en que satisfacen 

11.2 n-(P-Po) = 0; 

C = {Pln-(P-Po) = 0}. La ecuaciôn 11.2 se dice que es una ecuaciàn 
de la recta C que pasa por Pq ortogonal a n. 

11.3 Ejemplo. Determînese la recta SI que pasa por (1, 5) ortogonal a la 
recta Ci que pasa por (1,5) y (3, 8). 
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SoLUCiÔN 1. Cj es paralela a (3, 8) —(1,5) = (2,3). La recta t es, por 
tanto, la recta que pasa por (1, 5) paralela a (2, 3)^ = ( — 3, 2); es decir, 

C = {(l,5) + /(-3,2)}. 

Son ecuaciones paramétricas para C 

X = \ —3t 
C: 

y = 5 + 2r. 

SoLUCiÔN 2. c es la recta que pasa por (1,5) ortogonal a (2,3). Una 
ecuaciôn para C es 

C: (2,3)-(P-(l,5)) = 2(x-l) + 3(>;-5) = 0 

O 

C: 2x + 3y = 17. 

Consideremos ahora una ecuaciôn de la forma 


11.4 ax + by = c, 

donde a, ô, ceR y + # 0. Con n = (a, Z») y P = (x,y) esta ecuaciôn 

es équivalente a la ecuaciôn 


11.5 nP = c. 

Dividiendo ambos miembros de esta ecuaciôn por |n|, obtenemos 


11.6 


= Comp„ P = — 
Inl In| 
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La ecuaciôn 11.5 es, por tanto, équivalente a la afirmaciôn de que el 
componente de P en la direcciôn de n es una constante, siendo la constante 

Q 

c/|nl (figura 41). Sea Pq = —3 n. Entonces n-P,, = c. y la ecuaciôn 11.5 

|nr 

es équivalente a la ecuaciôn 

n-(P-Po) = 0. 

El conjunto de todos los puntos P que satisfacen 11.4 u 11.5 es, por tanto, 
una recta ortogonal a n. Una ecuaciôn de la forma 11.4 se llama ecuaciôn 
lineal. Hemos demostrado, por tanto, que toda ecuaciôn lineal es h 
ecuaciôn de una recta. 

La distancia de un punto Q a una recta Si —denotada por (/(Q,!!) — 
es la distancia de Q a C medida a lo largo de una recta ortogonal a t 



(figura ^2); es decir, d(Q,t) es la distancia mâs corta de Q a II. Sea II la 


recta cuya ecuaciôn es 11.5. El punto Pg 


c 



secciôn de C con la recta que pasa por el origen paralela a n. Por tanto 
|c|/|n| es la distancia del origen a la recta C. Si c > 0, la recta se alcanza 
yendo del origen la distancia |c|/|n| en la direcciôn de n. Si c < 0, la recta 
se alcanza recorriendo la distancia |c|/in| en la direcciôn opuesta a la de n. 

Sea C una recta cualquiera y sea n un vector no nulo cualquiera ortogonal 
a C (figura 42). Si C es paralela a a, podemos siempre elegir n = a^. Sea Pg 
cualquier punto sobre C. La distancia de Q a C es entonces (problema 5) 


11.7 


d(Q, C) = |Comp„(Q-Po)| = 


fQ-Po) 
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11.8 Ejemplo. Identifiquense las rectas 


a) C, ; 3x — 4y = 0 

b) C 2 ' 4x+y = 8. 


tCuâl es la distancia de C 2 al origen? 


SoLuciÔN. a) Cj es la recta que pasa por el origen ortogonal a (3, —4). 

b) C 2 2 S la recta que pasa por el punto (0, 8) ortogonal a (4, 1). 


^( 0 ,1:2) = ^ 

n 


8 

VÏ7 



11.9 Ejemplo. Determinese la distancia del punto (2, -3) a la recta t que 
pasa por el punto (0, 5) y es paralela a (I, —2). 


SoLUCiÔN. (Figura 43.) tl es ortogonal a (2, I ), De donde 


d{{2,-3)S) 


[(2, -3)-(0. 5)] 


( 2 , 1 ) 

s/T 


|4-8| 


= 4/J5. 
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El conjunto <Po,Pi> de puntos en definido por 


11.10 <Po,Pi> = {Po + ?(P,-Po)Ue<0, 1>} 

= {(l-OPo + /P,Ue<0, 1>} 

se llama segmenta rectilineo abierto de puntos extremos Pq y P, (figura 44). 



El conjunto [Pq.Pi] de puntos en definido por 

[Po,P,] = {Po + /(Pi-Po)Ue[0, 1]} 

= {(l-/)Po + /P,|?€[0, 1]} 

se llama segmenta rectilineo cerrado de puntos extremos Pq y Pj. 

La longitud de un segmento rectilineo se define como la distancia entre 
sus puntos extremos. 

Los segmentos rectillneos se encuentran en la recta que une sus puntos 
extremos. El segmento rectilineo cerrado contiene sus puntos extremos. El 
segmento rectilineo abierto no los contiene. El punto 

Po + i(P,-Po) = i(Po+P,) 

es équidistante de Pq y Pi y se llama punto medio de (Pq.Pj) y [Pq.Pi] 
(figura 44). La mediatriz de un segmento rectilineo [Pq.P]] (o <Pq,Pi» 
es la recta que pasa por el punto medio de [Pq.Pi] ortogonal a la recta 
que pasa por Pg y por Pj (figura 45). Una ecuaciôn para la mediatriz C 
de [Po,Pi] es, por tanto, 

11.11 (Pi-Po)-[P-i(Po+Pi)] = 0. 

11.12 Ejemplo. Muéstrese que la mediatriz de un segmento rectilineo es 
el conjunto de todos los puntos que equidistan de sus puntos extremos. 

SoLUCiÔN. (Figura 45.) Sea C la mediatriz de [Pg.Pi], Pg # Pi. La 
ecuaciôn 11.11 es una ecuaciôn de C. Un punto P estâ sobre C si y sôlo 
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FIGURA 45 


si i(Pi~Po) SS ortogonal a P —^(Po + P,). Segùn la definiciôn 6.6 de 
ortogonalidad (pâg. 72) esto significa que P esta sobre C si y solo si 

ii(P)-Po)+[P-i(Po+P.)]l = li(P,-Po)-[P-i(Po+Pi)]l; 

es decir, si y solo si 

IP-Pol = |P.-P|. 

De donde C es el conjunto de todos los puntos équidistantes de Pq y P,. 

Problemas 

1. Proporciônese una ecuaciôn para cada una de las siguientes rectas; 

a) La recta que pasa por (2, - 1) ortogonal a (2, 8 ) 

b) La recta que pasa por (2, - 1) paralela a (2, 8 ) 

c) La recta que une los puntos (1, 3) y (4, 2) 

d) La recta que pasa por el punto (-2, 0) ortogonal a la recta definida 
en b 

e) La recta que pasa por los puntos P^ = (jCq, j'o) Y Pi = (jfi .Ji) 

/) La recta que pasa por el punto paralela a (1, m). 

2. Sean 

1) Cl, la recta que pasa por (1, 4) y (2, —3) 

2 ) C 2 , la recta que pasa por el origen paralela a ( 1 , 7 ) 

3) C 3 , la recta {(2/-1, 3/ + 2)} 

4) C 4 , la recta cuya ecuaciôn es 2x + 3>’ = 4. 

Determînense si los siguientes pares son o no ortogonales : 

«) ^1 y ^2 b) C, y C 3 c) C, y C 4 

^2 y e) C 4 y C 3 /) C 2 y C 4 . 

3. Identifiquense las rectas cuyas ecuaciones son 

d) 3x-2y = 0 b) 2y + lx = 14 

c) 2(x —3) + 4(j' + 2) = 0 d) y = 2x + l. 
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4. Determinense las distancias al origen de las rectas a continuaciôn 
dadas. 

a) C, : 4x —= 10 

è) Cj • 7x+ = 18 

c) C 3 ; la recta que pasa por (1, 3) paralela a (1, 1) 

d) SiX = 5 — 21 

y = -2 + 4 1 . 

5. Derivese la ecuaciôn 11.7. 

Sugerencia : Nôtese que 

Q-Po = Proy,(Q-Po) + Proy„(Q-Po). 

Por tanto Pq + Proy^ (Q-Po) = Q-Proy„ (Q-Pq). 

6 . Determinese la distancia del punto (5, 2) a cada una de las rectas 
del problema 4. 

7. Demuéstrese que [Pq, P,] es el conjunto de todos los puntos P con la 
propiedad de que 

|P-Pol + |P,-P| = lP,-Po|. 

8 . Determinese la mediatriz del segmente rectilineo con puntos 
extremos P(j, Pi. 

a) Po = (a, 0) y P, = (7>, 0) 

b) Po = ( 1 , 0 ) y Pi = ( 0 , 1 ) 

c) Po = (2, 3) y P. = (-7,5) 

d) Po = (13, -18) y P, = (28,35) 

e) Po = (5, - 8 ) y P, = (-3,8). 

9. Proporciônense ecuaciones paramétricas para cada una de las rectas 
del problema 3. 

10. Demuéstrese que los puntos fPo + iPi y 3 P 0 +IP 1 trisectan el 
segmente rectilineo [Pq.P,]. 

11. Localicense los puntos que trisectan a Pq, Pj donde; 

a) Po = (0, 0) y Pi = (3, 0) 

b) Po = (0, 0) y P, = (3, 3) 

c) Po = (3, -5) y Pi = (-7, -12) 

d) Po = (5,0) y P, = (13,-11). 

12. Una circunferencia C(Po,r) con centra Pq y radio r (r > 0) es el 
conjunto de todos los puntos P cuya distancia a Pq es r; es decir 

e(Po,r) = {P| IP-Pol = r}. 

Demuéstrese que si un par de circunferencias se intersecta en dos puntos, 
entonces la recta que une los centros de las circunferencias es ortogonal 
a la recta que pasa por los puntos de intersecciôn de las circunferencias. 
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13. Sean n-(P— Pg) = 0 y n'-(P —P^) = 0 ecuaciones de las rectas 
C y C' respectivamente. Demostrar que C y C' son paralelas si y solo si n y n' 
son paralelos. 

14. Demostrar que a través de très puntos no colineales pasa una y 
solo una circunferencia. (Puede usarse el teorema 12.6.) 

15. Determinese tanto analitica como grâficamente el punto équidistante 
de: 

a) (0,0), (0,2)y (1, 1) 

b) (1,0), (1,4) y (3,2) 

c) (4,6), (-3, -l)y (5,5). 


12. INTERSECCIÔN DE RECTAS. ECUACIONES 
LINEALES SIMULTÂNEAS 

Antes de comenzar a considerar el problema de la intersecciôn de 
rectas, ampliaremos el teorema 8.1 (pâg. 80). Este teorema nos dice que 
todo vector a puede expresarse como una combinaciôn lineal de b y 
(b ^ 0). Demostramos que este teorema es cierto si b y b^ se reemplazan 
por cualquier par de vectores no paralelos. 

12.1 Definicion. Los vectores a y h se dice que son linealmente indepen- 
dientes si ja + tb = 0 implica s = 0 y t = Q. Si a y h no son linealmente 
independientes, se dice que son linealmente dependientes. 

La dependencia lineal de los vectores a y b es, por tanto, équivalente 
a la existencia de numéros 5 y /, no ambos cero, taies que ja + /b = 0. 
No es dificil ver que es una consecuencia directa de la definicion de 
paralelismo entre vectores que los vectores a y h son linealmente depen¬ 
dientes si y solo si a y b son paralelos (problema 11). Probamos este 
resLiltado, pero hacemos uso del hecho de que en los vectores a y b son 
paralelos si y solo si a^’^-b = — a-b^ = 0. Hacemos esto porque este 
método de prueba es mas cercano a los métodos que en esta secciôn se usan. 

12.2 Teorema. Los vectores a / b son linealmente independientes si y 
solo a J b no son paralelos. 

Prueba. Supongamos que a y b son no paralelos y que ^a-l-tb = 0. 
Entonces a^ • b = — a • b'*' 0, y 

a^-(Æa4-fb) = /(a-‘'-b) = 0 
b^-(Æa-t-tb) = j(b-‘^-a) = 0. 

De donde s = Qy t = 0. Hemos demostrado por tanto que a y b no paralelos 
implica a y b linealmente independientes. Supongamos ahora que a y b son 
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paralelos. Entonces, para algùn numéro real r 
a = rb O b = ra. 

De donde 

a —rb = 0 O ra —b = 0; 

es decir, existen nùmeros j y /, no ambos cero, taies que ^a + fb = 0 
(s'= 1, t = —r O s = r, t = — I), y ay b son linealmente dependientes. 
Esto compléta la prueba. 

El siguiente teorema es una extension del teorema 8.1, pâg. 80 (figura 46). 

y 

y 

y 

y 

y 

y 



12.3 Teorema. 5/ a y b son linealmente independientes no {paralelos), 
entonces para cada vector c hay numéros ûnicos s y t taies que c = ^a + rb. 


Prueba. Supongamos que c = ^a + /b. Entonces 

a^c = /a^b 
b'‘'-c = 5'b'‘'-a. 


Como a-'-’b = — b-'^-a # 0, 


/ = 


c 


a^ b 


12.4 



Si 5 y r existen, son ûnicos y estân dados por 12.4. Con a = {ax,a 2 ), 
b = (fij, b^), y c = (Ci, Cj), es inmediato verificar que éstas son soluciones 
(problema 4). 


12.5 Ëjemplo. Exprésese c = (7, -lyt) como una combinaciôn lineal de 
a = (3, 1) y b = (1,2). 
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SoLUCiÔN. (Figura 47.) Como a-‘'-b = (—1,3)-(1,2) = 5, los vectores no son 
paralelos, y sabemos que hay nùmeros ûnicos s y t taies que c = ia + tb. 



FIGURA 47 


Tomando productos escalares de c con a-^ y b-^, obtenemos 

, = ^ = (-^3)-(7.Y) 2 

a"b 5 


s = = (- 2 , 1 )-( 7 ,-‘ 3 ^) ^ 5 

b'*' • a — 5 3 

COMPROBACIÔN 

1(3, 1) + 2(1,2) = (7,1 + 4) = (7,Y)- 

Sabemos que las rectas paralelas o no se intersectan o coinciden. Sabemos 
también que las rectas no paralelas se intersectan cuando mâs en un punto. 
Probaremos ahora que todo par de rectas no paralelas se intersecta. As! 
pues, si tenemos rectas distintas (Cj A C 2 )) son paralelas y no se intersectan 
o no son paralelas y se intersectan en un y solo en un punto. 

12.6 Teorema. 5"/ Ci J ^2 rectas no paralelas en el piano euclidiano R^, 
entonces se intersectan en y solamente en un punto. 

Prueba. (Figura 48.) Sabemos que C, y tienen cuando mâs un punto de 
intersecciôn. Mostraremos que, como consecuencia del teorema 12.3, 
Cl y C 2 se intersectan. Sean C; = {Po + walweR} y Cj = {Qo + nblreR}. 
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Ci y C 2 no paralelas implica a y b no paralelas (linealmente independientes). 



Entonces existen nùmeros .9 y / taies que (con c = Pq-Qo) 
c = Pq-Qo = ^a + /b. 

De donde 

P() — ia = Qq + ? b. 

Por tanto, el punto P = Pg —^a = Qo + /b esta tanto en il, como en C 2 y 
es el punto de intersecciôn de L, y £ 2 - 

Los siguientes ejemplos ilustran métodos para la determinaciôn de la 
intersecciôn de rectas. 
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12.7 Ejemplo. Determmese la intersecciôn de las rectas 
C, = {(4,6) + i(l,2)lieR} 

y 

= {(5,2) + /{l, -1)|/6R}. 

SoLUCiÔN 1. (Figura 49.) Como (1, 2)'^-(l, —1) = ( — 2, 1)-(1, — 1) = -3, 
sabemos que las rectas no son paralelas, y la intersecciôn es un punto P. 
Por tanto para algùn 5, te R 

P = (4, 6) + î(l,2) = (5, 2) + /(l, -1). 

Por consiguiente 


12.8 i(l,2)-t(l, -1) = (1, -4). 

Tomando el producto escalar de estaecuaciôn con el vector (1,2)^ = ( —2, 1), 
obtenemos 


de modo que 


-(-2, 1)-(1, -1)/ = (-2, 1)-(1, -4), 


3? = -6, 


De donde 

P = (5,2)-2(l, -1) = (3, 4). 

Para comprobar este resultado tomamos el producto escalar de la ecua- 
ciôn 12.8 con (1, - 1)-^ = (1, 1). Obtenemos entonces 

= -3, i = -1, 

y 

P = (4, 6)-(l,2) = (3,4). 

SoLUCiÔN 2. La ecuaciôn 12.8 puede también resolverse como sigue 
(recuérdese que sabemos que la ecuaciôn tiene una soluciôn): 

^(1,2)-/(1, -I) = (1, -4) 

(s-t, 2s + t) = (1, -4) 

J s-t = 1 
[2s + t = -4 


j s = 1 + t 

I 2(l+t) + f = -4 
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Calculando el punto de intersecciôn y al mismo tiempo comprobando, 
obtenemos 

P = (4, 6)-(l,2) = (5, 2)-2(l, -1) = (3,4). 

12.9 Ejemplo. Determinese la intersecciôn de la recta C, que pasa por 
(0, 1) y (2, 4) y la recta Z 2 que pasa por (—2, 3) y (2, 9). 

SoLUCiÔN 1. C, es paralela a (2,4) —(0, 1) = (2,3) y C 2 es paralela a 
(2, 9) —( — 2, 3) = (4, 6 ) = 2(2, 3). Luego C, y Cj son paralelas. Como 
(0, 1) no esta sobre ll 2 (( 0 , 1) —( —2, 3) = (2, —2) y (2, —2) no es paralelo 
a (2, 3)), las rectas C, y C 2 no se intersectan. 

SOLUCIÔN 2 . 

b, = {(0, l) + ^(2, 3)1 
1:2 = {(-2,3) + r(2, 3)]. 

Supongamos que las rectas se intersectan; es decir, para ciertos s y t, 

(0, 1) + 5(2, 3) = (-2,3) + /(2, 3). 

Multiplicande por (2, S)-*- = ( — 3, 2), obtenemos 

(0, l)-(-3, 2) = (-2, 3)-(-3, 2) 


La hipôtesis de que las rectas se intersectan nos lleva a una contradicciôn. 
Por tanto, las rectas no se intersectan. 


12.10 Ejemplo. Determinese la intersecciôn de las rectas cuyas ecuaciones 
son 


il] : 2x— 3_y = 5 


12.11 


C 2 : 4x+ y' = 8. 


SoLuciÔN. Las rectas son paralelas si y sôlo si sus normales (2, —3) 
(4, 1) son paralelas 

(2, -3)^-(4, I) = (3,2)-(4, 1) = 14. 

Por tanto, las rectas no son paralelas. El par de ecuaciones es équivalente a 
{2x-3y, 4x+y) = x(2, 4)+y(-3, 1) = (5, 8). 

[Nôtese que los vectores (2,4) y ( — 3,1) estân en columnas en la 
ecuaciôn 12.11.] 
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De donde 


Por tanto 


(-1, -3)-(2,4)x = (-1, -3)-(5, 8) 
(-4, 2)-(-3, l)j = (-4, 2)-(5, 8). 

_ -5-24 _ M 
~-2-12 ~ 14 


y 

-20 + 16 -4 ^ 

^ 12 + 2 ~ 14 ~ 7 ' 

El punto de intersecciôn es — f). 

COMPROBACIÔN. 

2(f|)-3(-4)=4f = 5 

= ¥ = 8 . 

El siguiente teorema es una consecuencia directa del teorema 12.6. 

12.12 Teorema. Las ecuaciones lineales simultàneas 

aiX+biy = Cl 

a2X+b2y = C2 

tienen una soluciôn mica (x, y) si y solo si (Oi, b^) y ( 02 , * 2 ) no son paralelos 
[ej decir, si y sôlo si (oi, 6 ,)^-(a 2 , * 2 ) = 0 , 62 - 02*1 # O]’ 

Prueba. Si consideramos estas ecuaciones como ecuaciones de rectas, 
entonces una soluciôn (x, y) de las ecuaciones corresponde a un punto de 
intersecciôn de las rectas. De aqui que las ecuaciones tengan una soluciôn 
ùnica si y sôlo si las rectas no son paralelas; es decir, si y sôlo si 

12.13 (« 1 , 61 )^-( 02 , 62 ) = 0 , 6 ^- 026 , = (o,, 02 )-^-( 61 , 62 ) 9 ^ 0 . 

Esto compléta la prueba. 

La ecuaciôn 12.13 expresa el hecho de que los vectores (o,, *,) y 
(fl 2 , * 2 ) son paralelos (linealmente dependientes) si y sôlo si los vectores 
('ïi>« 2 ) y ( 61 , 62 ) son paralelos. La cantidad 0 , 62 - 026 , se dénota a 
menudo por 

Oi 6, 

02 62 

y se llama “déterminante”. 
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Problemas 

1. Exprésese c como una combinaciôn lineal de a y b, cuando 

a) a = (1,0), b = (0, I), c = (3, -2) 
è) a = (1,0), b = (1, 1), c = (3, -2) 


c) a 


1 


(1,1), b = -(-1,1), c = (3, 

.f2 


n/2 

d) a = (2, 1), b = (-1, I), c = (3,4) 


- 2 ) 


llûstrese grâficamente. 

2. Si a y b son ortogonales y de longitud unitaria (dos vectores asi 
relacionados se llaman a veces vectores orlonorinales), demostrar que 

c = (ac)a4-(bc)b. 


3. Demuéstrese que : 

a) a b = a^ b^ 

b) a^ ■ b = — b^ • a 

c) (b^ c)a-(a^-c)b es paralelo a c. 

4. Verifiquese que 12.4 da una soluciôn de c = 5 a +/b. 

5. Determinese la intersecciôn de: 

a) {(-4,0) + 5 ( 1 , 2 )} y {(0, l) + /(2, -3)}. 

b) La recta que pasa por el punto (2, 3) paralela a (1, ;^) y la recta que 
pasa por el punto (2, 3) paralela a (1, — j). 

c) La recta que pasa por los puntos (1, O) y (0, I) y la recta que pasa 
por el origen paralela a ( 1 , 1 ). 

d) La recta que pasa por los puntos (3, 7) y (9, 10) y la recta que pasa 
por ( 2 , - 1 ) y ( 11 , 8 ). 

e) La recta que pasa el punto (4, 2) ortogonal al vector (5, 3) y la recta 
que pasa por el punto (— I, — I) paralela a la recta cuya ecuaciôn es 
\0x — 6y = 3. 


6 . Determinense todas las soluciones de cada uno de los siguientes 


pares de ecuaciones lineales. 

a) x — y = 2 
x + y = 2 
c) 6x-9y = 15 
x-iy = 1 
(?) x—y = 0 
x + y = 0 


b) 7)X + 2y = 1 
— x + Ay = 3 
d) ()X — 9y = 15 
x-ly = 1 
/) 3x + 2 ^ = 0 
x — 2y = 0 


7. Las ecuaciones 


a^x + h^y = 0 
a2X + b2y = 0 
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se dice que son homogéneas. La soluciôn x = 0, j = 0 se dice que es 
la soluciôn trivial. Demuéstrese que el par de ecuaciones homogéneas 
tiene soluciones no triviales si y solo si 

(a,, a 2 )-^-(bi , Ô 2 ) = ajôj —a 2 Ôj = (oi, b^}^ ■( 02 , Ô 2 ) = 0. 


i,Cuâl es el significado geométrico de este resultado? 

8 . ^Cuâles son las soluciones no triviales, si existen, de los siguientes 
pares de ecuaciones homogéneas? 

a) 3x-2y = 0 b) 4x+iy = 0 

2x-3y = 0 8x+j = 0 


c) 9x~21y = 0 
-3x + 9y = 0 


d) -4x+5y = 0 
3x + ly = 0 


9. ^Para qué valores de X tiene soluciones no triviales el siguiente par 
de ecuaciones? 


3x —2>’ = Ax 
— 2x+3y = Xy. 


tCuâles son las soluciones? 

10. Si la velocidad v de una particula es un vector constante y si la 
particula comienza en Pq en el instante Iq, la posiciôn P de la particula en el 
instante / es P = Po + (?-fQ)v. La recta C = {Po + (t-?o)vl?eR) se llama 
trayectoria de la particula. La particula pi tiene una velocidad Vj = (100, 30) 
y comienza en el origen en el tiempo t = 0. Una segunda particula P 2 tiene 
una velocidad Vj = (50, -30) y comienza en (0, 270) en el tiempo t = 0. 
i,Dônde se intersectan las trayectorias de las dos particulas ? ^Chocan las 
particulas? i,En qué instante debe dejar la particula p^ el origen para que 
choque con pj ? 

11. Pruébese directamente por la definiciôn de paralelismo que a y b 
son linealmente dependientes si y solo si a y b son paralelos. 

12. Très vectores a, b, y c se dice que son linealmente inaependientes si 

ra + ib + tc = 0 


implica r = s = t = 0. Los vectores se dice que son linealmente dependientes 
si no son independientes. Muéstrese que en V 2 cualesquier très vectores son 
linealmente dependientes; es decir, el mâximo numéro de vectores lineal¬ 
mente independientes en V 2 es 2. 

Sugerencia. Muéstrese primero que a y b linealmente dependientes 
implica a, b, y c linealmente dependientes. 
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13. PENDIENTE 


La direcciôn de una recta sc especifica por un vector distinto de cero. 
Si C es una recta paralela a un vector no nulo a = (a,, Y si r es un 
numéro real distinto de cero, entonces la recta es también paralela a 
ra = (ra,, ra^). Es a menudo conveniente especificar la direcciôn de una 
recta que pasa por un solo nûmero. Tal especificaciôn es la “pendiente” ni de 
una recta. 

Si il es una vertical (es decir, il es una recta paralela al eje Y), entonces 
ûfi = 0 y a = (0, a,). Si il es una recta no vertical, entonces ûj # 0 y 

— a = (I, « 2 /^ 1 ) £s el ünico vector de la forma (1, m) paralelo a il. 

«1 

13.1 Definiciôn. La pendiente m de una recta no vertical il està definida 

por m — — donde a = (a 02 ) es un vector no nulo paralelo a C. 

Por tanto, si m es la pendiente de una recta il, entonces il es paralela al 
vector (I, m), y vemos que m es una medida de la inclinacion de il (figura 50). 
La pendiente m de una recta il es el nûmero de unidades que se eleva la 



recta por unidad horizontal. Si m es positivo (negativo), la recta sube 
(baja) al ir de izquierda a derecha. Si m = 0, la recta es paralela al eje X y 
se dice que es horizontal. 

Si a = (fl|, 02 ) es un vector cualquiera paralelo a una recta no vertical, 
entonces, por definiciôn, m = ^ 2/^1 • En particular, si sc conocen dos 
puntos distintos de la recta C, P, = (x, ,_v,) y P 2 = (^ 2 >>' 2 )> entonces C es 
paralela a Pj —Pi = (X 2 , ^ Li) = ’ L 2 ~Li)i recta es no 


t Los nùmeros ai, a2 se llaman a menudo numéros ctireccionotes de la recta. 
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vertical si Xj # X2, y 

13.2 


m 


yi-yi 

X2 — X| 

Posteriormente veremos que m = tan 0, donde 0 es el ângulo que forma la 
recta con el eje X [el ângulo entre los vectores (I, 0) y (I, 0)]. 

El slmbolo “ 00 ”, leldo “infinito”, se adopta para designar la pendiente 
de una recta vertical. El slmbolo no es un numéro. La proposiciôn “C es 
una recta de pendiente 00 ” ha de interpretarse por “C es una recta vertical”. 
Decir que “C es una recta de pendiente m / œ” es decir que “C es una 
recta no vertical”. Con esta convenciôn para rectas verticales, vemos que 
dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Vemos también 
que una recta queda determinada si conocemos su pendiente y uno de sus 
puntos: Sea C la recta que pasa por el punto Pq — (xq, Jo) con pendiente w; 
si m es un numéro real, la recta es no vertical (es decir, w 5 ^ co) y es 
paralela a ( 1 , m)-, de donde 

13.3 t = {(xo,/o) + '('> w)|/eR} ; 

si w = 00 , entonces la recta es vertical y 

^ = {(•'■o^>'o) + /(0. l)UeR] 

O 

13.4 l = {(xo,>')|j^eR}. 

Si t es una recta no vertical, entonces intersecta al eje Y. Sea (0, b) el 
punto de intersecciôn de tl con el eje Y (figura 50). El numéro h se llama 
intercepciôn con E o la ordenada en el origen de Ç. Por tanto, si II es una 
recta de pendiente m e intercepciôn con Y ô, entonces SI es la recta por (0, b) 
ortogonai a { — m, 1), Por tanto ( —w, l)-((x, _v) —(0, ô)) = 0, o 

13.5 SI: J = mx + h 

es una ecuaciôn de la recta de pendiente m y ordenada en el origen b. 

13.6 Ejemplo. Determinese la pendiente m y la ordenada en el origen b 
de la recta C == {(2t —3, 5? + 7)}. 

SoLUC'ÔN. Como (2/-3, 5/ + 7) = ( —3, 7) + /(2, 5), la recta es paralela 
a (2, 5). Luego t es paralela a (I, |) y w = J. La recta intersecta al eje Y 
cuando 2/ —3 = 0; es decir, cuando / = f. El punto de intersecciôn de C 
con el eje Y es, por tanto (0, 5(f) + 7) = (0, -j-), y ô = 

13.7 Ejemplo. Determinese la pendiente w y la intercepciôn con E ô de la 
recta C que pasa por (3, 2) y (1,5) 
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SoLUCiÔN. (Figura 51.) La recta es paralela a (1, 5) —(3, 2) = (-2, 3), y 

^ J_ _ _ 3 
~ - 2 ~ 2 ■ 

Por tanto C = {(1, 5) + ?( —2, 3)}. De doncie C intersecta al eje Y cuando 
l-2t = 0 O en ? = por tanto (0, è) = (1, 5) + i(-2,3) = (0,-’^) y 


13.8 Ejemplo. Determinese la recta que pasa por (-2, 1) con pendiente 
m = ce. 

SoLUCiÔN 1. C es una recta vertical y por tanto 

C = {(-2, l) + t(0, 1)} = {(-2, 1+0}. 

SOLUCIÔN 2. c es una recta vertical y por tanto 

C = {(.Vo,+)l>’eR}. 

Como (-2, 1) esta sobre C, Xg = -2; de donde 

C = {(-2,+)|+eR}. 

13.9 Ejemplo. Determinese la pendiente y la intercepciôn con Y de la 
recta cuya ecuaciôn 2x + 3>’ = 4. 

SoLUCiÔN. C es paralela a ( — 3,2). Por tanto m = —f. Para determinar 
la intercepciôn con Y tomamos x = 0 en la ecuaciôn y encontramos que 
+ = f. La intercepciôn de C con Y es, por tanto, è = f. 
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Problemas 

1. Determinese la pendiente y la mtercepciôn con V de cada una de las 
siguientes rectas; 

a) La recta que pasa por (0, 3) y (2, 6) 

b) La recta que pasa por ( - 1,5) y (2, 7) 

c) La recta que pasa por (-1,2) paralela a la recta definida en (a) 

d) La recta que pasa por (2, 8) y (2, -2) 

e) La recta que pasa por ( - 5, 2) y (5, 2) 

f) La recta cuya ecuaciôn es / = — 2x + 5 

g) La recta cuya ecuaciôn es 3x-2y = 8 

h) La recta x = 3^ — 2 

y = — 2i’ + 5. 

2. Proporciônese una representaciôn analltica de: 

a) La recta con pendiente e intercepciôn con Y f 

b) La recta de pendiente 0 e intercepciôn con Y 5 

c) La recta de pendiente oo que pasa por el punto (7, 3) 

d) La recta de pendiente - I que pasa por el punto (1,5) 

e) La recta que pasa por los puntos (o, 0) y (0, b). 

3. Proporciônese una ecuaciôn para: 

a) La recta de pendiente -3 e intercepciôn con Y 4 

b) La recta de pendiente 00 que pasa por el punto (3, -2) 

c) La recta de pendiente 0 que pasa por el punto (3, -2) 

d) La recta de pendiente que pasa por el punto (5, -2) 

e) La recta de pendiente m que pasa por el ptinto (xg, yg)- 

4. Demuéstrese que las rectas no verticales y ï-i ortogonales si y 
sôlo si el producto de sus pendicntes es — I (es decir, Wj/Wj = — !)• 


14. RESUMEN 

En este capitulo hemos construido un modelo analîtico de un piano 
euclidiano al que llamamos el piano euclidiano R^. Hemos estudiado 
algunas de las propiedades bâsicas de R^, y hemos visto por medio de 
ejemplos y problemas que tenemos a mano una herramienta poderosa para 
el estudio de la geometria. Aparté de colocar a la geometria euclidiana 
sobre una base analitica, mientras lo haciamos hemos aprendido el âlgebra 
bâsica de los vectores bidimensionales. Nuestra imagen geométrica de un 
vector es la de una flécha. En flsica e ingenierla nos encontraremos con lo 
que se llaman “cantidades vectoriales”, que son cantidades que poseen 
magnitud y direcciôn. Estas cantidades se representan geométricamente 
por fléchas y analîticamente por pares ordenados de numéros reales. 
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Cuando llegue el momento en que el lector tenga que estudiar taies 
cantidades, encontrarâ que su âlgebra vectorial es aplicable y que a través 
del âlgebra vectorial puede traducir los problemas fisicos a problemas 
de anâlisis. Esto ya ha sido ilustrado con unos cuantos problemas. Después de 
aprender mas ciencia, pueden estudiarse otras aplicaciones mâs significativas. 

La geometrla amalltica que aqul hemos aprendido sirve para otro 
propôsito. En el prôximo capitule comenzamos un estudio de conceptos de 
anâlisis que en si no tienen relaciôn alguna con la geometria. Sin embargo, 
encontraremos ütil interpretarlos geométricamente. En esta forma comenza- 
remos a alcanzar un entendimiento y apreciacion del significado de los 
conceptos. Esta interpretaciôn geométrica ayudarâ también en la elaboraciôn 
de demostraciones y en la soluciôn de problemas. 

Mâs adelante, a lo largo de nuestro estudio, encontraremos que la 
geometrla analltica plana de este capltulo puede extenderse sin dificultad 
a la dimension très, a la dimension cuatro y a cualquier dimension 
arbitraria n. Hemos aprendido aqul las ideas esenciales en la aplicaciôn del 
anâlisis a la geometrla, y tendremos poca dificultad en comprender el 
modelo analitico para espacios de dimension mâs alta. 

Problemas 

1. Proporciônense tantas representaciones anallticas diferentes como se 
pueda de la recta que pasa por los puntos distintos Pq = (a-o,.Vo) y 

donde Xq ^ .v,. ^Cuâles de estas representaciones dependen 
de la hipôtesis de que Xq ^ x,! 

2 . Considérense los conjuntos 

{(t, t^)\t = -4, -3, ...,4} y {(t \OU = -4, -3, ...,4}. 
Ilûstrense estos conjuntos grâficamente. 

3. Si a es un nùmero distinto de cero, muésirese que 

{Po + ^a|j6R} = {Po + (a/ + h)air6R}. 

4. Scan Lj y C 2 rectas paralelas. Demuéstrese que todos los puntos 
de C 2 estân a la misma distancia de C,. 

5. Proporciônense ecuaciones para las rectas de pendiente 3 cuya 
distancia al origen es 2. Ilûstrense las soluciones grâficamente. 

6 . Determlnense todos los puntos cuya distancia al eje Y es iguai a su 
distancia al punto (4, 0). 

7. Determlnense todqs los numéros x, y, z que satisfacen 

x+y-\-z = i 
2x—y + z = 0 
x + 2y~z = 4. 
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8 . ^Es cierto que a-b = a-c y a 0 implica b = c? Justifique su 
respuesta. 

9. Sea Pi una partîcula de masa w,- localizada en P,, i = 1,2, 

Sea M = mi+m 2 + ... +m„. El centra de masa del sistema de partîculas 
se define como el punto 

P = — (mi P] + m2 P 2 + • ■ • + • 

M 


a) Demuéstrese que el centro de masa de un par de partîculas se 
encuentra sobre el segmente rectillneo que une las partîculas. (La 
masa es una cantidad no negativa.) 

b) Demuéstrese que el centro de masa de un par de partîculas de igual 
masa es el punto medlodel segmento rectillneo que une las partîculas. 

c) Si cada partîcula de un sistema se mueve de P; a Pj + a, demuéstrese 
que el nuevo centro de masa del sistema es P+ a. 

d) Locallcese el centro de masa de très partîculas de igual masa situadas 
en( 0 , 0 ), ( 1 , 0 ), ( 0 , 1 ). 

e) Locallcese el centro de masa de cuatro partîculas de igual masa 
situadas en (0, 0), (1,0), (1, I), (0, 1). 

10. Determinese a de modo que (a, 5), (1,3), y (—2, 1) sean colineales. 

11. cSon colineales los puntos (2, 3), (4, 2) y ( 8 , 6 )? 

12. Exprésese ( 6 , 7) como una combinaciôn lineal de (1,0) y (12, 14). 

13. Exprésese ( 6 , 7) como una combinaciôn lineal de (1,0) y (12, 13). 

14. Exprésese (x, y) como una combinaciôn lineal de (1, 1) y (—1, 1). 

15. Determinese el componente de ( 6 , 7) en la direcciôn de (12, 13). 

16. Determinese el componente de (x, y) en la direcciôn de (- 1, 1). 

17. Proporciônese una definiciôn para la regiôn (conjunto de puntos) 
entre dos rectas paralelas. i,Se encuentra el punto (4, 5) entre las rectas 
paralelas cuyas ecuaciones son 3x—7y = 12 y 3x — 7y = 3? 

18. Proporciônese una definiciôn para la distancia entre un par de rectas 
paralelas. Si Cj es la recta que pasa por Pq paralela a a y C 2 es la recta que 
pasa por Qq paralela a a, derivese una fôrmula para la distancia entre las 
dos rectas. 


19. Demuéstrese que los puntos P y Q son linealmente dependientes si 
y sôlo si O, P, Q son colineales. 


20. Si 


«1 

«2 


Ô 2 


/ 0, demuéstrese que las ecuaciones 


aiX + b,y = Cl 
«2X+Ô2J = C2 
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tienen la soluciôn ùnica 
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Capitule 


/ = (n) 



Funciones 


1. INTRODUCCIÔN 

La idea de funciôn es uno de los conceptos mâs fundamentales de la 
matemâtica. Si a cada objeto de un conjunto corresponde un ùnico objeto 
de un segundo conjunto, entonces esta correspondencia se llama “funciôn”. 
Por ejemplo, la correspondencia entre los automôviles de una marca 
determinada y su numéro de sérié es una funciôn. Es una correspondencia 
del conjunto de todos los automôviles de esa marca al conjunto de enteros. 

Discutamos ahora un ejemplo de una funciôn que podemos encontrar 
en un laboratorio. Supongamos que tenemos una caja con un circuito 
eléctrico y terminales de entrada y salida. Para cada valor de voltaje de 
entrada en un determinado intervalo (en un cierto sistema de medida) el 
voltaje de salida toma cierto valor. Esto nos da una correspondencia de un 


123 



conjunto de numéros reales a un conjunto de numéros reales. Esta correspon- 
dencia es una funciôn. 

El propôsito de un informe de laboratorio es describir el comportamiento 
de este circuito. Para hacer esto anotamos los valores del voltaje de entrada 
y los correspondientes valores del voltaje de salida. Esto nos da un 
conjunto de pares ordenados de numéros. El primer elemento de cada par 
ordenado es un valor del voltaje de entrada y el segundo elemento es el 
valor correspondiente del voltaje de salida. Este conjunto finito de pares 
ordenados da una descripciôn parcial de la funciôn. Un conjunto infinito 
de pares ordenados, uno para cada numéro real en el intervalo de voltaje 
prescrite, séria una descripciôn compléta de la funciôn. Es posible que 
seamos o no capaces de completar la descripciôn dando una formula 
que constituye una régla para la correspondencia. En cualquiera de los casos 
podlamos presentar los resultados del e.xperimento trazando una grâfica de 
la funciôn, esto es, tomando el conjunto finito de pares ordenados obtenidos 
experimentalmente como puntos en el piano y dibujando una curva 
lisa por esos puntos. Esto constituiria una descripciôn aproximada de la 
funciôn. Nuestra justificaciôn para aproximar la funciôn mediante una 
curva "lisa” se basa en la hipôtesis fisica de que el proceso es “continuo”. 
Esto hace surgir la cuestiôn de lo que entendemos por “lisa” y “continua”. 
Cuestiones como éstas pertenecen al tema objeto del câlculo. 

En este capitule damos significados précises a términos taies como 
funciôn y grâfica de una funciôn y definimos algunas de las operaciones 
bâsicas sobre funciones. Introducimos y estudiamos, ademâs, algunas 
funciones especiales. 


2. FUNCIONES 

La idea bâsica de funciôn es la de correspondencia de un conjunto .4 de 
objetos a un conjunto dS de objetos. Ahora bien, una correspondencia 
de .yt a ‘fi es équivalente a una colecciôn S de pares ordenados (a, b) del 
producto cartesiano Axff>: si el elemento b de ‘R corresponde a a de .’l:, 
entonces el par ordenado (a, b) estarâ en S, y si (a, b) esta en S, entonces b 
corresponde a a. Por otra parte, queremos que esta correspondencia sea 
tal que no exista ambigüedad alguna —un elemento y sôlo un elemento 
de Æ ha de corresponder a cada elemento de A. Esta limitaciôn sobre una 
correspondencia se refleja en la colecciôn de pares ordenados por la 
restricciôn de que ninguno de dos distintos pares ordenados puede tener 
un mismo primer elemento. Es pues, natural, ademâs de conveniente, 
définir una funciôn como un tipo especial de conjunto de pares ordenados. 

2.1 Defini ciôn. Una funciôn es un conjunto de pares ordenados de élément os 
taies que ningunos dos pares distintos tienen el mismo primer elemento. El 
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conjunto de los primeras elementos de los pares ordenados se llama dominio 
de la funciôn, y el conjunto de los segmdos elementos rango de lafunciôn. 

Las f unciones se denotan usualmente por letras taies como/, g, h, F, G, H. 
Si / es una funciôn, entonces /(x), léase “/ en x o, simplernente, f x , 
dénota el segundo elemento del par ordenado cuyo primer elemento es^ x; 
f{x) se llama valor de la funciôn/en x. Si indicamos el dominio de/por J/, 
entonces podemos escribir / = {(x,/(x))lxeï)y}. 

Damos ahora un ejemplo en el que la funciôn es un conjunto finito de 
pares ordenados de nùmeros. Sea 

/= {(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)}. 

El dominio de/es (1,2, 3, 4}. El rango de/es {3, 4, 5, 6}. En este ejemplo 
/(l) = 3, /(2) = 4, etc. 

llustramos esta correspondencia con el siguiente diagrama. 



FIGURA 1 


El conjunto de pares ordenados 

{(1,3), (2,4), (3,5), (3,6)} 

no es una funciôn, ya que dos pares distintos tienen el mismo primer 
elemento; es decir, este conjunto de pares ordenados no détermina una 
correspondencia sin ambigüedad de {1,2,3} a {3, 4, 5, 6} (figura 2). 



Si una funciôn es un conjunto finito, entonces puede describirse 
desplegândola en la forma en que hemos exhibido la funciôn/. Sin embargo, 
si una funciôn es un conjunto infinito, no podemos desplegar cada uno de 
los pares ordenados. En taies casos, descjibimos la funciôn dando su 
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dominio y una régla de correspondencia, es decir, una régla para encontrar 
para cada elemento del dominio el correspondiente segundo elemento del 
par ordenado. Nôtese que la funciôn / dada anteriormente puede escribirse 

/ = {(x, .v + 2)|x6{1, 2, 3, 4}}. 

El dominio de/es, pues, el conjunto {1,2, 3, 4} y la régla de correspondencia 
es f{x) = x + 2, donde x dénota cualquiera de los numéros 1,2, 3, y 4. 

El siguiente, es un ejemplo de una funciôn que es un conjunto infinito 
de pares ordenados. Sea g la funciôn con dominio el conjunto de todos los 
numéros reales y con régla de correspondencia; si x es un numéro real 
cualquiera, entonces g{x) = x^ + 2x + 2. Esto da una descripciôn compléta 
de la funciôn. La funciôn es 

g = {(x, .>f^ + 2x + 2)|xeR}. 

Por ejemplo, hay un par ordenado con 2 como su primer elemento. Como 
^(2) = 10, el par ordenado es (2, 10). 

Las funciones que se presentan en los problemas fisicos se describen 
generalmente mediante una régla de correspondencia. Por ejemplo, una 
funciôn tiempo-distancia s puede tener la régla de correspondencia “s(t) es 
la distancia recorrida por una particula en el tiempo y una funciôn 
temperatura-presiôn p puede describirse por "p{T) es la presiôn de un gas 
a temperatura T”. 

Para algunas funciones importantes, por ejemplo las funciones trigono- 
métricas, es dificil calcular, partiendo de la régla de correspondencia, el 
numéro que corresponde a un numéro dado en el dominio de la funciôn. 
Para muchas de taies funciones se han compilado tablas de valores. Estas 
tablas consisten en un numéro finito de pares ordenados de la funciôn. Si 
la funciôn tiene un conjunto infinito como dominio, el valor de la funciôn 
para algùn nùmero que no esté en la lista de la tabla puede encontrarse 
aproximadamente por algùn procedimiento de interpolaciôn. 

Las funciones anteriores son conjuntos de pares ordenados de numéros 
reales; taies funciones se llaman “funciones reales (o valuadas en los reales) 
de variable real”. Aunque en este capitulo estamos interesados princi- 
palmente en funciones que tienen dominio y rango en R, el concepto de 
funciôn es mâs general que esto. La definiciôn habla de “un conjunto 
de pares ordenados de elementos” sin restricciôn alguna sobre lo que los 
elementos sean. Por ejemplo, la correspondencia del conjunto de estudiantes 
en una clase con el conjunto de pupitres por ellos ocupados da una funciôn. 
Lfn par ordenado en esta funciôn tiene como primer elemento un estudiante y 
como segundo elemento una silla —la silla en que se sienta el estudiante. 

En el capitulo 2 consideramos muchos conjuntos de pares ordenados 
de numéros reales —rectas no verticales {{x,mx + b)} y el circulo 
((x, jjlx^+j^ = 1}, por ejemplo. El primero de éstos es una funciôn, 
el segundo no. Si denotamos la funciôn definida por la recta como 
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/= (x, mx + b)\xeK}, entonces la régla de correspondencia tsf{x) = mx + b. 
Para ver que la anterior circunferencia no es una funciôn, nôtese que 
{(;r, y)\x^+y^ = I} contiene tanto a (0, 1 ) como (0, — 1 ). 

Problemas 

1. ^Cuâles de los siguientes conjuntos de parés ordenados son f unciones ? 
Para aquellos que sean funciones, proporciônense el dominio y el rango e 
ilùstrense con un diagrama. 

a) {(2, 1), (-1,5),(0,0X(6,2)} 
è) {(-3,1), (-3,0), (4, 2), (7, 5)} 

c) {(-5,2), (1,2), (3,2), (5, 2), (7, 2)} 

d) {(0,^,/2),(i,i),(i,-f),(i,3)}. 

2. Proporciônense el dominio y una formula sencilla para la régla de 
correspondencia de la funciôn 

/= {(0, 1), (1,3), (2,5), (3,7), (4,9), (5, 11)}. 

3. Exhlbase el conjunto de pares ordenados que constituye la funciôn /, 

si / tiene como dominio {— 2 1 i ^ 3" ) y como régla de correspon¬ 

dencia/(x) = x^ — 2x. 

4. Si / es la funciôn: 

{(-1,4), (0, 2), (1,4), (I, -f), (2, V^)}, 

encuéntrese /(- 1), /(•), /(i)- 

5. Si/es la funciôn que tiene como dominio el conjunto de todos los 
numéros reales y como régla de correspondencia f{x) = x — 3x-l-2, 
encontrar: 

a) f(2) b) m 

c) /(-i) d) /(v^) , 

e) /(x+1) f) fix-2) 

g) f{x + h) h) f{al5). 

6. Si/es la funciôn que tiene como dominio el intervalo cerrado [-4, 5] 
y como régla de correspondencia 

/(x) = x^-3x si xe[-4, 1> 

y 

/(x) = ixrt-5 si xe[l,5], 

encuéntrense /( —2), /(O), /(i), /(l), /(i), /(4). 

7. Si / es la funciôn con como dominio y como régla de corres¬ 
pondencia 

f(x,y) = xy, es decir, / = {((x, j), x>')l(x, >')eR^}, 


Funciones 127 



escrîbanse los pares ordenados de elememos de /que tienen como primer 
elemento : 

^■) v'"5) d) (,,/5,^/'5) 

e) (v^v'3) /) ^,/3 + 2y^). 

8 . Si / es la funciôn con dominio y régla de correspondencia 

j\x,y) = x+y, esdecir, / = {((.v, j), x+y) | (x, >')e R^}, 
encuéntrese el valor de / en 

c) (^,^[21) d)(^^,^r\). 

9. Determinese en cada uno de los siguientes casos si es una funciôn 
O no el conjunto de pares ordenados: 

a) {(x + 2 , x)|x6 R} 

b) {U^ + 2, x)]x6R} 

c) {((^+|,y-3), (,v,>'))l(x,j)eR^} 

d) {((x,y^), (x,>-))i(x,y)eR^}. 

10 . a) Exhibase el conjunto de pares ordenados que constituye la 
funciôn /, si f tiene como dominio {1,2, 3, 4, 5, 6 } y como régla de 
correspondencia f{x) ~ x^\ 

b) hâgase lo mismo para ,9 si g tiene el mismo dominio que f y tiene 
como régla de correspondencia 

g(x) = x^~ ^-^(x-\){x-2){x-3)ix-5). 

11 . Determinese una funciôn J (dada su régla de correspondencia) 
que tenga R como dominio y 

./(O) = 3, /(5) = 12, (^Hay mâs de una funciôn tal?) 

b) fi-2) = v'S, /(3) = 4 

c) /(O) = 0, /(l) = 1 , /■(2) = 4 

d) /(-I) = 3, /(2) = 0, /(4) = 28. 

12 . Determinense todas las funciones que tienen el conjunto {1,2,3} 
como dominio y el conjunto (o, b} como rango. 


3. LA GRÂFICA DE UNA FUNCIÔN 

Ademâs de un diagrama que ilustre la correspondencia, puede darse 
una representaciôn grâfica de una funciôn real de variable real como un 
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conjunto de puntos del piano. Esta representaciôn, como un conjunto de 
puntos del piano, es mâs efectiva para ilustrar el comportamiento de una 
funciôn tal. 

Una funciôn real de variable real es un conjunto de pares ordenados 
de nùmeros reales y puede, por tanto, considerarse como un conjunto de 
puntos en R^. Taies funciones son conjuntos especiales en —conjuntos 
con la propiedad de que tienen, cuando mâs, una intersecciôn con cada 
recta vertical. 

3.1 Definiciôn. Si f es una funciôn real de variable real, enfonces la 
grâfica de f es el conjunto de pares ordenados de f considerados como un 
conjunto de puntos de R^. 

3.2 Ejemplo. Trâcese la grâfica de la funciôn 

/= {(1,3), (2, 4), (3, 5), (4, 6)}. 

SoLUCiÔN. La grâfica estâ ilustrada en la figura 3. 



3.3 Ejemplo. Trâcese la grâfica de la funciôn p con dominio R y régla 
de correspondencia 

g{x) = + 2x + 2. 

SoLUCiÔN. La grâfica de g consiste en un numéro infinito de puntos, uno 
para cada numéro real. Trazamos la grâfica de la funciôn marcando cierto 
numéro de puntos de la grâfica y dibujando luego una curva Usa que pasa 
por estos puntos (figura 4). Como la curva que représenta la funciôn es de 
extensiôn infinita, podemos dibujar sôlo una parte de ella. (Algunos de los 
pares ordenados de g se muestran en forma tabular.) 

Como un ejemplo mâs, notemps que la recta de pendiente m e inter- 
cepciôn b con Y es la grâfica de la funciôn {(x, «ix: + fi)|x6R}. 
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FIGURA 4 


Los conceptos de “continuidad” y diferenciabilidad” de una funciôn, 
que estudiaremos en detalle en el capîtulo 8, se relacionan con la imagen 
geométrica de la funciôn dada por su grâfica. Una funciôn “continua” 
sobre un intervalo se représenta por una curva que puede dibujarse 
continuamente sin rupturas o saltos sobre el intervalo. La curva de una 
funciôn “diferenciable” no tiene esquinas y en cada uno de sus puntos 
hay una tangente. Cuando dibujamos una curva lisa que pasa por los 
puntos conocidos en la figura 4 estâmes suponiendo que la funciôn g es 
una funciôn “continua” y “diferenciable”. 


Problemas 


1 . llùstrese la grâfica de cada una de las siguientes funciones: 

a) {(-2, 3), (-1, 1),(0, -1),(1,2), (2, 3)} 
h) {(-1, -1), (0, 1), (1,3), (2,5), (3,7), (4,9)} 
c) {(0,3),(i,2),(^5),(l, -1),(4,2)}. 

2. Calcùlese una tabla de valores de / y trâcese la grâfica de/, donde/ es 
la funciôn con régla de correspondencia y dominio 11)^- que aparece en cada 
uno de los casos siguientes; 


a) f{x) = x-\, = [-2,3] 


b) f{x) = 


2x+ 1, si xe[ — 2, 1] 
x^ — hx, si Ji:e[3, 4] 


c) J{x) = x^-\, % = [-3,3] 

d) f{x) = x^, == < — 00 , oo> 

e) f(x) = x‘^, ‘Dj- = <-cx), oo> 


= [-2, l]u[3,4] 


/) fix) = 


— X, si xe< —co,0] 
si ^e<0, coy 


}• 


= <- CO, co> 
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3. ^Es una circunferencia la grâfica de una funciôn? 

4. Determinese grâficamente el mâximo numéro ô tal que, para todo 
x£<l—l + <5>, 3 x:6<2,4>. 

5. Determinese grâficamente un numéro positive ô tal que, para todo 
xe<2-ô, 2+5>, x^e<3, 5>. 


4. FUNCIONES ESPECIALES 

En esta secciôn definiremos algunas funciones reales de variable real 
que son de importancia por su frecuente ocurrencia en matemâticas o por 
su utilidad para ilustrar algunas propiedades particulares de funciones. 
Como aparecen con tanta frecuencia, a estas funciones se les asignan 
simbolos especiales. Por ejemplo, el simbolo | | dénota la funciôn valor 
absoluto. 

4.1 Definiciôn. La funciôn identidad, denotada por /, es la funciôn que 
tiene R, el conjunto de todos los nûmeros reales, como su dominio y como su 
régla de correspondencia I{x) = x. 

En esta funciôn cada numéro real se corresponde consigo mismo. La 
grâfica de la funciôn idéntica es la recta {(x, x)|xeR} : la recta de pendiente 
uno que pasa por el origen. 

4.2 Definiciôn. Una funciôn constante es una funciôn con R como su 
dominio y con rango consistente en un solo numéro real. 

Si este solo numéro real es el nùmero c, entonces denotamos a la funciôn 
por c. La funciôn constante c es el conjunto de pares ordenados {(x, c) i xe R}. 
La grâfica de esta funciôn c es, pues, una recta horizontal con c como 
intercepciôn con Y. 

Nôtese que usâmes el simbolo c para representar tanto el nùmero real c 
como la funciôn constante que tiene c como ùnico elemento de su rango. 
Asi pues, 2 puede denotar la funciôn constante cuyo valor es 2 lo mismo 
que el nùmero real 2. El contexte de la discusiôn prevendrâ usualmente que 
este convenio sea causa de confusiôn. 

4.3 Definiciôn. La funciôn valor absoluto, denotada por \ \, es la funciôn 
con dominio R y régla de correspondencia 

X, si X ^ 0 

X, si X < 0 . 

Esta funciôn y algunas de sus propiedades se estudiaron en el capitule 1. 
La grâfica de la funciôn se ilustra en la figura 5. 
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4.4 Definiciôn. La funciôn raiz cuadrada, denotada por J , es la fune ion 

con dominio el conjunto de todos los numéros reales no negativos y con régla 
de correspondencia : ^x es el numéro no negativo cuyo cuadrado es x. 
(Recuérdese que en el capltulo I supusimos que para cualquier numéro 
real no negativo x existe un numéro real no negativo ùnico cuyo cuadrado 
es X.) 

Para cada par ordenado de la funciôn ralz cuadrada, el segundo elemento 
es no negativo y su cuadrado es igual al primer elemento. As! pues, 

V' ={(/-/)I.F > 0}. 

Por ejemplo, (0, 0), (J-, i), (i, i), (.499849, .707), (1.999396, 1.414), (4, 2), etc., 
son pares ordenados de la funciôn. La grâfica de la funciôn raiz cuadrada 
esta representada en la figura 6. 



_Obsérvese que ^4 A ±2, sino que yj4 = 2. Se tiene también que 
= |x|. 

4.5 Deflniciôn. La funciôn mâximo entera, denotada por [], es la funciôn 
con dominio el conjunto de todos los numéros reales y con régla de 
correspondencia : [x] es el mâximo entero no mayor que x. 
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Por ejemplo: [2] = 2, [2.5] = 2, [ — 2] = —2, [ — 2.5] = —3, [\/2] = I. 
En general, si k es un entero y k ^ x < k+], entonces [x] = k, donde k es 
un entero. La grâfica de esta 
funciôn esta ilustrada en la figura 7. 

Nôtese que al ilustrar la grâfica 
de la funciôn raiz cuadrada hemos 
supuesto que es continua y diferen- 
ciable, esto que probaremos mâs 
adelante. Sin embargo, la funciôn 
mâximo entero no es continua, ya 
que la curva que représenta su 
grâfica tiene rupturas. La funciôn 
valor absoluto es continua ya que 
la curva que représenta su grâfica 
no tiene interrupciones, pero no es 
diferenciable en 0 ya que la curva 
tiene un ângulo en ( 0 , 0 ). 

En la primera parte del câlculo trataremos usualmente de funciones 
reales de variable real —es decir, con funciones cuyo dominio y rango son 
conjuntos de numéros reales. Por razones de brevedad, definimos a menudo 
una funciôn enunciando simplemente una régla de correspondencia para 
ella. En tal caso ha de entenderse que el dominio de la funciôn consiste en 
todos los numéros reales para los que puede tener sentido aplicar la régla 
de correspondencia dada. Por ejemplo, si definiéramos / por /(x) = l/|x|, 
habria de entenderse que el dominio de / es el conjunto de todos los 
numéros reales distintos de cero. 

Problemas 

1. Proporciônense los valores de 

a) h) V(-4)^ 

c) [-0.5] c/) [|]_ 

e) l-3| + [-1.5] /) VH-3]- 

2. Trâcese la grâfica de la funciôn idéntica /. 

3. Trâcese la grâfica de la funciôn constante —3. 

4. Trâcese la grâfica de la funciôn/si el dominio de/es [-2, — 1] u[], 2] 
y la régla de correspondencia es 

|x|, si jce[ —2, - 1] 

2 , si X6[l, 2]. 
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5. Trâcese la grâfica de la funciôn / que tiene como régla de correspon- 
dencia 

JC, si xe<-oo, 1 ] 

/W = si xe<l, 4] 

2, si xe<4, 00 >. 

6 . Trâcese la grâfica de la funciôn /que tiene como régla de correspon- 
dencia 

— 1 , si X 6 < — 00 , 1 ] 

/W= W, si xe< 0 ,4] 

5, si x6<4, oo>. 

7. Trâcense las grâficas de las funciones: 

a) {(x, x 2 )|xgR} 3) {(x, x^ljxeR} 

c) {(/,;')beR}. 

8 . Trâcense las grâficas de/y ^ si 

/(x) = 2 [x] y ^(x) = [ 2 x]. 

9. Compruébese que [2x]-2[x] = 0 o 1 . 

10 . Determînese un nùmero positivo <5 tal que, para todo 

xe<4-Ô, 4 + ô>, ^/jÆ<l, 3>. 

11 . ^Hay un numéro positivo Ô tal que para todo xg<2-<5 2 + (5> 
Me<l,3>? 

5. ADICIÔN Y MULTIPLICACIÔN DE FUNCIONES 

Como en el caso de los numéros, podemos définir operaciones sobre 
funciones reales (de valores reales). Las operaciones bâsicas son: adiciôn, 
multiplicaciôn y composiciôn. La composiciôn, a menudo considerada 
como otra clase de multiplicaciôn, se discute en la secciôn prôxima. 

Antes de définir operaciones sobre funciones enunciaremos en forma 
explicita lo que entenderemos por igualdad de funciones. Si / = c/, 
enfonces / y g tienen el mismo dominio 3) y /(a) = g(^x) para toda xgÜ). 
La terminologla 

f = g (sobre £) 

donde 6 c: serâ usada para denotar que 

/(x) = g{x), para toda xefi. 
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5.1 Definiciôn. Si j y g son funciones reales con dominios T)j- y 
respectivamente, enfonces f + g y fg son funciones con dominio 3)ynîDg y 
réglas de correspondencia : 

U + g] (x) = f{x)+g(x) 
l/g] (x) = j(x) glx). 

Es decir, el valor de f+g en x es la suma de los valores de / y en x, 
y el valor de en x es el producto de los valores de / y ^ en x. Asi pues, 

j+g=- {(x,/(x)+^(x))|x6%nll)J 

y 

jg = {{x, fix)-g{x))\xe‘X\rs‘S)^}. 



Una interpretaciôn grâfica de la definiciôn de adiciôn de funciones esta 
dada en la figura 8 . 

Como una ilustraciôn simple de la adiciôn de funciones consideramos 
funciones con sôlo un numéro finito de elementos, taies como; 

5.2 /= {(1,3), (2, 4), (3, 5), (4, 6 )} 

y 

5.3 ^ = {(0, -3), (3,2), (4, 1)}. 

Entonces 

f+g = {(3, 7), (4, 7)} 

y 

fg = 1(3, 10), (4, 6 )}. 
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Nôtese que la adiciôn de funciones difiere de la adiciôn de pares ordenados 
(vectores) considerada en el capitulo 2. 

Sea S el conjunto de todas las funciones reales de variable real. Las 
operaciones de adiciôn y multiplicaciôn de elementos de S tienen todas 
las propiedades postuladas para las operaciones correspondientes sobre 
numéros reales con excepciôn de la existencia de inversos ùnicos. 


5.4 Teorema. El conjunto S de las funciones reales de variable real con 
las operaciones antes definidas de adiciôn y multiplicaciôn, tiene las 
siguientes propiedades : 

A 1 . Para f y geS cualesquiera, /+^eS. 

Aj. Para / y geS cualesquiera, f+g = g+f. 

A 3 . Para f, g y he% cualesquiera, {J+g) + h = f E{gPli). 

A 4 . Hay un elemento y sôlo un elemento en S denotado por “0”, tal que 
para todo /eS,/ + 0 = /. 

M]. Para f y ge^ cualesquiera, fgeS. 

Mj . Para f y ge% cualesquiera, fg = gf. 

M 3 . Para f, g, y heS cualesquiera, {fg)h = f{gh). 

M 4 . Hay un elemento y sôlo un elemento en S, denotado por “ 1 ”, tal que 
para todo f eS, /■ 1 = /. 

D. Para f, g, y heS cualesquiera, f{g + h) = fgPjh} 

Prueba. 

A,. Se signe esto de la definiciôn 5.1 y del axioma Aj de R. 

Aj. La ley conmutativa de la adiciôn se signe de la definiciôn 5.1 y de 
la ley conmutativa de la adiciôn para numéros reales. Los dominios 
de f Pg y gpf son Para cualquier xeDj-nTlg 

[fPg] {x) = f{x)Pg{x) = g{x)pf{x) = [gPf] (x). 

Por tanto fPg = g pf, ya que ambas funciones tienen el mismo dominio 
y la misma régla de correspondencia. 

A 3 . La ley asociativa de la adiciôn signe en forma similar de la 
definiciôn 5.1 y de la ley asociativa de la adiciôn para los numéros reales. 

A 4 . Claramente / + 0 = /, donde “ 0 ” dénota la funciôn constante 0. 
Que éste es el ùnico elemento neutro con respecto a la adiciôn puede 
mostrarse tomando como f la funciôn constante c. Supongamos que g es 
una funciôn neutra con respecto a la adiciôn, entonces para todo jceR 

[cPg] (x) = c(x) 

luego 

cPgix) = c 


1 Al y Ml son ciertos porque 0 puede considerarse un elemento de S. [N. deJ T.] 
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y por tanto 


g{x) = 0 . 


Por tanto, 5 ' = 0. 

Las pruebas de M,, Mj, M 3 , y M 4 son similares a las pruebas de 
A,, A 2 , A 3 , y A 4 y se dejan para el estudiante (problema 3). 

D. Las funciones f{g + h) y fg+Jh tienen, ambas, como dominio 
Para cualquier se tiene: 

Uig + h)] (x) = f(x)-[g-^h] (x) = /(x) [g{x) + h{x)\ 

= J{xyg{x)+Jix) h{x) = \Jg]{x) + [fh] W = [fg+fh] (x). 


Por tanto J{g + h) = fg+ fh: la ley distributiva se verifica. 

No es cierto que todo elemento de S tenga un inverso aditivo ùnico ni 
que todo elemento distinto de cero en S tenga un inverso multiplicative 
ùnico. En realidad, si el dominio de una funciôn/ no es el total de R entonces 
para ninguna funciôn g podemos tener f+g = 0 o fg = 1 , puesto que el 
dominio de las funciones constantes 0 y 1 es R, pero ‘î>f+g y I)/j, no puede 
ser R. Sin embargo, podemos définir funciones a las que llamaremos -/ 


y y taies que 


/+(-/) = 0 (sobre a)j-) 


y 




(sobre {x|xe3)y y /(x) # 0 }). 


Consideremos el problema; Dadas /eS, encontrar una funciôn g tal 
que y para todo xe3)y 


[f+g] (x) = 0 . 

Entonces 

gix) = -/(x). 


Es, pues, razonable définir —/ como sigue: 


5.5 Definiciôn. Si f es una funciôn real, —/ es la funciôn con dominio Dj- 
y régla de correspondencia 

[-n{x) = -/(x). 

Es decir, —/ = (—1)/. 

Nôtese que cualquier otra funciôn g tal que g{x) coincida con —/(x) 
para todo xe‘Df también satisfarâ 

/= 0 (sobre 3)^-). 

Nôtese también que / + (—/) = 0siy solo si el dominio de / es R. 
Pasamos ahora a définir la sustracciôn de funciones reales. 
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5.6 Definiciôn. Si f y g son funciones renies, enfonces 

f-g = f+i-g). 

Asi pues, il j y g son las funciones definidas en 5.2 y 5.3 
-g = {(0,3), (3, -2), (4, -1)} 

y 

j-g= {(3,3), (4,5)}. 

Consideremos ahora el problema: Dada /eS, encontrar una funciôn g 
tal que 50^ = 3)^. y para toda 

Ug] (v) = 1. 

Si para algùn ,/(.Vq) = 0, entonces no hay forma alguna de définir 

g en .Vg de forma que satisfaga la anterior ecuaciôn, Sin embargo, para 
toda jr e tal que f(x) # 0, tenemos 

I 




f(x) 


De donde definimos - como sigue: 


5.7 Definiciôn. Si f es una funciôn real, entonces - es la funciôn con 
dominio los elementos xe'Jf taies que f(x) ^ 0 y régla de correspondencia 



1 

Notese que/-- = 1 si y solo si el dominio de / es R y el rango de /no 
contiene el cero. 


5.8 Definiciôn. Si f y g son funciones reales, entonces 

g g 

Para las funciones f y g dadas en 5.2 y 5.3 tenemos 

- = {(0, -i), (3, i),(4, 1)} 

g 

y 

-= {(3,i),(4,6)}. 

g 
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La notaciôn / ‘ se usa también para Sin embargo, / ‘ debe leerse 

“/a la menos uno” pues el término “inversa de /” se réserva para la inversa 
de / respecto a la composiciôn (escrito /*). 

Como en el caso de los numéros reales, puesto que son validas las leyes 
asociativas, estân bien definidos la suma y el producto de cualquier numéro 
finito de funciones, 


5.9 /,+/2+---+/n 

y 


5.10 / 1/2 •••/«■ 

Si en 5.9 todas las funciones son la misma funciôn, llamémosla /, 
entonces 5.9 puede escribirse 


/+/+••■+/ = /• 1+/■ 1+ •••+/•> =/(l + l + -•• + ')=«/• 


Si en 5.10 todas las funciones son la misma funciôn, llamémosla /, entonces 
représentâmes el producto por /”. Asl, /•/ =/^ y /’/’/ = /^- Evidente- 
mente, ü n y m son enteros positives entonces f”f'” = Si definimos 


r = 1 y/"" 


r 


donde « > 0, entonces la formula 


(sobre O%„,) 

se verificarâ para todos los enteros « y w. La restricciôn sobre la igualdad 
de las dos funciones es necesaria en el caso de que n y m sean de signo 
diferente, n + w sea positive, y / tome el valor cero. Por ejemplo, /^/“’ / / 
ya que el dominio de no contiene cero, mientras que el dominio 

de J es R. Sin embargo, podemos decir 

J^I~' = / (sobre {x|x / 0}). 


Una funciôn de la forma 


donde a^{k = 0, 1,2 ,..., «) es una funciôn constante e / es la funciôn 
identidad, se llama um. funciôn polinomial o simplemente un polinomio. Una 
funciôn polinomial 

P = üx ! Ü2l^ "k ' ’ ' -k ci„I 


es, pues, una funciôn con dominio R y régla de correspondencia 
p{x) = aQ + axX-\-a 2 X^ + • • ■ +a„x". 

En esta régla de correspondencia (A: = 0, 1,2, ..., «) dénota ahora un 
numéro real. 

El cociente de dos funciones polinomiales se llama funciôn racional. 
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Por ejemplo, la funciôn 


3/^ + 4 
7-1 


es una funciôn racional. Su dominio es el conjunto de todos los numéros 
reales excepto 1 y su régla de correspondencia es 


x-1 

La clase de las funciones racionales es el conjunto de todas las funciones que 
pueden construirse partiendo de la funciôn idéntica y las funciones 
constantes usando las operaciones de adiciôn, sustracciôn, multiplicaciôn 
y divisiôn. 


Problemas 

1. Determinense 1)/+^, 2) fg, 3 ) + 5)[f+g]{2), 

6 ) [/^] (2), 7) [/^ +3^] ( 2 ) si 

û) / = {(-3, 2), (0, 0), (2, 4), (3, - I), (4, 3)} 
g = {(2,0), (3,4), (4,7), (6,2)} 

^) / = 1(0, (1, V2 + V5), (2, 0)} 

9 = {(0, V 8 ). (2, i), (4, ^/3)} 

c) = { 2 ^- 1 . si .ve[ 0 , 2 ] 

13, six€[3,5] 

g{x) = = [1,4] 

d) f(x) = |x| 

9(x) = ^ 

e) /(x) = X 

g = {(- 1 , 2 ), (i,|), ( 2 , -3), (4,V2)}. 

2. Pruébese la ley asociativa de la adiciôn para funciones reales. 

3. Pruébense M,, , Mj, y M 4 del teorema 5.4. 

4. Proporciônense el dominio y la régla de correspondencia para f—g 

y Hg- 

5 . Determinense 1) f-g, 2) g~f, 3) fjg, 4) gl/para las funciones que 
aparecen en el problema 1. 

6 . Pruébese que 

/ + {-/) = 0 (sobre fD^) . 

7. Pruébese que 

/ • - = 1 (sobre {x \ x y /(x) / 0 }). 
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8. Muéstrese que [5/^ + 3/^-2] (jc) = + 2. 

9. Determinense el dominio y la régla de correspondencia de \) f+ 9, 
2) j-g, 3) g-J, 4) Jg, 5) fig, 6) gjf si 

a) f = I^ + 2f~8yg = /"-2/+I 

b) j = /3 + 3/" + 2/y^ = /^-4/^-5 


/2 + /_6 /" + 7 / + 10 

” /^ + 5 / + 6 ^ ^ /^ + /-6 

10. Determlneseel valorde lasfunciones/+^,/-ô^,/^,//i?,£f//en “3, 
cuando f y g son las funciones dadas en el problerna 9. 

11 . Determinense grâficamente las curvas que representan J-^g y 
g-f si / y é'son 

a) las funciones en el problerna !</, 

b) las funciones en el problerna 1 e, 

c) f(x) = X, ^ = <-co, co> 
g{x) = [x], i\ = [-2, 3], 

12. Si se define un espacio vectorial como un conjunto de elementos 
que satisfacen las propiedades enumeradas en el teorema 3.8 del capltulo 2 
(pâg. 58), demuéstrese que el conjunto S de todas las funciones reales y 
dominio fijo 2) es un espacio vectorial bajo las operaciones de adiciôn 
y multiplicaciôn mediante funciones constantes. 


6. COMPOSIClÔN DE FUNCIONES 

Ademâs de la adiciôn y la multiplicaciôn sobre las funciones hay otra 
operaciôn bâsica llamada composiciôn. Esta operaciôn se considéra, a veces, 
como otra multiplicaciôn de funciones. 

6.1 Definiciôn. La composiciôn de f cou g, denotada por f^gy gue se lee 
“/ circula g" o “/ composiciôn g", es la funciôn cuyo dominio consiste en los 
elementos xe‘D^ taies que g{x)e‘Dy y cuya régla de correspondencia es 

[/°^] W = Ag{x))- 

Nôtese que para que esté definido / °g no es necesario que / y g sean 
funciones reales de variable real. Si g tiene dominio en el conjunto ^ y 
rango en SS y f tiene dominio en Æ y range en C, entonces / » ^ tiene dominio 
en A y rango en C. La figura 9 da un diagrama esquemâtico de / □ g. 
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FIGURA 9 


6.2 Ejemplo. Determi'nense f g y g of cuando 

/= {(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)} 

y 

g = {(0, -3), (3,2), (4, 1)}. 

SOLUCIÔN 

= {(3, 4), (4, 3)} 

y 

g .J = {( 1 , 2 ), ( 2 , 1 )}. 

La funciôn / ' 9 esta ilustrada como una correspondencia o mapeo en la 
figura 10 . 


0 3 4 



FIGURA 10 


Adviértase que, para las funciones del ejemplo 6.2, f ■. g ^ g' j. La 
composiciôn de funciones no es, pues, en general, conmutativa. 

6.3 Ejemplo. Si / es una funciôn con dominio R y régla de correspon¬ 
dencia j(î) = (1-F2r, — 3-fO y ^ es una funciôn con dominio y régla 
de correspondencia g(x,y) = {x — 2, y + 4), determinese g «/. 

SoLUCiÔN. Observemos primero que el rango de / es una recta en R^ que 
pasa por el punto (1, —3) y paralela a (2, 1); la funciôn g mueve cada 
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punto en a una nueva posiciôn dos unidades a la izquierda y cuatro 
unidades arriba de su posiciôn original (figura 11). Para cualquier /eR 

{g f](t) = g(m) = g(.\+2u -3 + /) = (-1+2r, l+O- 

As! pues, g > f mapea cada punto de R en un punto sobre la recta en R que 
pasa por el punto (- 1, 1) y paralela a (2, I). 



FIGURA 11 


Si/y ^ son funciones reales de variable real, entonces la grâfica de / 
puede construirse partiendo de las grâficas de/y ^ como signe (figura 12). 
Tômese un numéro cualquiera xe3)^. Trâcese la recta vertical que pasa 
por {x, 0). Esta recta intersecta a la grâfica de g en el punto {x,g{x)). La recta 
horizontal que pasa por {x,g{x)) intersecta a la recta {(x, x) \ xeR} en el 
punto (^(x), ^(x)). Si xeB^.^ entonces g(x)€T>f y la recta vertical que pasa 
por (^(x), ^(x)) intersectarâ a la grâfica de / en el punto (gix), f(gix))). 
Entonces, el punto (x, fig(x))) se obtiene como el punto de intersecciôn de 
la recta horizontal que pasa por {g{x), f(g{x))) y la recta vertical que pasa 
por (x, 0). 


Com posiciôn de funciones 143 




6.4 Ejemplo. Si f y g son las funciones definidas por las réglas f{x) - x 
y 9{x) = X+ 2, determlnense f <-‘9 y g of. 



SOLUCIÔN. Como ‘Df = = R, tenemos = ©^.^ = R. Las réglas 

de correspondencia de estas funciones son : 

[/ W = Rg(.x)) = /(JC+ 2) = (;c + 2)^ 

y 

[g J] W = 9{f{x)) = g{x^) = x^+ 2. 

En la figura 13 se construyeron las grâficas de f g y g «f. 
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En los problemas fîsicos, se encuentra frecuentemente la composiciôn de 
funciones. Por ejemplo, como sabemos que la longitud de una varilla 
metâlica dépende de la temperatura de la varilla, podemos définir 
una funciôn temperatura-longitud l por la régla: 1{T) es la longitud de la 
varilla a la temperatura T. Si la temperatura varia con el tiempo, tenemos 
una funciôn tiempo-temperatura g con régla: g{t) es la temperatura de la 
varilla en el tiempo t. Asi pues, obtenemos una relaciôn tiempo-longitud 
dada por la funciôn î con régla : / (?) es la longitud de la varilla en el tiempo t. 
Esta funciôn / es la composiciôn de /con g, es decir, / = l • gy Uj) — l{g{t)). 

Damos ahora un teorema en que se formula lo que puede decirse respecte 
a las propiedades fondamentales de la operaciôn de composiciôn de 
funciones reales de variable real. 

6.5 Teorema. Si S es el conjmto de todas las funciones reales de variable 
real, entonces: 

C, . Para todo f y g eS, f o g eS. 

C 2 ■ La composiciôn no es conmutativa. 

C 3 . Para todo f, g, y h eS, {f c g) o h = f u{g o h). 

C 4 . Hay un elemento y solo un elemento en S, denotado por /, tal que 
para todo f e S, f o I = f = J o f. 

D, . Para todo f,g,y heS,(f+g)oh = foh + g h. 

Dj. Para todo f,g,y he^, {fg) o h = (f o h)(g o h). 

Prueba 

C,. Esto es una consecuencia inmediata de la definiciôn 6.1. 

C 2 . Cuando decimos que la composiciôn no es conmutativa queremos 
decir que no es cierto que f. g = g f para todas las funciones f y g. 
Hemos demostrado esto en el ejemplo 6.2. Desde luego, puede suceder 
que / = g ’^f para ciertas funciones f y g. 

C 3 . S(/.a).(, = {x\xe‘à')^ y /!(x) 6 ‘J)y.^} 

= {x\xe‘^')h, h{x)e‘4')g, y ÿ(/)(x))e‘j)y} 

= y [p -./j] (xjea)^-} 

— ti') 

Para cualquier x que pertenezea al dominio comùn de estas funciones 
tenemos: 

[(/ O g) O h] (x) = [f O g] {h{x)) = f{g{h{x))) = f(lg O h] (x)) = [/ c O /,)] (x). 

Por lo tanto, la composiciôn de funciones es asociativa. 

Nota. En ninguna parte en la prueba de C 3 usamos el hecho de que 
/, g, y h son funciones reales de variable real. Asi pues, la ley asociativa 
para la composiciôn de funciones se verifica para funciones en general. 
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C 4 . La funciôn neutra con respecte a la composicién es la funciôn 
identidad I. Como la composicién de funciones no es conmutativa debemos 
mostrar que / o / = / y también que I cf = f. Los dominios de / o / e lof 
son ambos 3)^. Para cualquier xeü)y 

[/°^]W = /(/(x))=/w 
e 

[IO f]{x) = I{fix)) = f(x). 

Por tanto / o/ =/ =/ o/. 

Para demostrar que / es el ünico elemento neutre con respecto a la 
composicién, supongamos que /' es también un elemento neutro. Entonces 

/' = /' 0/ = /. 

Di- ‘î>(f + g)ch = y 

= {x|xe3)^ y h{x)s‘D^ ri‘Dg} 

= {xlxe®^ y /i(x)e3)y} n {x I xeD^ y h(x)e‘i)g} 

3)^ ^ h + g^ h • 

Para cualquier x en el dominio comûn de las funciones tenemos: 

[(f+g) ° h] (x) = [f+g] {h{x)) = f{h{x))+g{h{x)) = [/» /z] (x) + [^ 0 h] (x) 

= [f °h-\-g oh]{x). 

Luego la primera ley distributiva se verifica. 

D 2 . La prueba de esta segunda ley distributiva es anâloga a la prueba 
de Di y se déjà para el estudiante. 

Este compléta la prueba del teorema 6.5. 

Nota. Como la composicién de funciones no es conmutativa, no se 
pueden inferir las leyes distributivas f°{g + h)—fog+foh y 
/ O {gh) = (/ o^) (/ O /;) de D, y Dj. En realidad, estas férmulas no son 
en general correctas. Por ejempio, 3° (/+/) = 3 mientras que 
3 0/+3 0 / = 3 + 3 = 6 y 3 o(//) = 3 , pero (3 o /)(3 o/) = 3-3 = 9. 

No toda funcién en § tiene inversa respecto a la composicién. Sin 
embargo, para cada / de una cierta clase de funciones —funciones 
univalentes—^ podemos définir una funcién /* que es, en un sentido 
restringido, la inversa de / respecto a la composicién. 

6.6 Definicién. Una funciôn f se llama univalente (uno-uno) si fixi)= /(xj) 
implica Xj = X 2 . ^ 

Una funcién es, pues, univalente si ninguno de dos pares ordenados 
distintos de la funcién tienen el mismo segundo elemento. Por ejempio, la 

1 Estas funciones suelen también llamarse funciones “uniformes” y, cada vez mâs 
funciones “inyectivas” o, simplemente, “inyecciones”. [N. del T.] 
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funciôn/definida por f{x) = x + 2 es univalente: Si /(x,) = /(X 2 ), entonces 
x,+2 = X 2 + 2 y X, = Xj. Sin embargo, la funciôn no es univalente: 
( — 2, 4) y (2, 4) pertenecen a /^. Grâficamente, una funciôn univalente esta 
caracterizada por la propiedad de que toda recta horizontal intersecta a la 
grâfica de / en, cuando mâs, un punto. 

Si / es una funciôn univalente, entonces el conjunto {(/(x), x) |xe3)j} 
es una funciôn: Es un conjunto de pares ordenados taies que ninguno de 
dos pares ordenados distintos tienen el mismo primer elemento. 

6.7 Definiciôn. Si f es univalente, la funciôn {(/(x), x) | xeï)^} se llama 
inversa de f y se dénota por f*. 

La inversa de / es el conjunto de pares ordenados obtenido al inter- 
cambiar el primero y el segundo elemento en cada par ordenado de/. 

Nôtese que /* esté definida solamente para funciones / que son uni¬ 
valentes. Obsérvese que si dos pares ordenados de / tienen el mismo segundo 
elemento, entonces, después de intercambiar los primeros con los segun- 
dos elementos de los pares, dos pares ordenados tendrian el mismo primer 
elemento y, por tanto, el conjunto de los pares de orden invertido no 
constituiria una funciôn. 

Como f* esta definido por 

f* = {(/W, 

es évidente que el dominio de f* es el rango de /, .‘fi y, y el rango de /* es 
el dominio de /. 
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Si/es una funciôn real de variable real, entonces podemos construir la 
grâfica de/* partiendo de la grâfica de/de la siguiente mariera (figura 14). 
Tômese un numéro x'e‘î)j. Dibùjese la recta vertical que pasa por (x, 0). 
Esta recta intersecta a la recta {{x, x)|xeR} en el punto (,v, a) e intersecta 
a la grâfica de / en el punto (x,/(x)). La recta horizontal que pasa por 
(x,/(x)) intersecta a (x, x)|xeR en el punto (/(x),/(x)). Luego, el punto 
dix), x) es el punto de intersecciôn de la recta vertical por (/(x), /(x)) y 
la recta horizontal que pasa por (x, x). Como las diagonales de un cuadrado 
se bisectan mutuamente y son ortogonales, el punto (/(x), x) es la imagen 
refleja de (x,/(x)) en la recta {(x, x)|xeR] . Por tanto, la grâfica de /* es 
el conjunto de las imâgenes reflejas en {(x, x)|xeR} de los puntos de la 
grâfica de /. 

Nôtese que /* es una funciôn univalente: como / es una funciôn 
ninguno de dos pares ordenados distintos en/ tiene el mismo primer elemento 
y de aqui que ninguno de dos pares ordenados distintos de /* tengan el 
mismo segundo elemento. Asi pues, /* tiene un inverso, llamémoslo /**. 
Como/* = {dix), x)|x 6 ‘J/}, se tiene 

/** = {(x,/(x))|xe%} =/. 

Demostraremos ahora que /* puede considerarse como el inverso de /en 
el siguiente sentido, con respecto a la composiciôn : 

6.8 /*./=/ (sobre i\) 

6.9 i (sobre 
Para cualquier xeŒ/ 

U* d]ix) = difix)) = X = I{x). 

Esto prueba 6 . 8 . Usaremos 6.8 y el hecho de que /** = / para probar 6.9. 
Para cualquier xeB^*, 

[/“/*] W = fidix)) = d*idix)) = X = /(x). 

La propiedad de /* dada en 6.8 y 6.9 justifica que llamemos a /* el inverso 
de /. 

6.10 Ejemplo. Si 

/= {(1,3), (2, 4), (3, 5), (4. 6 )}, 
determlnense: a)/*, b)f*of, c)fof*. 

SOLUCIÔN. Observemos primero que / es univalente y tiene, por tanto, 
una inversa. 

a) d = {(3, 1), (4,2), (5, 3), ( 6 , 4)}. 

b) dd = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} . 

c) fd* = {(3, 3), (4, 4), (5, 5), ( 6 , 6 )}. 
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Si ilustramos / como un mapeo, entonces la univalencia se corresponde 
con el hecho de que solaniente llega una flécha a cada punto del range de/ 
(figura 15). El mapeo /* se obtiene invirtiendo la direcciôn de las fléchas. 


12 3 4 



Si/es una funciôn univalente y y = fix), entonces f*{y) = f*(f{x)) =■ x. 
Asi pues, si una funciôn es descrita por una formula y = /(x), es decir, 

/ = {(x,y)\y = f(x), xe%} 

podemos intentar determinar f* resolviendo la formula para x. Este 
procedimiento mostrarâ si / es univalente o no y, si conseguimos obtener 
ia soluciôn, ésta nos darâ una régla de correspondencia para f*. Esto 
queda ilustrado en el siguiente ejemplo. 

6.11 Ejemplo. Si f y g son funciones definidas por 
/(x) = Jxy g(x) = Ixf'i, 

determinense 

a)fog, b)gof, c)/*, d) g*. 

Soluciôn. De acuerdo con nuestra convenciôn respecto al dominio de 
una funciôn descrita por sôlo una régla de correspondencia, tenemos: 
tl/ = [0, co> y ‘Ùg = . 01 . 

a) [f’^g] W = I{g{x)) = /(2x + 3) = y = [-i, co>. 

b) [g O f]{x) = g(f{x)) ^g{^rx) =2Vx + 3yT/.^ = [0, qo>. 

c) Sea y = f{x) = donde x6[0, oo>. Entonces 

y = X = y^. 

Asi pues, / es univalente: si j, = /(xi) y ^2 = /(■^ 2 )> 
yi — yz ^ xj = = y2^ — X2- 

Ademâs, f*(y) = y~ y 3/. = 3E/ = [0, co>. 

Podemos determinar f* en otra forma. Como 

/ = {(x, ^)|xe[ 0 , co>} 
f* = {{\/^, J^)ke[0, cx3>}. 
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Si hacemos y = yfx, entonces 

f* = {iy,y^)\ye[o, qo>}. 
d) Sea J' = g{x) = 2x+3, donde xeR. Entonces, 
y = 2x+3ox = i(j-3). 

Es claro que g es univalente. La régla de correspondencia para g* es 
9*iy) = K>’-3) y ‘JV = R. 

Las grâficas de f* y g* estân construidas en la figura 16. 



6.12 Ejemplo. Restrinjase el dominio de de tal forma que la funciôn 
as! obtenida sea univalente y encuéntrese la funciôn inversa. 

SoLUCiÔN. De la grâfica de /^, ilustrada en la figura 17, puede deducirse 
que obtendriamos una funciôn univalente restringiendo el dominio a 
< - CO, 0] y a [0, 00>. Sea 

/+ = {(X, x^)|xe[0, oo>} e /i == {(x, x^) | xe < - oo, 0]}. 

Para encontrar la inversa de /i, sea / = x^. Entonces 
y = x^ y X6[0, Qo> o x = y'y. 

Por t^to, il es univalente y su inversa es la funciôn raiz cuadrada 
{(>■> \ y)l>’£[0, oo>}. La inversa de il se obtiene en forma similar: 

y = x^ y xe<-GO, 0] X = -v>’- 

Asi pues, il es univalente y su inversa es la negativa de la funciôn raiz 
cuadrada. 
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Problemas 

1. Determinense f°gyg<^fe ilûstrense como mapeos: 

a) f = {(1,2), (2, 3), (3. 5), (4, 7)} 
g= {(0,3), (1,2), (2,1), (3, 4)} 

b) f= {(1, 2), (0, 1), (3, 10), (4, 17), (- 1, 2)} 
g= {(0,1), (1,0), (3, 3), (-1,4), (2, 7)} 

c) / = {(1, -2), (2, -5), (3,0), (4, -1)} 

g = {(0, 1),(1,0), (3, 3), (-1,4), (2, 1)}. 

2. Determinense f '^g y g °/ cuando 

a) / = 1^ + 3 y g = 1-6 

b) f{x) = -A y g{x) = 

c) fix) = , % = <-QO, oo> 

x^ + 1 

g{x) = 2x-3, Dj = [0, 5] 

d) /= {(x, VF^)|xe[l,oo>} y ér = (x, 3 -x)|x6<-oo, co) 

e) / = {(x, ^)|xe[0, aD>} 

g = {(0, 1),(2, -3), (4, 7), (8, -1), (3,1)} 

/) / = /^-3/+5 y g = 3 

g) f - I^ + Ayg = 3/+1 

h) f = y g = 1 -2/ 


3. Constrùyanse las grâficas de f - g y g ° J partiendo de las grâficas 
ét f y g cuando f y g son las funciones en 

a) Problema 2a b) Problema 2b 

c) Problema 2/ d) Problema 2g. 

4. Pruébese D 2 del teorema 6.5. 
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5. 

a) 

c) 

e) 

0 ) 


Determînense /* y g* (si existen) para las funciones en: 


Problema 1 a 
Problema la 
Problema 2d 
Problema 2g 


b) Problema 1 b 
d) Problema 2 c 
f ) Problema 2/ 
h) Problema 2h. 


6. Constrûyanse las grâficas de /* y g* (cuando existan) partiendo de 
las grâficas de / y ^ cuando J y g son las funciones en 

a) Problema 2a b) Problema 2b 

c) Problema 2 c d) Problema 2^. 

7. Determînense /* (si existe) si 

a) / = {(x,x")|xe[0,2]} b) / = {(x, x^)\xe[-2,2]}. 

8. Si / y g son funciones univalentes, demuéstrese que f o g es univalente 
y que i/o g)* = g* O f*. 


7. ÂLGEBRA DE FUNCIONES 

Hemos visto que el conjunto S de todas las funciones reales de variable 
real con las operaciones de adiciôn, multiplicaciôn y composiciôn tiene 
muchas de las propiedades algebraicas fundamentales del sistema de los 
numéros reales (teoremas 5.4 y 6.5). Como las réglas desarrolladas en el 
âlgebra para la operaciôn de los numéros reales se basan sobre estas 
propiedades fundamentales, es de esperar que sean apücables réglas 
semejantes para la operaciôn de funciones. Sin embargo, debe tenerse 
cuidado cuando interviene la composiciôn, pues esta operaciôn no es 
conmutativa. 

En esta secciôn consideraremos algunos ejemplos de operaciôn de 
funciones que pueden obtenerse efectuando operaciones sobre la funciôn 
identidad y las funciones constantes. Recuérdese que las funciones poli- 
nomiales son funciones que pueden construirse partiendo de estas funciones 
bâsicas mediante las operaciones de adiciôn y multiplicaciôn. Si la operaciôn 
de divisiôn es también permisible, enfonces obtenemos la clase de las 
funciones racionales. 

Aparté de las propiedades bâsicas de las funciones reales enunciadas 
en los teoremas 5.4 y 6.5, usâmes las siguientes propiedades de la funciôn 
identidad: 

7.1 /"•/'” = donde n y m son enteros positivos. 

7.2 I" O I" — donde n y m son enteros positivos. 

7.3 I" O {f+g) = (/ +gy', donde n es un entero positivo. 
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La formula 7.1 es un caso especial de la formula mâs general /"■/'" 
que vimos en la secciôn 5. La formula 7.2 puede probarse como sigue; 
es évidente que tanto Z"»/" como Z"™ tienen R como dominio, y para 
cualquier xeR, [F .r]{x) = Z'’(Z'"(.v)) = Z"(y") = (x™)" = x"™ = Z'^fx). 
Dejamos al estudiante la prueba de 7.3 (problema 2). 

7.4 Ejemplo. Dadas las funciones polinomiales 

/ = Z^ + 8Z 
g = Z^ + 2Z 

determlnense; a)f+g, b) fg. 


SOLUCIÔN. 

a) / + ^ = (Z^ + 8 Z) + (Z^ + 2Z) 

= Z^ + Z^ + 8Z+2Z [5.4A3,A2] 

= Z^ + Z^ + (8 + 2)Z [5.4 D] 

= zHz^+ioz 

è) = (/3 + 8 Z)(Z 2 + 2 /) 

= Z^(Z^ + 2Z) + 8 Z(Z^ + 2Z) [5.4 D] 

= Z^Z' + Z^2Z+8ZZ^ + 8Z2Z [5.4 D, M 3 I 

= ZV^ + 2Z^Z+8ZZ^+16ZZ [5.4 M 2 ] 

= Z^ + 2Z'^ + 8Z^+I6Z^ [7'>] 


Notese que los resultados son los mismos que los que se tendrlan si Z 
representase un numéro real en vez de una 1 unciôn. En general, en 
expresiones que implican tan solo operaciones de adiciôn, sustracciôn, y 
multiplicaciôn de funciones podemos operar e.xactamente como si las 
funciones se reemplazasen por numéros reales. fün embargo, como antes 
senalamos, debemos tener algùn cuidado en la division de funciones. Por 
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ejemplo, — # 2, ya que las dos funciones no tienen el mismo dominio. 

En el siguiente ejemplo justificamos solamente aquellos pasos en que 
aparece alguna composiciôn. 


7.5 Ejemplo. Dadas las funciones polinomiales 

/ = Z^ + 8Z+3 
g = F-2I 

determlnense: a) f<--g, b) g ^ f. 


SOLUCIÔN. 

a) f og=^ (7^ + 87+3) O (7^-27) 

= Z" o(Z2-2Z) + 8Zo(Z^-2Z)+3 -(7^-27) [6.5 D,] 

= {l^-2lf + HI^-21) + 3 [7.3] 

= F-6I^+ï2I^-&I^ + iP-l6I+3 
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b) ÿ''/= (/"-2 /)o(/3 + 8/+3) 

= (y^ + 8/+3)-2/o(/3 + 8/+3) 

= (/^ + 8/+3)^-2(/^ + 8/+3) 

= /^+ lô/'^+ 6/^+ 64/^ + 487+9-2/^- 16/-6 
= /^+l6/'^ + 4/^ + 64/^ + 32/+3. 

Consideremos ahora el problema de determinar la inversa de 

r = {(a-, .v")|.v6R}, 

donde n es un entero positive. Si n es un entero impar, !" es univalente y 
tiene por ello una inversa. Si denotamos la inversa de /" por l'‘", entonces 

= {(a", A-)|.veR} = {(a, .;^'x)|a£R} («impar). 

Es decir, si n es impar, entonces /'^" es una funciôn con dominio R y régla 
de correspondencia /‘/"(.v) = ,^/a. Nôtese que estâmes usando el hecho de 
que si n es un entero impar, entonces hay un numéro real ùnico, al que 
représentâmes con tal que = a. Por el momento, este hecho lo 

admitimos sin demostraciôn; mâs adelante lo probaremos basândonos en 
el axioma del supremo. 

Si n es un entero par, entonces la funciôn /” no es univalente, pues 
contendrâ los pares ordenados (—1, I) y (I, 1). Sin embargo, partiendo 
de la /" podemos obtener una funciôn univalente por restricciôn del 
dominio. Sea 

/," = {(.v,.v")|.ve[0, oo>}. 

Entonces /+" es univalente y tiene, por tanto, inversa. Si n es un entero par, 
entonces denotamos a la inversa de /+" por /'"'. Por tanto 

/'''"= {(.v", A)|Ae[0, oo>} = {(.V, ,;;/A)|Ae[0, oo>} («par), 

donde a es cl ùnico numéro real no negativo tal que (.(^/Â)'' = a. Nôtese 
que esta definiciôn para /'^^ es la misma que la definiciôn previamente dada 
para la funciôn raiz cuadrada (definiciôn 4.4, pâg. 132). 

Hemos definido asi, para cualquier entero positivo «, la funciôn raiz 
«-ésima /''". La clase de funciones que pueden obtenerse a partir de la 
identidad y las funciones constantes efectuando las operaciones de adiciôn, 
multiplicaciôn, divisiôn y extracciôn de raices se llama clase de funciones 
algebraicas simples. 

Como para n impar, /'^” es la inversa de /", tenemos (usando 6.8 y 6.9); 

7.6 /'/" ... r = l = r ri" (n impar). 

Sin embargo, para « par, r'" no es la inversa de /". Las fôrmulas que 
corresponden a 7.6 para este caso, son: 

7.7 l'i" o/" = M y /" = /+ («par). 


[6.5 D,) 
[7.3] 
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Tanto < r y la funciôn valor absoluto, | |, tienen R como dominio. 
Para cualquier xeR, tenemos; 

[/>/" . F] {x) = /'/"(/"(x)) = /'^"(x”) = -î^'x'’ = |x|. 

Adviértase que ^/x" = |x|. Como ^/x" es el numéro no negativo que, 
cuando es elevado a la «-ésima potencia nos da x", debe ser x o — x, 
aquel de los dos que sea no negativo. 

Para probar la segunda parte de 7.7, obsérvese que /" ' e /+ tienen 
ambos como dominio a [0, oo). Ademâs, para cualquier xë[0, co), 

[/" < /!/"] (x) = r(/‘/"(x)) = = (^r = X = /+(x). 

7.8 Ejemplo. Si / = I‘^ + 2l'^ + 4 y g = determinese 
a) f ’^g y b)g of. 

SOLUCIÔN 

a) fog = (/V2/^+4)o/'/^ 

= /^„/i/2 + 2/"oZ‘/" + 4o/'/2 

= (/^ o /'/ 2 ) + 2 /^ c ./'/2 + 4 

= /+^ + 2/++4. 

Es decir, / es la funciôn con dominio [0, oo> y régla de correspondencia 

W = x^ + 2x + 4. 

b) g / = Z'/^ ,.(/‘^ + 2Z2 + 4). 

Asi pues, g f CS la funciôn con régla de correspondencia 
[g ^/] (.v) = ^lx* + 2x^~A 

y dominio el conjunto de todos los numéros reales, ya que x‘'' +2x^ + 4 es 
positiva para todo los numéros reales x. 

Es interesante observar que 

I I = Z,u(-Z_) 

donde 

Z_ = {(x, .v)|xe<-oo,0]}. 


Problemas 

1. Determinense f + g y si 

a) f = 31^ + 41-4,g = I^-2I+5 

b) f = P-3I-9, g = I^ + l 

c) / = Z®-4Z^ + 3Z, é'= Z‘" + Z^ + 4 

d) f = 41’’-5I^ + 6P + 5,g = 5Z^-6Z^-3Z. 
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2. Demuéstrese que /" o(f+g) = 

3. Determinense f g y g ° f si 

a) f = 1+2, g -= 

c) f = r+ 21-2, g = /2 + 4 

4. Determinense el dominio y 
sigLiientes funciones: 

a) 

f) o/2 

e) /2 o(/+/i/2) 

(/='+/") O /‘/3 


(/ +é')" donde « es un entero positive. 


h) f = 'il^ + A,g = 1-3 
d) f = !\ g = 1^-31. 

la régla de correspondencia de las 
b) 

d) /'/s./1/2 
/) (/ + /’'")./" 
h) iP + P)-I’^\ 


8. RESUMEN 

En este capitule se introdujeron las funciones y las operaciones 
algebraicas sobre las funciones. Se definiô una funciôn como un conjunto 
de pares ordenados de elementos tal que ninguno de dos pares ordenados 
distintos ténia el mismo primer elemento. Esto équivale a decir que una 
funciôn es una correspondencia o mapeo del dominio al rango de la funciôn. 

Si una funciôn es una funciôn real de variable real, es decir, un conjunto 
de pares ordenados de numéros reales, entonces la grâfica de la funciôn 
es el conjunto de pares ordenados de numéros considerado como un 
conjunto de puntos en R^. La representaciôn de la grâfica como un conjunto 
de puntos en el piano es un procedimiento adecuado para dar una imagen de 
la funciôn tanto cualitativa como cuantitativamente. Sin embargo, sôlo 
después de que hayamos estudiado câlciilo tendremos a nuestra dis- 
posiciôn herramientas adecuadas para trazar las grâficas de la mayor 
parte de las funciones. Como hemos visto por algunos ejemplos, el proce¬ 
dimiento de marcar unos cuantos puntos de la grâfica y dibujar después 
una curva lisa que pasa por estos puntos, no siempre da una buena 
representaciôn de la grâfica de una funciôn. 

Después de haber definido las operaciones de adiciôn, multiplicaciôn y 
composiciôn, probamos que el conjunto de las funciones reales de variable 
real con estas operaciones tiene la mayor parte de las propiedades 
algebraicas del sistema de los numéros reales (teoremas 5.4 y 6.5). Las 
excepeiones son que algunas funciones tienen una inversa con respecto a 
estas operaciones sôlo en un sentido restringido o, en el caso de la 
composiciôn, no tienen inversa alguna, y que la composiciôn no es con- 
mutativa. Por ello, teniendo présenté siempre estas excepeiones, podemos 
manipular las funciones casi como si fueran numéros reales. 

Como en la primera parte del câleulo sôlo nos ocupamos de funciones 
reales de variable real, en este capitulo hemos subrayado tal tipo de 
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funciones. Aparté de algunas funciones reales de variable real especiales, 
obtuvimos la importante clase de funciones algebraicas simples. Esta clase 
de funciones incluye a las funciones polinomiales y racionales como casos 
especiales. 


Problemas de repaso 

1. Si / es la funciôn definida por 

[2x], xe[0,3] 

= 

2[x], xe<3. S], 


determinense /(f), /(i),/(4), /(^-)- Trâcese la grâfica de /. 


2 . 

3. 

4. 


Trâcese la grâfica de 

Si / = /‘^^(2/^+3/), determinese /(O), /(-I), /(l), fiï)- 


Si 


f 3x + 4, xe[0, 2] 
I — x+1, x6<^2, 5] 


xe[0, 3> 
x6[3, 6], 

determinense f+g, fg-, f g, y g f los puntos 1, 4. Trâeense las 

grâficas de f, g, y f+g- 

5. Determinese una funciôn univalente que mapee <0, 4> sobre <0, 1>. 
Como una funciôn tal da una correspondencia uno-uno entre los intervalos 
<0,4> y <0, 1>, podemos decir que estos intervalos tienen el mismo 
numéro de puntos. 

6. Determinese una funciôn univalente que mapee <a, b} sobre <0, 1>, 
donde a < b. 

1. Si una particula estâ en el punto (1, 3) de en el tiempo / = 0 y 

se mueve en la direcciôn —j=- (2, 1) a una velocidad constante de 5 unidades 

por segundo, determinese una funciôn que describa la posiciôn de la 
particula en cualquier tiempo positivo. 

8. Si / = /^-3 y ÈJ = Z^ + 4/^ + /, determinense f + g, f -g, /^, f ° g, 
9°f^ f°f- También proporciônense el dominio y la régla de correspon¬ 
dencia de cada una de estas funciones. 



9. Pruébese que 

a) [x + m] = [x] + m,sim es un entero 

b) [x] + [-x] = 0 o -1 

c) W-t-[y] < [x+y]. 
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Capitule 



Transformaciones 

rigicias 


1. INTRODUCCIÔN 

En el capitule anterior, aunque dimos una definiciôn general de funciôn, 
nos ocupamos fundamentalmente de las unciones freales de variable real. 
En este capitule estudiaremos funciones cuyo dominio es el plane 
euclidiano y cuyo range estâ en R^. Taies funciones son llamadas 
“transformaciones”. Una transformaciôn T es un conjunto de pares 
ordenados de puntos de R^ T - {(P, 7’(P)!PeR^}, con ninguno de dos 
distintos pares de T con el mismo primer elemento. Una transformaciôn T 
asigna a cada punto P la nueva posiciôn P' = T{P) y es un conjunto de 
instrucciones para mover R^. 

Las transformaciones “rigidas” son las transformaciones que preservan 
la distancia. En general, las transformaciones estiran el piano o le dan 
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vuelta sobre si mismo o lo deforman de algûn otro modo. Bajo una trans- 
formaciôn n'gida, el piano se mueve sin deformaciôn como si fuese un 
cuerpo rigido. El piano no es estirado ni contraido, ni ninguna parte del 
piano se dobla sobre si misma. Al pensar en esto podemos concebir solo 
très tipos de transformaciôn rigida: traslaciones, rotaciones alrededor de 
un punto, y una rotaciôn de 180° del piano alrededor de una recta del 
piano. Esta ültima transformaciôn se llama “réflexion” alrededor de la 
recta. Veremos cômo se representan estas transformaciones analiticamente 
y también que, bâsicamente, éstas son los ûnicos tipos de transformaciones 
n'gidas. Queremos, también en este capitule, identificar las propiedades del 
piano euclidiano que permanecen sin cambio en las transformaciones 
rigidas. 


2. TRANSFORMACIONES 

En la introducciôn senalamos que una transformaciôn del piano 
euclidiano es una funciôn con dominio y range en R^. 

2.1 Definiciôn. Una funciôn T con dominio R^ y rango en R^ se llama 

transformaciôn del piano euclidiano R^ 

Por ejemplo, 

^P) = 3P, para todo PeR^, 

es una régla que define la transformaciôn T= {(P, 3P)|PeR^}. La régla 
puede también expresarse por un par de ecuaciones: T{x, v) = (x' v') 

x' = 3.x- 
y’ = 3j. 

Asi pues, T(0) = O, n 1,0) = (3, 0), T(2, 5) = (6, 15), r( - 1, 3) = ( - 3, 9) 
y asi sucesivamente (figura 1). Esta transformaciôn agranda el piano por 
el factor 3. i 


inp^i-riP^)! = |3P,-3P,| = 3|P,-P,|. 
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2.2 Ejemplo. Scan P,, Pj, P 3 y P/, P 2 ', P 3 ', vértices de un par de 
triângulos. Los triângulos se dice que son semejantes si 

|P 2 '-Pl 1 ^ |P3'-P/I ^ |P3'-P2'I 
|P,-P.| 1P3-P,I IP 3 -P 2 I ' 

Demuéstrese que la transformaciôn definida por /"(P) = aP para cada 
PeR^, donde a es un numéro real distinto de cero, transforma un triângulo 
en un triângulo semejante. (Una transformaciôn T de este tipo se llama 
transformaciôn de semejanza.) 

SOLUCiÔN. Lo que deseamos demostrar es que el triângulo con vértices 
rfP,), /"(Pj), nPs) es semejante al triângulo con vértices P,, P 2 , Ps- 
Tenemos, en efecto, 

ir(P)-r(Q)| = laP-aQI = |fl||P-Q|, 

y vemos que la razôn de distancias después de la transformaciôn a distancias 
antes de la transformaciôn es la misma para todos los pares de puntos 
distintos. El triângulo 7'(P,) 7’(P2) 7'(P3) es, por tanto, semejante al 
triângulo PjPjPa. 

2.3 Deflniciôn. Una transformaciôn de se dice que es no singular si 
J) es univalente (uno-uno), y 2) su rango es R^. Una transformaciôn que no 
es no singular se dice que es singular . 

2.4 Ejemplo. iEs no singular la transformaciôn definida por 
{T{x,y) = {x’,y'))2 

x' = x + 5 
T: 

y' = y. 

SoLUCiÔN. Para cada punto P' = ix\y') de R^, las ecuaciones que 
definen T tienen la soluciôn ûnica (v, _v) = T*ix',y') = {x' — S,y')\ 

X = x' —5 

Y* • 

y ^ y . 

Por lo tanto, T es univalente y el rango de T es R^. De donde T es no 
singular, y las anteriores ecuaciones son las ecuaciones para la trans¬ 
formaciôn inversa T*. Nôtese que 

2.5 7’(P) = P'=P+a, 

donde a = (5, 0). Todo punto del piano se mueve (desplaza) 5 unidades 
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FIGURA 2 


horizontalmente (figura 2). La transformaciôn inversa T* esta definida por 
la régla 

2.6 r*(P') = P'-a. 

La transformaciôn T* mueve cada punto horizontalmente 5 unidades en la 
direcciôn opuesta. 

La transformaciôn definida por las ecuaciones 

x' = 0 

2.7 T-. 

y' = y 

es la “proyecciôn ortogonal” de sobre el eje Y. Todos los puntos que 
se encuentran sobre la misma recta horizontal se transforman en el mismo 
punto sobre el eje Y (figura 3). La transformaciôn no es univalente y es, 
por tanto, singular. 

Las transformaciones no singulares estân caracterizadas por dos 
propiedades. La primera de éstas, univalencia, nos dice que bajo la trans¬ 
formaciôn ningûn punto tiene mâs de un punto colocado encima de él; 
el piano no se dobla sobre si mismo. La segunda propiedad es que el rango 
es R^. Esto quiere decir que cada punto de R^ tiene, al menos, un punto 
colocado encima de él por la transformaciôn. Toda transformaciôn no 
singular T, por ser univalente (uno-uno), tiene una inversa T*. Como el 



FIGURA 3 
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dominio y el rango de T es R^, el dominio y el rango de T* es también R^. 
Por tanto, T* es una transformaciôn. Si TCP) = P', entonces T* (P') =P; 
es decir, si T lleva P a P', entonces la transformaciôn inversa T* lleva de 
vuelta P' a P. 


2.8 Lema. La inversa de una transformaciôn no singular es una trans¬ 
formaciôn no singular. 


Prueba. Como senalâbamos anteriormente, si T es no singular, 
entonces T* es una transformaciôn con rango R^ y dominio R^. Como la 
inversa de una funciôn univalente es una funciôn univalente, T* es 
univalente, y, por tanto, no singular. 


Problemas 


Considérense las siguientes transformaciones de R^ definidas por las 


réglas : 

1) r,(P) = p+{i,3) 

2) T’jC.v, j) = (a- l.y'-S) 

3) T^{x,y) = {x',y') 

x' = x+\ 

y' = j+3 

4) T^{x,y) = {x',y') 

x' = |xl 

y' = y 

1. Determinese 


a) r,( 0 , 0 ) b) 

d) 74 ( 5 , 3 ) e) 

9) 7,(0, 5) h) 

j) 7,(73(0, 1 )) k) 


m) 74 ( 7 ,(- 5 , 1 )) 


5) 75(x,;;) = x(2,0)+j(0,2) 

6 ) Tf^ix, y) = {x', y'), 

x' = X 
y' = X 

7) T-,{x,y) = {x',y'), 

x' = -y 
y' = X. 


7, (2, 5) c) 7^(71 (2, 5)) 

74 (- 5 , 3 ) f)T,{-X-2) 

7,(3, 8 ) i) 7, (7, (3, 8 )) 

73(7,(0,I)) /) 7,(74,(-5, 1)) 


2. Proporciônese una descripciôn geométrica de cada una de las trans¬ 
formaciones 7],..., 7,. 

3. Demuéstrese que : 


a) 7j = 73 è) 7i es no singular c) 7i = T 2 . 

4. Demuéstrese que 7, es no singular. 

5. Determinese 


«) 73 *(- 1 , -3) 6 ) 7,*(0,0) c) 7i*(l,3) 

d) T,*(2,0) e) T,*(0,2) f) T,*(2,2). 

6 . Demuéstrese que 7, es no singular, y proporciônese una régla 
para 7,*. 
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7. Demuéstrese que y son singulares. 


8. Encuéntrense todos los puntos P con la propiedad de que 


a) ri(P) = (I,3) 
c) T^ÇP) = {\,2) 
e) T,ÇP) = {-2,A) 
g) T,{P) = (-2, -2) 

9. Demuéstrese que; 


b) r,(P) = (o,o) 
d) r^cP) = (-1,2) 

/) TgCP) = (2, 2) 

h) TgCP) = (-2,2). 


a) Toda transformaciôn de semejanza es no singular (véase el 
ejemplo 2.2). 

b) La inversa de una transformaciôn de semejanza es una transformaciôn 
de semejanza. 


10. Proporciônese una descripciôn geométrica de: 

a) Una transformaciôn univalente que no sea no singular. 

b) Una transformaciôn de rango que no sea no singular. 

+ 11. Proporciônense representaciones analiticas para las transforma- 
ciones del problema 10. 


3. TRANSFORMACIONES RÎGIDAS 


En esta secciôn estudiaremos las transformaciones “rigidas” y apren- 
deremos cômo representarlas analiticamente. 

En fisica, se entiende por un “cuerpo rigide” un sistema de particulas 
interconectadas de tal forma que las distancias entre las particulas no 
cambian. Por analogia, las transformaciones que preservan las distancias 
entre puntos se llaman transformaciones “rigidas”. 


3.1 Definiciôn. Una transformaciôn T de se dice que es ngida si T 
préserva la distancia; es decir, si 

i7'(P)—7’(Q)1 = |P —Q|/7ara toûfo P, QeR^. 


La transformaciôn T definida por 7’(P) = P+a (ecuaciôn 2.5) es un 
ejemplo de transformaciôn rigida: 

ir(P)-nQ)l = |P + a-(Q + a)| = IP-QI 

para todo P, QeR^. La proyecciôn ortogonal definida por 2.7 es un ejemplo 
de una transformaciôn que no es rigida: Sea P = (0, 0) y Q = (1,0); 
entonces ^(P) = ^(Q) = (0, 0) y 

|r(P)-r(Q)| = 0, 

mientras que 

IP-QI = |(0,0)-(1,0)| = 1. 
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Ciertamente, es claro que ninguna transformaciôn que lleva puntos distintos 
sobre un mismo punto puede preservar la distancia (problema 4). 

Los très tipos bâsicos de transformaciones rigidas son las “traslaciones”, 
las “rotaciones”, y las “reflexiones”. La transformaciôn definida por 

3.2 T: r(P) = P+a, 

donde a = (aj, flj) es un vector dado, se llama una traslaciôn (figura 4). 

|y’ 



j 

i 



En lugar de la ecuaciôn vectorial (3.2)podemos describir T por las ecuaciones 
componentes (T(x, y) = {x',y')) 

x' = X + Oi 

3.3 T: 

y' = y+ai- 

Sea U = un vector de longitud la unidad + = 1). 

Entonces u'*' = (-« 2 , «i). 

La transformaciôn U definida por 

3.4 U: Uix,y) = xu+yu^, |u| = 1, 

se llama rotaciôn alrededor del origen o, simplemente, rotaciôn (figura 5). 
La transformaciôn V definida por 

3.5 V-. V{x,y') = xvi-yn^, |u| = l, 

se llama réflexion alrededor de una recta que posa por el origen o, simplemente, 
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FIGURA 6 


reflexion. La réflexion V definida por 3.5 es la réflexion alrededor de la 
recta C que pasa por el origen en la direcciôn c = i + u = (1 +m, uflt 
(figura 6). 
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Sea ü{x, y) = {x', y'). Entonces 

x' = «iX —« 2 J, 

3.6 U: + = 1, 

y' = U2X + u,y, 

son ecuaciones de una rotaciôn. 

Sea V(x,y) = (x',y’). Entonces 


x' = u,x + u2y, 

3.7 V: u,^ + U2^ = I, 

y' = U2X — u,y, 

son ecuaciones de una réflexion. 

La relaciôn entre la descripciôn analitica (ecuaciôn 3.2) y la imagen 
geométrica (figura 4) de una traslaciôn T es sencilla. La traslaciôn T 
desplaza cada punto P horizontalmente la distancia dirigida a, y verti- 
calmente la distancia dirigida 02 i es decir, T desplaza cada punto P por 
a = ( 01 , 02 )- 

La rotaciôn V esta ilustrada en la figura 5. De acuerdo con la 
ecuaciôn 3.4 

L(i) = U y UQ) = u"-, |u| = I , 


y 


L(P) = U{x{+y\) = xU(i)+yU{\) = xu-4-;^u-^. 


Es la figura 5 la que sugiere la representaciôn analitica de las rotaciones. 

La reflexiôn V alrededor de una recta C que pasa por el origen esta 
ilustrada en la figura 6. Aqui 

|/(i) = U y L(j) = -u\ |u| = 1 

y 

K(P) = V{xi+y\) = xV(i)+yy(j) = xu-ju-^. 


La recta C es la mediatriz del segmente rectilineo que une a / y K(i) = u y es, 
por tanto, la recta que pasa por el origen y el punto medio 2 -(i+u) del 
segmente rectilineo; es decir, t es la recta que pasa por el origen paralela 
a c = (i+u). La figura 6 sugiere la representaciôn analitica 3.5 de una 
reflexiôn V alrededor de C, y no es dificil demostrar que 3.5 implica que K(P) 
es la imagen refleja respecte a C de P (problema 12). 


3.8 Ejemplo. Identifiquense cada una de las siguientes transformaciones 
y determinese la inversa de cada transformaciôn 

1) Ti(P) = P + (-3, 1). 

2) T 2 (x, y) = —^ ( —2x —3^, 3x~2y). 

x/13 
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3) T,: 




{2x + 3y) 


V 


1 




SoLUCiÔN. 1) Tl es una traslaciôn; a = ( — 3, 1). Correspondiendo a 
cada P', la soluciôn ûnica de 

P' = TiCP) = P + (-3, 1) 

es P = P'—( — 3, 1). De aquî que Tj* es la traslaciôn 

Ti*(P’) = P' + (3, -1). 


2) T,(x,y) = x 


( -2 3 

V/i3’ 

-2 3 

,n/Î3’ v'Ô 


+ y 


+ y 


-3 -2 

-2 3 

v/T3’ .fnj ' 


Por tanto, como 


Resolviendo 


^ -2 , 3 M 

•/Î3 yi3 I ~ ^2 es .'otaciôn con 


P = (x', 3^') = TjCP) = xu + yu-^, U = -j=z{-2, 3), 


obtenemos 


X = P'-u = (x, /)•-—(-2, 3) 
n/Î3 


x/Î3 


(-2x' + 3/) 


3- = P'-u^ = (x',/).4=(-3, -2) 


VÎ3 


“x/Î3 


(3x' + 2/). 
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Por tanto 


T/(P') = -3) + / -^(3, -2) 

V13 


= jc' U* + y' U*'*' 


donde 

La inversa T 2 * de la rotaciôn T 2 es ella misma una rotaciôn. 


= xu — 


donde u = —^ (2, 3). 

VÏ3 

Como |u| = 1, ^3 es la réflexion alrededor de la recta que pasa por el 
origen paralela a c = i + u = (0, 1) + -j={2, 3) = -^(2 + ^13, 3). Para 
cada P' = (x',y'), la soluciôn ùnica de 

P' = T3(P) = XU->'U'^ 
es 

X = u P' = -^(2, 3)-(x',/) 


yï3 


(2x' + 3y') 


P' 


yï3 


(-3. 2)-(x',/) 


1 


(3x'-2y'). 


Por tanto, T^* = T^, ésta es una propiedad que esperamos tengan todas las 
reflexiones —que la inversa de una réflexion sea una réflexion (problema 7). 

Deseamos ahora demostrar que las traslaciones, las rotaciones y las 
reflexiones son transformaciones rigidas. Lo probamos para las rotaciones. 
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Al final de la secciôn aparecen como problemas resultados anâlogos en lo 
que respecta a traslaciones y reflexiones (problemas 5 y 7). 

3.9 Lema. a) Las rotaciones ahededor del origen son iransformaciones no 
singulares. 

b) La inversa de una votaciôn es una votacion. 

c) Las rotaciones son trans/ormaciones rigidas. 

Prueba. Sea U la rotaciôn 

P' = 17(P) = xu+yu^, |u| = 1, 

P = {x,y), P' = {x\y'), y „ = (m, , u^)- 

{a) y {b). Para cada P'eR^ sabemos que la ecuaciôn P' = b'(P) tiene la 
soluciôn ùnica 

X = u-P' = ll^x' + U 2 y' 
y = u^-P' = -U 2 X' + u^y'. 

De donde V es 110 singular y 

^ ) ~ -Y (W| , (U2 , M] ) 

= x'(u,, -U 2 )+y'(u,, 

U* es una rotaciôn y esto compléta la prueba de (a) y (b). 



FIGURA 7 


c) Sea Pi = (x,,y,)yP 2 = 
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Entonces 


= {x^-x^Ÿ+iyi-yif 
= |Pr-P2l^- 

Por consiguiente, ü préserva la distancia y es una transformaciôn rigida. 

En la prueba del anterior lema demostramos que, si U es la rotaciôn 
con U{\) = U = {u^,U 2 ), entonces la inversa U* es fâcilmente obtenible: 
es la rotaciôn con (figura 7) 

3.10 t/*(i) = U* = (m,, -« 2 )- 

Posteriormente veremos que esto significa que si U es la rotaciôn de 
direcciôn contraria a la de las manecillas del reloj y de ângulo 0, entonces 
la inversa U* es la rotaciôn en direcciôn igual a la de las manecillas del 
reloj y de ângulo 0; es decir, U* es la rotaciôn contraria a la de las 
manecillas del reloj de ângulo —d. 

3.11 Teorema. Si U es una rotaciôn, entonces 

a) t/(a)-C/(b) = a-b 

b) a-t/(b) = U*ia} h 

c) t/(a") = [C/(a)]". 

Prueba. Sea u = C/(i). Entonces U(x,y) = xu+yu. 

a) Como U es un vector unitario, 

U(a)-U(b) = (ûi u + a2U'^)'(^t « + ^ 2 “^) 

= «1^1 U’U + (aiè2+Û2^l)“'**‘^+«2^2“''"“'^ 

= ai 6, +a2è2 = s- b. 

b) Segùn el lema 3.9, U* es una rotaciôn. Por lo que segùn la parte (a) de 
este teorema 

a-t/(b) = U*(a}-U*{U{h)) = t/*(a)-b. 

c) C/(a^) = U{-a 2 ,ai) = —a 2 U + aiU-^. 

Como = — U, 

[{/(a)]-^ = (oi u + a 2 u-^)-^ = a, u-^ —OzU = 

La parte (a) del teorema 3.11 nos dice que el producto escalar no queda 
afectado por una rotaciôn. Se dice por ello que el producto escalar es 
invariante respecta a las rotaciones. La propiedad enunciada en la parte {b) se 
demostrô que era una consecuencia de la invariancia del producto escalar. 
Reclprocamente, vemos que la propiedad (Jb) implica que 

U{a)-U{b) = U*{U(a))-b = a-b; 

es decir, la propiedad (b) es équivalente a la invariancia del producto 
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escalar. La propiedad (c) nos dice que la operaciôn de hacer girar un vector 
en direcciôn contraria a la de las manecillas del reloj un ângulo de 90° es 
invariante respecto a las rotaciones. Es esta operaciôn sobre el vector a 
la que posteriormente nos permite distinguir entre una direcciôn dextrôgira 
(igual'a la de las manecillas del reloj) y una direcciôn levôgira (con¬ 
traria a la de las manecillas del reloj) sobre un circulo, y la invariancia de 
esta operaciôn esta relacionada al hecho de que una rotaciôn no hace que el 
piano dé la vuelta sobre si mismo. Si V es una reflexiôn, V(a^) = -[K(a)]-^ 
(problema i5c). El significado geométrico de esto es que, bajo una reflexiôn, 
el piano da una vuelta sobre si mismo y lo que previamente aparecia como 
levôgiro aparece ahora como dextrôgiro. 

3.12 Ejemplo. Determinese la traslaciôn T que transforma el punto Pq en 
el punto Qo- 


SoLUCiÔN. La régla para una traslaciôn es 

T{P) = P-ha. 

Queremos que 


Esto es équivalente a 
es decir, 


+ ^ — Qo- 
^ ~ Qo~Po > 
r(P) = p+(Q,-p,). 


3.13 Ejemplo. Determinese la rotaciôn U alrededor del origen que 
transforma 

a) (1, 0) en 4: (1,1)- 

^/2 

b) (l,0)en(-l,i). 

c) (2, 4) en (4, 2). 


SoLUCiÔN. a) Como u = 17(1,0) =(1,1) y 
rotaciôn deseada tiene la representaciôn analitica 


^2 


( 1 , 1 ) 


= 1, la 


U (X.,) = i (1,1) + ^ 

b) Toda rotaciôn U alrededor del origen es una transformaciôn rigida. 
Por tanto 

|C/(P)-C/(0)| = |P-0|, 
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lo que significa (como U{0) = O) 

|£/(P)i = 1P|. 

Las rotaciones preservan las distancias de los puntos al origen. Como 
1(1,0)1 = 1 y = 


no hay ninguna rotaciôn alrededor del origen con la propiedad 

t/(!,0) = (-1, }). 

c) Supongamos que una tal rotaciôn existe. Entonces 

U{x,y) = x(ui, U 2 ) + >’( —« 2 . “i)> + = 1 


(4,2) = C(2,4) = 2(«,,M2) + 4(-M2,Wi) 
= «,(2,4)+ «2(-4, 2). 

Resolviendo esta ecuaciôn obtenemos 

_ (2, 4)-(4, 2) _ |6 ^ 4 
(2,4)-(2,4) 20 5 

(-4, 2)-(4, 2) _ -12 _ ^ 


Como «,^ + « 2 ^ = rotaciôn deseada es 

lJ{x,y) = -4)+j(l,f) 

= j(4x + 3>-, -3 a: + 4>’). 

CoMPROBACiÔN . C(2,4) = 1(20, 10) = (4, 2) 


y 


(I)"+(-!)" 


16 + 9 
25 


3.14 Ejemplo. Determinese la rotaciôn U alrededor de O que transforme 
el eje en C = {r(l, 3)}. 

SoLuciÔN. Supongamos que V es una rotaciôn tal. Entonces para 
alguna t 

U = 6'(1,0) = <(1, 3). 

Sin embargo, como |C(1,0)|^ = lOr^ = 1, t = ± 1/Vl0- (P'gura 8.) 
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Las ùnicas rotaciones posibles corresponden a u 
decir, 


] 


V 


10 


(L 


3); 



, 1 

•« =- (x-3 v) 

V'iO 


U2-- 

y' = - 7 = (3 x + y) 

v/ÎÔ 



Es fâcil verificar ahora que éstas son las rotaciones pedidas. 

0) = ^(l,3,)ei: 

Y 10 


y 


[/2(x,0) = - 

3J5 Ejemplo. Determinese la réflexion respecto de la recta C de pen 
diente 1 que pasa por el origen. 
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es 



SoLUCiÔN. (Figura 9.) En esta soluciôn usamos el hecho de que P y K(P) 
son simétricos respecto a C. 

La recta C es paralela al vector unitarfo a = “;= (1, 1). Como para cada 

\'2 

punto P 

P = (P-a)a + (P-a-‘-)a-^, 

la régla de correspondencia para la réflexion V respecto de C es 

K(P) = (P-a)a-(P-a-')a^ 

= i[(-v + F)(l, l)-(-.v+>')(-l, 1)] 

= (y,x) = 

Vemos que ésta es la réflexion respecto de la recta que pasa por el orlgen 
paralela a i + j = (1, 1). 

Nota. Vemos, por el ejemplo 3.15, que la reflexion V respecto a la 
recta de pendiente 1 que pasa por el origen, intercambia las abscisas 
y las ordenadas (las coordenadas respecto a X con las coordenadas 
respecto a Y): V(x,y) = iy,x). Sea /una funcion real de variable real. 
Si/es univalente, entonces la grâfica de/—la inversa de f* — se obtiene 
a partir de la grâfica de / intercambiando las abscisas con las ordenadas. 
Significa esto que la grâfica de / puede obtenerse geométricamente de la 
grâfica de /* por réflexion respecto de la recta de pendiente 1 que pasa 
por el origen. 

3.16 Ejemplo. Determinese la rotaciôn alrededor del origen que trans¬ 
forma Po ^ O en un punto sobre la parte positiva del eje X. 
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SoLUCiÔN. Supongamos que U es la rotaciôn pedida. Entonces 
(Po = ixo,yo)) 

f^(Po) = iPol i = Xo U + Po U ^ 


y 



X, 

ipo 


" u + -^u^ 


IPol 


De donde 


yo)- 

IPol IPol 


Por tanto, por 3.10 


“|p«i 


Entonces es fâcil verificar que la rotaciôn U con 

U = UH) = -J^o) 

IPol 

es la rotaciôn alrededor del origen que transforma Pq en un punto sobre'la 
parte positiva del eje X: 


C/(Po) = XoU + PoU^ - -XoPo + >oA-o) 

1^ ol 

= IPoli. 

Problemas 

1. Para cada transformaciôn T determinese si T es 1) no singular, 
2) rigido; si es no singular determinese la inversa T*. 

a) T(x, y) = { -y, x) 

b) Hx, j) = x(l, l) + j(-l, D 

c) r(A-,>-) = ^(1, 1) + ^(_i. 1, 

d) T(x, y) = (3x + 2, y^-i) 

e) T{x,y) = (2x-4p, -x + 2p) 

/) T{x, y) = (p, a) 

g) T(x, y) = (2p, 2x) 

T{x, p) = ^ (x+p, X—p) 

/) T(x, y) = ^(x+p, A-p) + (3, 5). 
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2. Identifîquense las traslaciones, rotaciones, y reflexiones del 
problema 1. 

3. Trâcese la grâfica de cada una de las funciones /. Demuéstrese que 
cada una de ellas es univalente y, por réflexion respecte de la recta {(x, x)}, 
trâcese la grâfica de /*, inversa de /, para cada /. 

a) f{x) = A ^ 0. (/* = 
h) /(A) = A^ A ^ 0. (/* = 

c) f = P {f* = /‘/3) 

d) /(a) = 3a —A^, A6[—1,1]. 

4. Pruébese que: toda transformaciôn rîgida es univalente. 

5. Pruébese que: 

a) Las traslaciones son transformaciones rlgidas. 

b) La inversa de una traslacion es una traslaciôn. 

c) Las traslaciones son no singulares. 

6. Demuéstrese que: toda transformaciôn T de la forma 

T{x,y) = xa+jb, 

donde |a| = |b| = 1 j a-b = 0, una transformaciôn rigida. 


7. Pruébese que: 

a) Las reflexiones respecto a una recta que pasa por el origen son 
transformaciones rlgidas. 

b) Toda réflexion respecto a una recta que pasa por el origen es su propia 
inversa. 

c) Las reflexiones son no singulares. 

8. Determlnense cuatro traslaciones sabiendo que, respectivamente, 
llevan : 

a) (0,0) a (4, 3) b) (4, 3) a (0, 0) 

c) (1, -3) a (40, -23) c) (-3, 2) a (13, -7). 


9. Determlnense 1) cada una de las rotaciones alrededor del origen, 
2) cada una de las reflexiones respecto a una recta que pasa por el origen, que 
transforman 


u) (l,0)en(i,V3/2) 
c) (0, 1) en (i, V3/2) 
c) (l,3)en(-3, 1) 
g) (1, 3) en (3, -1) 


b) (0,5) en (3, 4) 

d) (l,0)en(i,i) 

/) (1, r)en(l, 1) 
h) (3, -1) en (1,3). 


10. Si £ es un subconjunto de y T es una transformaciôn de R^, 
entonces r(6) —llamado transformado de £ por T — es el conjunto 


r(8) = {r(P)|Pe6}. 
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Determinense : 


a) T(X); T(P) = P+ (0,5) 

b) TiY); T{P) = P+ (0,5) 

c) T(G)-, 7’(P) = P + (l, — 2) y e es la circunferencia de radio 1 
alrededor del origen 

d) L{X); L(x,y) = jca + yb 

e) L(7); L(x, y) = xa+yh. 

11 . Determinense todas las rotaciones alrededor del origen que trans- 
forman la recta Cj en la recta C^. 

a) Cl = {(x, x)}, C 2 = {(x, -2x)} 

b) Cl = {(X, -2x)}, C 2 = {(x,x)} 

c) Ci: 2x-3j = 0, C 2 : [IZ]\ 

d) Cl = {(0,y)}, C 2 : y = -x. 

12 . Sea C la recta que posa par el origen y es paralela al vector unitario a. 
Pruébese que : la transformacion V definida por 

K(P) = (P-a)a-(P-a^)a^ 

es la réflexion respecta a C (figura 9). 

13 . Determinese la réflexion respecto a la recta C que pasa por el origen 
cuando: 

a) C es el eje X è) C es el eje Y 

c) C es la recta de pendiente - 1 ^f) C es la recta de pendiente 2. 

14 . Una transformacion C se dice que es lineal si 

L{aP + bQ) = aL(P) + bL{Q) para todo a, bsR y para todo P, QeR^. 

Muéstrese que: las rotaciones alrededor del origen y las reflexiones respecto 
a una recta que pase por el origen, son transformaciones line aies. 

15 . Muéstrese que: si V es una réflexion, entonces 

a) K(a)-F(b) = a-b 

b) a-K(b) = K*(a)-b 

c) K(a^) = -[K(a)]^ 

16 . Muéstrese que: las ûnicas transformaciones lineales que dejan 
invariante el producto escalar, son las rotaciones y las reflexiones. (A éstas 
se les llama transformaciones lineales ortogonales porque preservan la 
ortogonalidad de los vectores.) 
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4. COMPOSICIÔN DE TRANSFORMACIONES 


Tenemos, a menudo, oportunidad de aplicar una transformaciôn U al 
piano euclidiano y luego continuar el proceso aplicando una segunda 
transformaciôn T. Por ejemplo (figura 10) primero podemos hacer girar 


V 


\ 


\ 



;k:'' 

/ 


a y luego aplicar una traslaciôn a R^. Esta es la composiciôn T o U 
âc T y V. La régla de correspondencia para T U es 

4.1 [T U]iP) = T{U{P')). 

Primero, se aplica la transformaciôn U que mueve P a P' = f7(P). A 
continuaciôn, la transformaciôn T mueve P' a P" = rCP'). La composiciôn 
T y U àe las dos transformaciones Neva P a P”. En el siguiente ejemplo, 
primero aplicamos una rotaciôn de 45° a R^, y luego una traslaciôn, 

4.2 Ejemplo. Determinese T « ü, donde 

y) = ^{\,\) + = -^(x-y,x + y) 

v/2 ^fï ^[2 


y 

T{P) = P + (3, -1). 
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SoLUClôN. (Tigura 10.) 


[ToU] (x, y) = T{U{x, >0) = Ti-ix-y, x+ v) 

Vx'2 

= ( x — y, X + >’) + (3, ~ 1 ). 

V 2 

Por ejemplo 

[T.:ty](l,i) = !)) = f) 

= 4i('l> -i) + (3, -I) = (r^ 

V2v; 

Podemos representar la composiciôn de transformaciones mediante 
diagramas taies como los de las figuras 11 y 12. Por ejemplo, la figura 12 
ilustra la ley asociativa 

4.3 5" [Fo t/] = [S T] O U 

para el producto de transformaciones. El diagrama représenta el hecho de 
que 

[S O (T O U)] (P) = 5([F . U] (P)) = 5(F(ty(P))) 

y 

[{S O T) O F] (P) = [5 . T] W(P)) = Sinu{¥))). 



P" 


FIGURAIT FIGURA 12 





El siguiente ejemplo muestra que el producto de transformaciones 
rigidas no es, en general, conmutativo. En nuestro estudio de funciones 
reales de variable real vimos que / o ^ no es en general lo mismo que g = /. 
Las operaciones no conmutativas son realmente comunes. No es lo mismo 
cortarse el pelo y ponerse (luego) el sombrero, que ponerse el sombrero y 
(luego) cortarse el pelo. 
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4.4 Ejemplo. Sea U la rotaciôn lJ{x,y) = (y, -x) y sea V la reflexiôn 
respecte al eje X. Determlnense K = t/ y C/ o K 

SoLuciÔN. V{x,y) = (x, —y). Entonces 

ViU{x,y)) = V{y, -x) ^ (y,x). 


Por tanto 

[V:. U]{x,y) = {y,x), 

y E O (7 es la reflexiôn respecte a la recta {(.v, x)}. Invirtiendo el orden de 
las transformacienes, ebtenemos 

V(V{x,y)) = U{x, ->’) = (-P, --v). 

Por tanto 

[f/o V]{x,y) = -(>’,x) 

y [7 O E es la reflexiôn respecte a la recta {(x, -x)}. U V ^ V U. En 
realidad, U ■-> V es igual a E ^ seguido de la rotaciôn de 180° alrededor 

del origen. 


Problemas 

Considérense las transformacienes definidas por 


1) T,(x,y) = -(x,y). 

2) T 2 {x,y) = {x-2,y + 3). 


f 

X 


3) T,: 


V 2 




4) T,ix.y) - 4^(1. I) + ^(1,-1). 

5) Tsfx, y) = Ux + V3>’,-V3x + y). 

6) TJX, y) = (x-Xo, 

7) 77(x, v) = xa+v'b, a y b linealmente independientes. 

1 . Identifiquese cada una de las anteriores transformacienes. Hâgase 
un esquema en que se muestre cômo se transforman los ejes X y Y. 

2. Determinese cada transformacién y provéase un esquema corne en el 
problema I. 
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«) b) T^oT, C) T^oT,_ 

T’a O 7 ; e) T* f) T 5 * ,75 

9) T 2 * h) T,* i) 

k) To-T-, l) T-j T^. 


3. Demuéstrese que: 

a) La composiciôn de Iraslaciones es una traslacion. 

b) La composiciôn de rotaciones alrededor del origen es una rotaciôn 
alrededor del origen. 

c) Si UI y ü 2 son rotaciones, entonces t/, U 2 = f/j ^ . 


4. Demuéstrese que: toda réflexion respecto a una recta que pasa por 
el origen, es la composiciôn de una rotaciôn alrededor del origen j una reflexiôn 
respecto al eje X. 


5. TRASLACION Y ROTACIÔN DE ETES 

En las secciones precedentes hablâbamos de transformaciones como 
transformaciones de puntos. Visualizâbamos la situaciôn como si el piano 
se moviese con respecto a él mismo y como si una transformaciôn fuese 
un conjunto de instrucciones para mover el piano. Esta es la interpretaciôn 
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activa de una transformaciôn. La transformaciôn T mueve el punto P a la 
nueva posiciôn ^(P). En esta secciôn consideraremos las transformaciones 
como si fueran transformaciones de coordenadas, y nos limitaremos a las 
rotaciones y a las traslaciones. (En la secciôn 9 se da una discusiôn mas 
general de los sistemas de coordenadas.) Aqui, la interpretaciôn de una 
transformaciôn es pasiva. El piano no se mueve. La transformaciôn 
define un nuevo juego de ejes eoordenados y asigna un nuevo par de 
coordenadas a cada punto del piano. 

Designemos con X, Y los ejes de coordenadas originales, y con X’, Y' los 
nuevos ejes de coordenadas (figura 13). Suponemos que los ejes X', Y' se 
han obtenido por una rotaciôn y una traslaciôn de los ejes originales. 
Sea U el vector unitario en la direcciôn positiva del eje X', y sea Pq el origen 
del nuevo sistema de coordenadas. Entonces es un vector unitario en 
la direcciôn positiva del eje Y'. El vector u = (uj, « 2 ) = Mii + M 2 j es la 
descripciôn de u respecto a los ejes de coordenadas originales; Uj y U 2 son 
los componentes de u respecto a los ejes de coordenadas originales. 
Pg = (xg , yg) y JTg , yo son las coordenadas del nuevo origen respecto a los 
ejes originales de coordenadas. Las nuevas coordenadas P' = {x', y’) del 
punto cuyas coordenadas originales eran P = {x, y) estân relacionadas con 
las coordenadas originales por 

5.1 P = {x, y) = r(P') = x' u+y' u-^ +Po ; 

es decir, 

X = Ui x' — U 2 y'+X q 


5.2 

;; = U2X' + Uty' + yo. 

El numéro x' es la distancia dirigida desde el eje Y' al punto y el numéro y' 
es la distancia dirigida desde el eje X’ al punto. Estos numéros x', y' son las 
nuevas coordenadas del punto que en el sistema original de coordena¬ 
das ténia las coordenadas X, y. Con referenciaal nuevo sistema de coordenadas 
denotamos al punto por P' = (x', y'). Las nuevas coordenadas podian 
también ser descritas como .los ùnicos numéros con la propiedad de que 
P —Pq = x'u-t-j'u"'-. Los numéros son ùnicos puesto que u y son, 
ciertamente, linealmente independientes. 

La transformaciôn T representando el cambio de coordenadas es la 
composiciôn de la traslaciôn 

Ô(Q) =Q+Pg 


y la rotaciôn 

C/(x',/) = x'u + y'u^. 

T = S O U. Primero se hacen girar los ejes, y luego se les traslada. Como 
los nuevos ejes de coordenadas son ortogonales, el nuevo sistema de 
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coordenadas se llama, también, sistema de coordenadas rectangular o 
cartesiano. Invirtiendo (5.1) obtenemos las ecuaciones para las nuevas 
coordenadas en términos de las coordenadas originales {T* = U* o S*) 

5.3 P' = r*(P) = [/*(P-Po) = + 

donde u* = (mj, —Mj); es decir, 

x' = u^(x-Xç,) + u2(y-yo) 

5.4 

/ = -U2ix-Xo) + Ut(y-yo). 


5.5 Ejemplo. Describase 
denadas definida por 


geométricamente la transformaciôn 




de 


coor- 


SOLUCIÔN. Vemos que u= 17(1,0) = (1. 3) y Pq =/"(O, 0) = (4, -3). 

Los nuevos ejes de coordenadas tienen la direccion ~ 7 = (1 3 ) v —C - 3 I ) 

respecte a los ejes originales, y en las coordenadas originales el nuevo 
origen es (4, —3). 


5.6 Ejemplo. Las coordenadas del punto P = (x, >>) satisfacen la ecuaciôn 

x^ + xy+y^ = 8 . 

Giramos los ejes de coordenadas y la direccion positiva del eje A" es (1, 1). 
iCuâl es la ecuaciôn satisfecha por las nuevas coordenadas del punto ? 


SoLUCiÔN. Aqui u = (1, 1) y 

V 2 


^ = ~y) 

y = -L(x' + /) 

V2 


x" = i(x'^~2x'y' + y'^) 
xy = i(x’^-y’^) 

/ = i(x'^ + 2x'/ + /^). 
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Por tanlo 


x^ + xy+y^ = jx’^+iy'^ 


y 


x^ + xy+y^ = 8 


implica 

3x’^+y'^ = 16 . 

5.7 Ejemplo. Consideremos la rotaciôn U de coordenadas definida por 

P = = U(P'}. 

Sea 

nP = c 

una ecuaciôn en las coordenadas originales de una recta t. Muéstrese que 

t;*(n)-P' = c 

es una ecuaciôn en las nuevas coordenadas de t. 

SoLuciÔN, Como el producto escalar es invariante respecte a las rotaciones, 
n-P = c si y solo si (y*(P) = c 

es dectr, 

n P = c si y solo si t/*(n)-P' = c. 

Esto quiere decir que en las nuevas coordenadas la recta es ortogonal 
a t/*(n). 

Nota. La interpretaciôn del ejemplo 7.5 en términos de una rotaciôn 
de puntos en vez de una rotaciôn de coordenadas es de interés. La 
rotaciôn U* lleva el punto P al punto P' = U* (P). Si C es una recta, 
entonces tiene una ecuaciôn de la forma 

n-P = c. 

Bajo la rotaciôn U*, la recta C se transforma en el conjunto de puntos P' 
que satisfacen 

U*{n)-P' = c; 

es decir, (/*(C) es una recta. Las rotaciones transforman las rectas 
en rectas. 


Problemas 

1. Dibùjense los ejes coordenados y describase cada uno de los cambios 
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de coordenadas abajo definidos. 


a) X — x' +3 b) X = —-z(x' + y’) 

y = y'-2 v'^ 

1 / . , 

y = + v ) 

V 2 

c)x = y'-l d) x’ = 

y = -~x' + 2 y' = l(^,^,x + y)-L 

2. Para cada uno de los cambios de coordenadas del problema 1 
proporciônense ecuaciones en las nuevas coordenadas para la recta cuya 
ecuaciôn en las coordenadas originales es 

2x-3y = 5 . 

3. Determinese la traslaciôn de coordenadas bajo la cual la ecuaciôn 

2x^+y^~\6x + 4y = -35 

se hace 

2x'^+y'^ = 1 . 

4. cQué rotaciones transforman la ecuaciôn 

2.v2 + 3,vj+2/ = 4 

en la ecuaciôn 

Ix'^+y'^ = 8 ? 


6. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 

Hemos visto ejemplos de sislemascon operaciones que son anâlogasala 
adiciôn y a la multiplicaciôn de los numéros reales. Por ejemplo, la adiciôn 
de vectores, la composiciôn de funciones, la multiplicaciôn y adi¬ 
ciôn de funciones reales, todas tienen propiedades que son semejantes a 
las propiedades aditivas o multiplicativas del sistema de los numéros 
reales. En el âlgebra moderna se presentan y estudian sistemas abstractos 
con operaciones de esta clase. Uno de los sistemas algebraicos bâsicos es el 
de grupo. El concepto de grupo nos permite subrayar la unidad de ideas y 
métodos que entran en el estudio de muchos tipos diferentes de sistemas 
y nos da un lenguaje sencillo con el que se pueden expresar resultados 
bâsicos en nuestro estudio de las transformaciones. 

Considérese un conjunto S de elementos a,b,c,... Una funciôn o de 
Sx6 en S se llama una operaciôn binaria sobre S; es decir, para cada 
a y b en Q esta asociado un elemento o{a, b) de 8. En lugar de o{a, b) 
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escribimos a o b. Por ejemplo, a + b y ab son operaciones binarias sobre 
el sistema de los numéros reales R. La adiciôn a + b de vectores es una 
operaciôn binaria sobre el espacio vectoriai V 2 ■ El producto escalar a • b no 
es una operaciôn binaria sobre V^', a- b es una funciôn de Kj x V 2 en R. 
La adiciôn f+g, la multiplicaciôn fg, y la composiciôn f ^ g At, funclones 
reales de variable real son operaciones binarias definidas en el conjunto 
de todas las funciones reales de variable real. La composiciôn U ^ T de 
transformaciones es la operaciôn binaria que estudiamos en esta secciôn. 

6.1 Definiciôn. Un conjunto S con una operaciôn binaria 0 se llama grupo 
bajo la operaciôn o si 

1 . a o (b o c) = {a o b) o c para cualquier a,b,ceQ (ley asociativa). 

2. Hay un (ïinico} elemento e e Q con la propiedad de que 

a o e = e o a = a 

para todo û e S. {a e se le llama identidad o elemento neutro). 

3. Para cada elemento a e 8 hay un elemento (ûnico) a* eQ con la 
propiedad de que 

aoa*=a*oa = e 

(a* se llama inverso de a). 

Si, ademds, 

4. a o b = b 0 a para todo a, b eQ (ley conmutativa), el grupo 6 se dice 
que es conmutativo. Si la ley conmutativa no se verijtca, decimos que el grupo 

es no conmutativo. 

Nota. En 2 y 3 la palabra “ûnico” esta entre paréntesis porque puede 
omitirse y demostrarse que es (la unicidad) una consecuencia de los 
postulados. (Véase la prueba del teorema 6.2.) 

Los axiomas A; — A 5 para el sistema de los numéros reales, pâg. 25, son 
équivalentes a decir que los numéros reales son un grupo conmutativo 
respecto a la adiciôn. Los axiomas M j — Mj nos dicen que los numéros reales 
distintos de cero son un grupo conmutativo respecto a la multiplicaciôn. 
En el teorema 3.8 del capitule 2, pâg. 58, las propiedades Aj — Aj equivalen 
a mostrar que el espacio vectoriai L 2 un grupo conmutativo respecto a 
la adiciôn. Mostramos ahora que el conjunto de todas las transformaciones 
no singulares es un grupo no conmutativo respecto a la composiciôn. Asi 
pues, la composiciôn de las transformaciones no singulares de R^ tiene, 
con excepciôn de la conmutatividad, las propiedades multiplicativas de los 
numéros reales distintos de cero. 

6.2 Teorema. El conjunto 5 de todas las transformaciones no singulares es 
un grupo no conmutativo bajo la composiciôn. 
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Prueba. Demostraremos, primero, que la composiciôn de trans- 
formaciones no singulares es una operaciôn binaria en S. Esto quiere decir 
que debemos mostrar que la composiciôn de un par de transformaciones no 
singulares es una transformaciôn no singular. Como el rango y el dominio 
de un par de transformaciones no singulares 17 y T es R^, el rango y el 
dominio de U T es también R^. La composiciôn de cualquier par de 
funciones univalentes es univalente, y, por tanto, U T es univalente. 
De donde U o T es una transformaciôn no singular de R^. Probamos ahora 
una tras otra las restantes propiedades. 

1. La ley asociativa es una propiedad general de la composiciôn de 
funciones (véase también 4.3, pâg. 180). 

2. La transformaciôn identidad es, ciertamente, una transformaciôn no 
singular y ToI=JaT = T para todas las transformaciones. La unicidad 
de la identidad es una propiedad general de los grupos; Supongamos que 
en un grupo S cualquiera hay un elemento <?' tal que e' o a = a para 
algûn a 6 S. Entonces 

e = a o a* = (e' o a) o a* = e’ o {a o a*) = e' o e = e'. 

Asi pues, una vez que demostremos que 5 es un grupo, sabremos que 1 es 
la ùnica identidad de?:. 

3. Hemos probado ya (lema 2.8, pàg. 163) que la inversa T* de una 
transformaciôn no singular T es una transformaciôn no singular. Asi pues, 
para cada T eS, T* satisface 3. De nuevo la unicidad es una propiedad 
general de los grupos: Supongamos aoa' = e. Entonces 

a* = a* o (a o a') = {a* o a) o a' = e o a’ — a'. 

En un grupo el inverso de cada a es ùnico. 

El ejemplo 4.4, pâg. 181, muestra que la ley conmutativa no se verifica. 
De donde S résulta ser un grupo no conmutativo respecto a la composiciôn. 
Y esto compléta la prueba. 

Hemos visto que 1 ) {ab)~ * =b~' cU' para numéros reales distintos de cero, 
2) -(u + ô) = -ô + (-u) para numéros reales, y 3) -(a + b) = - b+( - a) 
para vectores. Queremos demostrar que para transformaciones no singulares 

6.3 (T o U)* = U* c T*. 

Estos resultados son casos particulares de la siguiente propiedad general 
de los grupos. 

6.4 Teorema. Si S es un grupo bajo una operaciôn o, entonces 

(a o b)* = b* o a* 


para todo a, b eQ. 
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Prueba. Se sigue, de la definiciôti de grupo, que 

(è* O a*) O (a O h) = b* O [a* o{ao h)] 

= b* O [(a* O a) O b] 

= b* O [e O b] == b* O b = e. 

Por lo que, del problema 1 c, se sigue que b* o a* == (a o b)*. 

Concluimos esta secciôn demostrando que el conjunto de todas las 
rotaciones alrededor del origen es un grupo conmutativo. Este grupo 
conmutativo es un subgrupo importante del grupo <3 de todas las trans- 
formaciones no singulares. 

6.5 Teorema. El conjunto 31 de todas las rotaciones alrededor de! origen es 
un grupo conmutativo respecta a la composiciôn. 

Prueba. La transformaciôn idéntica 1 es una rotaciôn y esta, por tanto, 
en .11. Por el lema 3.9 (pâg. 170) sabemos que .‘(1 c 5 (toda rotaciôn es no 
singular) y que (7 e .11 implica U* e .11 (la inversa de una rotaciôn es una 
rotaciôn). Entonces, esto implica que las propiedades de grupo 1, 2, y 3 se 
satisfacen en 31. Queda por demostrar que la composiciôn de rotaciones es 
una rotaciôn (es decir, que la composiciôn es una operaciôn binaria sobre . 11 ) 
y que las rotaciones conmutan. Sean 

U,(x,y) = .xia^,b^)+y{a,,b,Y 
U2{x,y) = x{a2,b2)+y{a2,b2)^, 

donde + = 1 y a 2 ^ + b 2 ^ = 1, un par de rotaciones. Entonces 

U2{U,{x, y)) = U2ia^x-biy, biX+a,y) 

= (ai x — biy) ia2y t)2) + (.biX + a^ y) ( — b2, ^ 2 ) 

= x{a^a2—bib2, a.b2 + b^a2) 

+ y{ — bia2 — dib2, —bfb2 + cti02) 

= xu + yu^, 

donde u = {aia 2 — b^b 2 , U |62 + ^i‘* 2 )- Como 

| u |^ = — 2^1 « 2^1 + + 2^1 +^2 ^1 

= a^^(a2^ + b2^} + bi^{a2^ + b2^) 

= (a^^ + bi^) ia2^ + b2^) = E 

U 2 ° es una rotaciôn. El câlculo para Uy ° IJ 2 es el mismo con los 

subindices 1 y 2 intercambiados. Vemos que esto da el mismo resultado 
que antes y, por tanto, t/j o C/j = 1/2 ° (7j. Esto compléta la prueba. 

Problemas 

1. Pruébese que: si S es un grupo respecta a o, entonces 

a) {a*)* = a para todo aeS. 

b) a o X = c si y solo si x = a* o c. 

c) x o a = c si y solo si x — c o a*. 
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2 . Demuéstrese que: el conjunto de todas las traslaciones es un grupo 
conmutativo respecta a la composiciôn. 

3. Es cierto que toda transformaciôn rigida es no singular. Acéptese 
este resultado y demuéstrese que: el conjunto de todas las transformaciones 
rigidas es un grupo no conmutativo respecta a la composiciôn. (A este grupo 
se le llama el grupo euclidiano.) 

4. ^E1 conjunto de todas las reflexiones respecto a una recta que pasa 
por el origen es un grupo respecto a la composiciôn ? 

5. Demuéstrese que: 

a) El conjunto de todos los enteros es un grupo respecto la adiciôn. 

h) El conjunto de todos los enteros pares es un grupo respecto la adiciôn. 

c) El conjunto de todos los numéros racionales es un grupo respecto la 
adiciôn. 

d) El conjunto de todos los numéros racionales distintos de cero es un 
grupo respecto a la multiplicaciôn. 


7. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES 

La experiencia geométrica nos induce a creer que las ùnicas trans¬ 
formaciones rigidas son las translaciones, las rotaciones, las reflexiones o 
alguna combinaciôn de estas très. Queremos ahora demostrar que esto es 
cierto, y comenzamos por estudiar las transformaciones rigidas que no 
mueven el origen. Estas se llaman transformaciones “ortogonales”. 

7.1 Definicion, Una transformaciôn rigida T gue déjà el origen fijo —es 
decir, T{0) = O— se llama transformaciôn ortogonal. 

Las rotaciones airededor del origen y las reflexiones respecto a una recta 
que pasa por el origen, son transformaciones ortogonales. El siguiente 
teorema muestra que toda transformaciôn rigida puede efectuarse aplicando 
primero una transformaciôn ortogonal al piano y después una traslaciôn, 

7.2 Teorema. Si T es una trasformaciôn rigida, entonces T = S U, donde 
S es una traslaciôn y U es una transformaciôn ortogonal, y esta descom- 
posiciôn de T es ùnica. 


Prueba. (Figura 14.) Supongamos que existen una traslaciôn A y una 
transformaciôn ortogonal U tal que T = S U. Esta hipôtesis implica que 
T(0) = [S'. t/] (O) = AfO). S debe ser la traslaciôn que mueve O 
hasta r(0). Sea Pq = T{0). Entonces S’(Q) = Q-fPo. T = S . U implica 
también U = S* o S o U = S* o T. As! pues, si T puede descomponerse de 
esta forma, U = S* o T donde la traslaciôn S esta definida por 
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S(Q) = Q + Poy5'*(Q') = Q'-Pq. Quedaentonces por demostrar que U es 
una transformaciôn ortogonal. Esto se verifica fâcilmente; 

t/(0) = [5* O 7](O) = 5*(Po) = O, 

y U es rigida como composiciôn de transformaciones rigidas. [Si 7,, T 2 son 
rigidasentonces |7 i(72 (P))—r,(72(Q))| = |7’2(P)-r 2 (Q)| = [P-QI ■] Por 
tanto, U es ortogonal, y esto compléta la prueba (en la figura 14, U es una 
rotaciôn). 

Este teorema simplifica el problema de caracterizar las transformaciones 
rigidas al problema de caracterizar las transformaciones ortogonales. Lo 
que sospechamos es que las transformaciones ortogonales son o bien 
rotaciones alrededor del origen o bien reflexiones respecto a una recta que 
pasa por el origen. 

Una propiedad del piano euclidiano que no expérimenta cambio por 
una transformaciôn, se dice que es invariante (o que es un invariante) 
respecto la transformaciôn o bajo la transformaciôn. Por definiciôn, la 
distancia entre un par de puntos es un invariante bajo las transformaciones 
rigidas. Para las transformaciones ortogonales el origen es fijo; luego, la 
distancia de un punto al origen es invariante bajo las transformaciones 
ortogonales. Sea U una transformaciôn ortogonal. Para cualquier par 
ordenado (01,^2) de numéros reales, estâ definido t/(a,,a2)- Podemos 
pensar de a = (cr, , ^2) y U{a) como rie vectores en V 2 y podemos pensar 
de U como en una transformaciôn de K 2 o de R^. La distancia de un punto 
al origen es invariante bajo las transformaciones ortogonales: 

\U{P)\ = |t/(P)-{/(0)l = IP-OI = 1P|. 
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Expresado en términos de vectores, 

|t.'(a)| = lai; 

la longitud de los vectores es invariante bajo las transformaciones orto- 
gonales. Como una consecuencia directa de esta invariancia de longitud, 
tenemos 

7.3 Teorema. El producto escalar es invariante hajo las transformaciones 
ortogonales [es' decir, si U es una transformaciôn ortogonal, entonces 
U(a) - t/(b) = a-b], 

Prueba. Como 

(a-bl^ = la|^-2a-b + lb|^ 

y 

|t/(a)-t/(b)p = |(y(a)|"-2t/(a)-C(b) + |C(b)p, 

vemos que 

2 C(a)-C(b) = \U(a)\^ + \U(h)\^~\U{a)-U(h)f 
= |a|^ + |b|^-|a-b|^ = 2 a-b. 

De donde C(a)-(y(b) = a b, y esto compléta la prueba. 

Una consecuencia inmediata de este teorema es que las transformaciones 
ortogonales preservan la ortogonalidad de los vectores. 

7.4 Corolario. La ortogonalidad de los vectores es invariante bajo las 
transformaciones ortogonales. 

Prueba. Como los vectores a y b son ortogonales si y solo si a b = 0, 
se sigue inmediatamente del teorema 7.3 que si U es una transformaciôn 
ortogonal y a y b son ortogonales, entonces C(a) y C(b) son ortogonales. 
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Es intuitivamente claro, si consideramos un piano rigide, que la posiciôn 
del piano queda fija si fijamos très puntos no colineales. Hablando en 
términos de transformaciones, esperamos que una transformaciôn rigida T 
quede ùnicamente determinada por las imâgenes (o transformadas) ^(Pi), 
^(Pj), rCPj) de très puntos no colineales Pj, P 2 , P 3 . Esta es la idea que 
esta detrâs de la prueba de que toda transformaciôn ortogonal o es una 
rotaciôn alrededor del origen o es una réflexion respecte a una recta que 
pasa por el origen. Si U es una transformaciôn orlogonal, entonces U debe 
quedar ùnicamente determinada si conocemos f/(i) y f/(j) (figura 15). 

7.5 Teorema. Toda transformaciôn ortogonal V es o una rotaciôn alrededor 
del origen o una reflexiôn respecta a una recta que pasa por el origen. 
[Sea U = f7(i) y v = Si v = u'*', entonces V es una rotaciôn. Si 

V = — U-*-, entonces U es una reflexiôn.] 

Prueba. (Figura 15.) Como i y j son vectores unitarios ortogonales y 
como tanto la longitud como la ortogonalidad son invariantes bajo las 
transformaciones ortogonales, u = U(ï) y \ = t/(j) son vectores unitarios 
ortogonales. De donde 

V = o V = — u^. 

Entonces, dado QeR^, sabemos que 

Q = (Q u)u+(Q v)v. 

Por consiguiente, 

P' = c/(P) = [f/(P)-u]u+[{7(P)-v]v 

= [i7(P)-[/(i)]u + [t/(P)-17(j)]v 

para todo P = (x, y) en R^. Como el producto escalar es invariante bajo 
las transformaciones ortogonales, 

P' = f/(P) = [P-i]u + [Pj]v 

= XU + JV. 

Si V = U'*', U es una rotaciôn alrededor del origen (ecuaciôn 3.4, pâg. 165). 
Si V = — u^, t/ es una reflexiôn respecto a una recta que pasa por el origen 
(ecuaciôn 3.5, pâg.165). Esto compléta la prueba. 

Tenemos, como consecuencia directa de los teoremas 7.2 y 7.5, 

7.6 Corolario. Toda transformaciôn rigida es o una traslaciôn, o una 
rotaciôn alrededor del origen, o una reflexiôn respecto a una recta que pasa 
por el origen, o la composiciôn de una traslaciôn y una rotaciôn o la composi- 
ciôn de una traslaciôn y una reflexiôn. 

7.7 Corolario. Toda transformaciôn rigida es no singular. 
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Prueba. Hemos demostrado que las traslaciones, las rotaciones y las 
reflexiones son no singulares. Luego, segùn el corolario 7.6, toda trans- 
formaciôn jigida es la composicion de transformaciones no singulares y es, 
por tanto, no singular. 

7.8 Teorema. La inversa de unü transformaciôn rigida es una trans- 
formaciôn rigida. 

Prueba. Sea T una transformaciôn rigida. Entonces 

IP-QI = |r(r*(P))-7’(7’*(Q))| = |7~*(P)-7*(Q)|. 

7.9 Corolario. La inversa de una transformaciôn ortogonal es una trans¬ 
formaciôn ortogonal. 

Prueba. Se sigue, del corolario 7.7, que si U es una transformaciôn 
ortogonal, entonces U* existe. De acuerdo con el teorema 7.8, C* es una 
transformaciôn rigida. Como C(0) = O implica C*(0) = O, U* es una trans¬ 
formaciôn ortogonal. 

Concluimos nuestro estudio de las transformaciones rigidas demostrando 
que el concepto de recta es un invariante respecto a las transformaciones 
rigidas. Si S es un subconjunto de y 7 es una transformaciôn de R^, 
T(Z) dénota el conjunto de todos los puntos T(P) donde Pefi; es decir, 

m) = {7(P)|Pef;}. 

7(8) se llama transformado de 8 por 7. Decimos también que 7 transforma 8 
en 7(8). 

7.10 Teorema. Si T es una traslaciôn y t es una recta, entonces 7(t) es una 
recta par ale la a C. 

Prueba. Sea C = {Po-t-r(P, —Pq)}, y sea 7(P) = P-t-Qp. Entonces 

7(Po + /(P.-Po)) = Po + Qo + t(P,-Po); 

es decir, 7(C)c:C', donde SL' es la recta que pasa por 7(Po) = P^-i-Qq 
paralela a SL. Como 7* es una traslaciôn y 7*(Po-l-Qo) = Pq, T*(SL') <=£. 
Esto implica 7(7*(C')) = C'<= 7(C). Por tanto, 7(C) = SL'. 

7.11 Teorema. Si U es una transformaciôn ortogonal y t es una recta, 
entonces U (C) es una recta. 

Prueba. Sea SL la recta cuya ecuaciôn es 

C: nP = c. 
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y sea U una transformaciôn ortogonal. Como U préserva el producto 
escalar, PeC implica 

(/(n)-f/(P) = c. 

Como PeC implica P' = C(P)eC', donde 

C': t/(n)-P' = c; 

es decir, [/(C) c C'. Reciprocamente, si P'eC', entonces 
C(n)-P' = n-C*(P') = c; 

es decir, U*{t') <= C. Esto, a su vez, implica C' c C/(C). De donde C' = t/(C). 

7.12 Corolario. Las transformaciones rigidas transforman las rectas en 
rectas. 

Prueba. Esta es una consecuencia inmediata de los teoremas 7.2, 7.10, 
y 7.11. 

Problemas 

1 . Demuéstrese que : e/ conjunto de todas las transformaciones ortogonales 
es un grupo respecto a la composiciôn (grupo ortogonal). 

2. Demuéstrese que: el conjunto de todas las transformaciones rigidas 
es un grupo respecta a la composiciôn (grupo euclidiano). 

3. Una transformaciôn C se dice que es lineal si para cualesquier 
P, QeR^ y a, deR 

L{aV + bQ) = aL{¥) + bL{Q). 

Demuéstrese que : toda transformaciôn lineal es de la forma 

L{x,y) — xa+yh. 

4. Demuéstrese que: la transformaciôn lineal 

L{x,y) = xa+y\> 

es no singular si y sôlo a^ • b # 0 ; ei decir, si y sôlo si a y h son linealmente 
independientes. 

5. Demuéstrese que: toda transformaciôn lineal no singular transforma 
las rectas en rectas. 

6 . Demuéstrese que: toda transformaciôn rlgida T es de la forma 

T{x,y) = xu+jv+a 

donde |u| = Ivj = 1 j u-v = 0 . 
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7. Determînense todas las transformaciones rîgidas T con la propiedad 
de que 

a) T(0) = (3, 5) 

b) 7(0) = (3,5), 7(i) = 4=(I,l) + (3,5) 

c) 7(0) = (3,5), 7(i) =-L(|, I) + (3,5),y 

7(j) = -^(-1, l) + (3,5) 

\'2 

d) 7(1, 1) = (2, -3), 7(i) = (3, -3) 

e) 7(1, 1) = (2, -3), 7(i) = (3, -3), 7(j) = (2, -4) 

/) 7(1, 1) = (2, -3), 7(i) = (3, -3), 7(j) = O. 

8 . Demuéstrese que: las transformaciones rîgidas transforman las 

circunferencias en circunferencias. 

9. Demuéstrese que: la pendiente es invariante bajo las traslaciones. 

10. Sea 7 una transformaciôn no singular y sea C = {P|/(P) = 0} 
donde/es una funciôn de en R. /(P) = 0 se llama una ecuaciôn de C. 
Demuéstrese que: el transformado C' = 7(C) tiene la ecuaciôn 

C': [/.7*)(P') =/(7*(P')) = 0, 


Sugerencia. P'eC' implica P' = 7(P) para algùn PsC. /(7*(P)) = 0 
implica P' = 7(P) para algùn PeC. 


11. C es la grâfica de la ecuaciôn y 7 es la transformaciôn que abajo 
damos. Determlnese, en cada caso, una ecuaciôn de la transformada 
C' = 7(C), y dibùjese una grâfica de C y C'. 


a) C: 

(j-2) = m{x-5} 

7; 

P' = 7(P) = P-(5, 2) 

b) G : 

(x-Xof + iy-y^f = r^ 

7: 

Il II 

1 1 

c) C: 

a^ b^ 

7: 

(x',y') = T(x, y) = ^ 
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il) G: 
T: 

e) C; 
T: 

f) e 

T 

9) e 
T 

h) G 
T 

i) G: 

T: 

j) G: 


x"-/ = 2 

T(x,y) = -4(l,l) + -^(-t,l) 


V 2 ' ' V 2 


xy = 1 

T(x,y) = 4=(l,l) + -7=(-’’') 

V 2 ^f2 

y^ = 4x 

T es la réflexion respecte al eje X 
y^ = Ax 

T es la réflexion respecte al eje Y 
y^ = 4a' 

T es la réflexion respecte a la recta {(.v, x)} 


T(P) = 

4 25 


T'. 7" es la rotaciôn con ni) = t(3, 4) 

k) G: 6 x ^ + 4 x >’ 4 - 6 >'^— 16 ^/ 2 >’ + 4 = 0 

v' — 2 + 1 

T: T*(x\y') = —^ ( 1, - 1 ) + ^^-^ ( 1, 1 ) 
v' 2 V 2 

l) C: ax + by = c', T(x, y) =—;={3x — 2y, 2x +y), 

Vl3 


12. Demuéstrese que: 

a) Si V = Pq-Qo- entonces v = HPo)-HQo) para todas las tras- 
laciones T. tCuâl es la significaciôn geométrica de este resultado? 

b) Si T es una transformaciôn rigida y v es un vector entonces 

r(Po+v)-7-(Po) = np.+vj-np,) 

para todo Pq, P, en R^. ^Cuâl es la significaciôn geométrica de este 
resultado? 

Sugerencia. Establézcase la propiedad para transformaciones ortogonales 
y üsese luego la parte (n) y el hecho de que toda transformaciôn rigida 
puede expresarse como la composiciôn de una traslaciôn y una trans¬ 
formaciôn ortogonal. 

13. Demuéstrese que: las transformaciones rigidas transforman segmentas 
rectilineos ahiertos (cerrados) en segmentas rectiHneos ahiertos (cerrados). 
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14. Demuéstrese que; 

a) Si U es una rotaciôn alrededor del origen, 

[l/(a)]-^-t/(b) = a^b. 

b) Si V es una réflexion respecta a una recta que posa por el origen, 

[K(a)]^-f/(b) = -a^b. 

15. Demuéstrese que: las transformaciones rigidas transforman rectas 
paralelas en rectas paralelas. 

16. Demuéstrese que; las transformaciones rigidas transforman puntos no 
colineales en puntos no colineales. 


8. APLICACIONES A LA GEOMETRIA 

El propôsito de esta secciôn es el de seguir ilustrando la potencia y 
simplicidad de los métodos anallticos aplicados a la geometrla. Podemos 
ya, a estas alturas de nuestro estudio, senalar lo siguiente. En la anterior 
secciôn hemos identificado algunas de las propiedades del piano 
euclidiano que son invariantes bajo las transformaciones rigidas. Se les 
llama propiedades eucUdianas de R^. y es el conjunto de estas propiedades 
lo que constituye el objeto de estudio de la geometrla euclidiana. Piense el 
lector, por un momento, en su geometrla de secundaria y recuerde algunos 
de sus teoremas. Advierta que todos ellos versaban sobre propiedades y 
conceptos invariantes bajo las transformaciones rigidas. En esta secciôn 
ilustramos las pruebas anallticas de algunos de estos teoremas. 

Un triângulo es una figura consistente en très puntos no colineales 
A, B, C llamados vértices, y très segmentes rectilineos <A, B>, <B, C>, 
y A> llamados lados. Denotamos al triângulo por ABC (figura 16). 

El lado que no tiene uno de los vértices como 
extremo se llama lado opuesto al vértice. Por 
ejemplo, el lado <B, C> que une B y C es 
el lado opuesto a A. El lado que tiene un 
determinado vértice como uno de sus 
extremos se dice que es adyacente al vértice. 
Las transformaciones rigidas transforman 
puntos no colineales en puntos no colineales 
y segmentes rectilineos en segmentes recti¬ 
lineos. Todos los conceptos que aqui se 
mtroducen son, por tanto, invariantes bajo las transformaciones rigidas. 
Dos triângulos se dice que son congruentes si uno puede transformarse en 
el otro mediante una transformaciôn rigida. Es évidente que si los triângulos 
son congruentes entonces, bajo alguna correspondencia existente entre los 
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lados, las longitudes de los lados correspondientes son iguales. Recordemos 
que lo contrario es uno de los teoremas de Euclides, del que ahora daremos 
una prueba analltica. 

8.1 Ejemplo. Demuéstrese que: si las longitudes de los lados de un 
triângulo son iguales, respectivamente, a las longitudes de los lados de otro 
triàngulo, entonces los tridngulos son congruentes. 

SoLuciÔN. Denotemos los triângulos por ABC y A'B'C'. Nuestra hipôtesis 
es que [B-A] = [B'- A'|, jC-B1 = |C' - B'|, y [A-Cl = |A'- C'|. Podemos 
suponer que A = 0 y que B estâ sobre la parte positiva del eje X, ya que 
esto puede lograrse por una transformaciôn rlgida que no afecta las 
longitudes de los lados. Luego, por una transformaciôn rlgida, podemos 
llevar A' en O y B' sobre la parte positiva del eje X. Esto coloca B' en B. 
Supongamos que C' se transforma en D. Sea C = {x^, y,), D = (xj, y 2 ) y 
B = (X3,0). Como ICI = |D1 y [C-Bl = 1D-B|, x,"+>-," = x^+yz" 
y (x, -X 3 )^+>'i^ = Estas ecuaciones implican 

-2X3X, = -2x3X3 
1; ^ - i- ^ 

yt — > 2 • 


De donde vemos que 


X, = X2 
Pi = P2 


o 


jx, =X2 

[y^ = ->’ 2 - 


Asi pues, O C = D O D puede llevarse al punto C por una réflexion alrededor 
del eje X. Los triângulos son, por tanto, congruentes. 

Sean A, B, C, D cuatro puntos no colineales. A la figura consistente en 
los cuatro puntos A, B, C, D —llamados cértices — y los segmentes rectillneos 
abiertos <A, B>, <B, C>, <C, D>, <D, A> —llamados lados — se le llama 
cuadrilàtero y se le dénota por ABCD. De acuerdo con esta definiciôn, todas 
las figuras que se muestran en la figura 17 son cuadrilâteros. Los vértices 
unidos por un lado se llaman lértices adyacentes. Por ejemplo, B y D son 
adyacentes a A. A y C no son adyacentes y vértices taies se dice que 
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son opuestos. Los lados que no tienen un punto extremo en comün se llaman 
lados opuestos. <A, B) es opuesto a <(C, D) y <B, C) es opuesto a <A, D). 
Si los lados opuestos son paralelos, ABCD se llama paralelogramo. Los 
segmentos rectilineos <A, C> y <B, D>, que unen vértices opuestos se 
llaman diagonales del paralelogramo ABCD (figura 18). 



8.2 Ejemplo. Demuéstrese que: si ABCD es un paralelogramo, entonces 
D-A = C-ByB-A = C-D. 

SoLuciÔN. Como los cuatro puntos no son colineales, a = B —A y 
^ = D — A no son paralelos (son vectores linealmente independientes). Como 
los lados opuestos son paralelos, 

C-B = jb y C-D = ta. 

Esto implica, como B D = a — b, que B—D = a — b = ta —^b; es decir, 
(t -1 ) a + ( 1 - i) b = 0. Recordando que a y b son linealmente independientes, 
concluimos que t = 1 y j = 1 ; es decir, 

C-B=b=D-A y C-D = a = B-A. 

Esto compléta la prueba. 

Probaremos ahora lo que se ilustra en la figura 18. D-A = C-B = b 
y B—A = C-D = a. Se sigue de ello que C = B+b = A + a+b y 
D = A+b = B-a + b. De donde C-A = a + b y D-B = b-a. Esto estâ 
de acuerdo con nuestra imagen geométrica de la adiciôn y sustracciôn de 
vectores. 

El anterior ejemplo prueba, desde luego, que los lados opuestos de un 
paralelogramo son de igual longitud. Usamos ahora este ejemplo para 
derivar otra propiedad elemental de los paralelogramos. 

8.3 Ejemplo. Demuéstrese que; las diagonales de un paralelogramo se 
bisectan mutuamente. 

SoLUCiÔN. (Figura 19.) Mediante una traslaciôn, que ciertamente déjà 
nuestro problema invariante, podemos llevar A hasta el origen. (Esto no 
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cambia la prueba en forma esencial, pero simplifica su escritura.) Enfonces, 
A = 0, B = a, D = b, yC = a + b. Como a+b y a-b no son paralelos 
[si a+b = f(a-b), enfonces (I -/)a = -(1 +f)b; pero esfo no puede ser 
ya que a y b no son paralelos], las recfas que confienen las diagonales se 
infersecfan. Llamemos Q al punfo de infersecciôn. Enfonces 

Q = 5(a + b) = a + /(b —a) 



y 

(5+f-l)a+(,s-/)b = 0. 

Como a y b son linealmenfe independienfes (no paralelos) 

s+t- I = 0 
s~t = 0. 

Por lo fanfo j = r = î- Asi pues Q = i(a + b) = a + i(b—a) es el punfo 
medio de las diagonales. 

8.4 Ejemplo. Muésfrese que: las rectasque conlienen las afiuras de un triàn- 
gulo se intersectan en un punto. 

SoLuciÔN. Medianfe una fransformaciôn rigida podemos colocar el friân- 
gulo como se muesfra en la figura 20. Sean A = (a, 0), B = (6, 0), y 
C = (0, c). Sea C, la recfa que pasa por A orfogonal al lado opuesfo a A, 
y SL 2 la recta que pasa por B y es orfogonal al lado opuesfo a B. (La altura 
desde el vértice A es el segmento rectilmeo desde A hasta el punto Q, de 
infersecciôn de C, con la recta que pasa por B y C.) Las ecuaciones para 
estas rectas son 

Cj; —bx + cy= —ba 
Cj; —ax + cy — —ba. 
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Como c(a — b) ^ 0 (porque los vértices no son colineales), estas rectas 

tienen el ûnico punto de intersecciôn ^0, - Este punto esta sobre el 

eje Y y es, por tanto, el punto de intersecciôn de las rectas que contienen 
las alturas. 

Problemas 

*1. Sin usar el ejemplo 1 demostrar que; triângiilos congruentes a un 
mismo triângulo son congruentes entre si. 

2. Supongamos que a y b son vectores no paraielos. Entonces el 
triângulo Po(PQ + a) (Po+ b) se dice que es un triângulo con lados determi- 
nados por a y b. 

Demuéstrese que: 

a) Cualesquiera dos taies triângulos (es decir, para diferentes elecciones 
de Pq) son congruentes. 

b) Si |a| = |a'|, |b| = |b'|, y a-b= a'-b', entonces los triângulos 
determinados, respectivamente, por a, b y a', b' son congruentes. 

3. Sea ABC un triângulo. Sea c un vector unitario en la direcciôn 
de B-A, y sea b un vector unitario en la direcciôn de C-A. Definase 

~ ^ + Cl = A + b, y D = |-(B,+Ci) = A + i(b + c). Demuéstrese 
que: los triângulos AB,D y ACjD son congruentes. [La recta C que pasa 
por A y D se llama bisectriz de! ànguh (interno) del triângulo con vértice A.] 
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4. Demuéstrese que: las bisecirices de los àngulos de un triàngulo se 
intersectan en un punto. 

5. Demuéstrese que: las medianas de un triàngulo se intersectan en un 
punto. Describase el punto de intersecciôn analitica y geométricamente. 

6. Demuéstrese que: la bisectriz del ângulo recto en un triàngulo 
rectàngulo que pasa por el centra del cuadrado sobre la hipotenusa. 

7. Demuéstrese que: los segmentas rectilineas que unen las puntos médias 
de los lados opuestos de un cuadrilàtero se bisectan mutuamente. 

8. Demuéstrese que: toda recta que pasa por un punto en el interior de 
una circunferencia intersecta a esta en dos puntos exactamente. 

9. Demuéstrese que: si A y B son puntos sobre una circunferencia, 
entonces el segmenta rectilineo abierto que une A y B està en el interior del 
circula. 

10. Demuéstrese que: si [A, B] es un diàmetro de una circunferencia y C 
es un punto de la circunferencia, entonces A —C es ortogonal a B —C. 


9. SISTEMAS DE COORDENADAS (CARTESIANAS) 
RECTANGULARES 

El concepto de sistema de coordenadas rectangulares se discutiô en la 
secciôn 2 del capitule 2 y en la secciôn 5 de este capltulo. Se sugiere que se 
vuelvan a leer estas secciones. 

En cuanto comenzamos a hablar de sistemas de coordenadas, surge la 
posibilidad de interpretar una transformaciôn no singular del piano eucli- 
diano como un cambio de coordenadas. Hasta el momento hemos 
considerado usualmente una transformaciôn del piano como un mapeo del 
piano sobre si mismo. En esta secciôn definimos primero el concepto 
de sistema de coordenadas y discutimos después las dos interpretaciones de 
transformaciones no singulares de R^. 

Sea S un conjunto de elementos P, Q, ... Llamaremos a S “espacio” y 
a los elementos de S “puntos”. Una correspondencia uno-uno C de S sobre 
el piano euclidiano se llama sistema de coordenadas sobre S; es decir, 
C es una funciôn univalente con dominlo § y rango R^. Asi pues, 
C{P) = P = {x, y). El punto P = {x, y) de R^ se llama coordenado de P; 
los numéros x y y se llaman coordenadas del punto P respecto a los ejes 
X y Y, respectivamente [o la abscisa (x) y la ordenada (y) del punto P]. 
A cada punto P de S se le asigna un ùnico coordenado P por C, y cada 
punto P de R^ es el coordenado de un punto y solamente un punto P de 8. 

Podemos pensar en 8, por ejemplo, como si fuera una hoja de papel de 
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FIGURA 21 
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extension infinita. Visualizamos a 
como si fuera un rejilla de rectas 
verticales y horizontales. El sistema 
de coordenadas C coloca encima 
de S. Las diferentes posiciones de R^ 
sobre S y los diferentes tipos de 
rejillas dan lugar a los diferentes 
sistemas de coordenadas sobre S. La 
introducciôn del espacio subyacente 
S hace posible dos interpretaciones de 
una transformaciôn no singular Tde R^: 1) una transformaciôn de puntos 
de S, y 2) una transformaciôn de coordenadas (un cambio de coordenadas). 

Sea T una transformaciôn de R^ (no necesariamente no singular) y 
sea C un sistema de coordenadas. En la primera interpretaciôn nuestro 
punto de vista es que la transformaciôn T describe una transformaciôn de S 
sobre si mismo; cada punto P de S se mueve (transforma) hasta el punto P' 
de S cuyo coordcnado es P' = ^fP); es decir. 


P’ - C*(P') = C*(7’(P)) = C*{T{C(P))), 


y C* T O C es la transformaciôn de S definida por T. El caso general esta 
ilustrado por el diagrama en la figura 21. La figura 22 ilustra el caso especial 
cuando T es una traslaciôn iT(P) = P + (a,b)). Las rectas A", y de S se 
mueven sobre las rectas X', Y'. Las rectas A", Y' no son los nuevos ejes de 
coordenadas. 

La segunda interpretaciôn de una transformaciôn es la de un cambio de 
coordenadas. Esta interpretaciôn queda restringida a transformaciones no 
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singulares de R^. En la figura 23, T es de nuevo la traslaciôn 

HP) = P + (a,fi). 

El diagrama de la figura 24 ilustra el caso general. P= 7’(P)= T(x, >')=(x, ÿ). 
El punto P = (x, ÿ) es el nuevo coordenado asignado a P y C es el nuevo 
sistema de coordenadas. C(P) = T{C{P)) = 7’(P) = P; es decir, C=T a C. 
Para el ejemplo particular ^(P) = P + (fl,/>) (figura 23), tenemos 
C{0) = O = (0, 0), el coordenado original del punto O de S. El nuevo 
coordenado del mismo punto O de S es C{0) = T{C{0)) = r(0) = (a, b). 
Si P = (x, y) = C(P), entonces 

P = (x, ÿ) = C(P) = T(C(P)) = TiP) = (x + a,y + b); 

X = x + ût es la distancia dirigida de P desde el eje Y (figura 23). La recta X 
es el conjunto de todos los puntos P cuyas coordenadas resfjecto al sistema 
de coordenadas C son de la forma (x, 0). Al representar el cambio de las 
coordenadas C a las C (como, por ejemplo, en la figura 23) queremos 
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localizar los nuevos ejes dej^oordenadas respecte a los viejos. La relaciôn 
entre las coordenadas C y C es /'(P) = p. As! pues, P = 7’*(p); es decir, 
7’*(p)^es el_C coordenado del punto cuyo C coordenado es p. As! pues, los 
ejes X y Y quedan localizados al aplicar la transformaciôn inversa T* a 
los ejes X y Y. 

Reclprocamente, sean C y C un par de sistemas de coordenadas de S. 
La transformaciôn T de coordenadas de C a C es, entonces, T = C o C* 
(figura 25). p = 7’(P) = C(C*(P)). Si P es el coordenado de P respecto al 
sistema de coordenadas C y p es el coordenado de P respecto al sistema de 
coordenadas C, entonces la transformaciôn T de coordenadas de C a C es 
T{Ÿ) = P. 

Hay, por tanto, la siguiente equivalencia entre las transformaciones no 
singulares de R y los sistemas de coordenadas; Si S es un espcicio (cualquier 
conjunto ahstracto de elementos) y C es un sistema de coordenadas de S, 
entonces, toda^ transformaciôn no singular de R^ define un nuevo sistema de 
coordenadas C — T C. Si P es et coordenado de un punto respecto a C y P es 
el coordenado det^ mismo punto respecto a C. entonces p = r(P). Recipro- 
camenle, si C y C son dos^istemas de coordenadas de 8, entonces et cambio 
de coordenadas de C a C se describe por ta transformaciôn no sinaular 
T = C . C* de R^ 



FIGURA 25 


La idea de una transformaciôn T de coordenadas sobre un espacio S es 
una idea relativa. Comenzâbamos con la hipôtesis de que habia un sistema 
de coordenadas C sobre 8, y el cambio de coordenadas era respecto a este 
sistema de coordenadas inicial. Este sistema de coordenadas inicial asigna 
una geometria al espacio 8. Para cada P y g en S, definimos la distancia 
Q) desde P a. Q por d(P, Q) = \C{P)—C{Q )\, que es la distancia entre 
los puntos coordenados correspondientes en R^. Una recta Cq en S es la 
transformada C*(C) de una recta en R^, y asi sucesivamente. Todos los 
conceptos de R^ que son definidos en términos de puntos y distancia pueden 
en esta forma asignarse a S. Cuando esto se hace llamamos a S un piano 
euclidiano y llamamos a C un sistema de coordenadas rectangulares (o 
cartesianas) sobre S. Cualquier otro sistema de coordenadas que pueda 
obtenerse de éste por una transformaciôn rigida de coordenadas se llama 
también sistema de coordenadas rectangulares. Por ejemplo, en la figura 26 
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FIGURA 26 

las rectas X, Y son los ejes de coordenadas originales, luego el sistema de 
coordenadas C con X, 7 como ejes de coordenadas tal como aparecen en 
la figura, no es un sistema de coordenadas rectangulares. 

Comenzamos con un sistema inicial de coordenadas C sobre S, usamos 
este sistema de coordenadas para définir conceptos geométricos sobre S, 
y por transformaciones rigidas de coordenadas generamos un conjunto T de 
sistemas de coordenadas rectangulares. Algunos de los conceptos definidos 
para S dependerâ sobre cuâl sistema de coordenadas rectangulares entre 
los de r fue el sistema inicial. Un ejemplo séria el de la asignaciôn de 
pendientes a las rectas. Los invariantes euclidianos de S son aquellos 
conceptos de S que no dependen de cuâl de los sistemas de coordenadas 
de r fue el sistema de coordenadas iniciales. Vemos, por tanto, que los 
invariantes euclidianos corresponden a los conceptos sobre que son inva¬ 
riantes bajo las transformaciones rigidas. Distancia entre puntos; que 
un conjunto de puntos sea una recta, un segmente rectilineo, una circun- 
ferencia, un triângulo, etc.; la ortogonalidad y el paralelismo de rectas; etc.; 
son todos ejemplos de invariantes euclidianos. La geometria euclidiana es el 
estudio de los invariantes euclidianos. Otros tipos de geometrias se obtienen 
reemplazando el grupo de transformaciones rigidas por otros grupos de 
transformaciones. Esto nos proporciona un conjunto diferente de sistemas 
de coordenadas admisibles, y la nueva geometria es el estudio de los 
invariantes respecto al nuevo conjunto de sistemas admisibles. 

Problemas 

1. Para cada una de las transformaciones T abajo definidas propor- 
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ciônese 1) un dibujo que ilustre la interpretaciôn de rcomo un cambio de 
coordenadas y 2) un dibujo que ilustre la interpretaciôn de T como una 
transformaciôn de puntos. 

a) T(x, y) = (x-2, y-5) 

b) T(x, y) = (x + 2, y + 5) 

c) T{x, y) = (x-2, -y) 

d) T(x, y) =-^(x + y,-x + y) 

n/2 

e) T(x, y) = (x + y, y). 

2. La transformaciôn 


(X, ÿ) = ^(l, -I) + ^(-l,2) 


define un cambio de coordenadas. Dibùjense las rectas correspondientes a 
X = —2, — 1,0, 1, 2 y las rectas correspondientes a ji' = — 2, — 1,0, 1, 2. 


3. Sea C la recta cuya ecuaciôn es 3x + 4y = 2, y sea T la rotaciôn 


T{x, y) = — (x-y, x + y). 

n/2 


d) Determinese T(V). 

b) Si T se interpréta como el cambio de coordenadas (x, ÿ) = T(x, y), 
proporciônese una representaciôn analitica de ^ respecte al nuevo 
sistema de coordenadas. 

c) Hâganse dibujos que ilustren (a) y (b). 


4. C es la recta que pasa por los puntos (I, - 1) y (2, 3) 

T'ix,y) = + iy(- l,/3) + (1,3). 

a) Determinese 7’(C). 

(x, ÿ) = T(x, y) define un cambio de coordenadas. Hâgase una 
representaciôn analitica de t respecte al nuevo sistema de coordenadas. 
c) Hâganse dibujos que ilustren (à) y (b). 

5. Sea C la circunferencia C = {(x, y)|(x —XQ)^+(y—yo)^ = r^}. 

à) Determinese la traslaciôn T{x, y) = (x', y') con la propiedad de 
que T(C) = {(x', y')|x'^+y'^ = r^}. 

b) Determinese la traslaciôn (x, ÿ) = 7’(x, y) de coordenadas con la 
propiedad de que respecte al nuevo sistema de coordenadas 

C = {(^, ÿ)|x^ + ÿ^ = r^}. 

c) Hagânse dibujos que ilustren (a) y (b). 
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6. Sea C = {(x, y)\y^ = 4px} y sea T la traslaciôn 
T{x,y) = {x+Ky + k). 

Demuéstrese que 

T{G) = {{x',y')\{y'-kŸ = Ap{x'-h)}. 

1. Determînese V{G), donde C es el conjunto del problema 6, y F es 
la reflexiôn respecte de la recta y = x. 


8. SeaC = |p|P = (^— 

l Vp 

Demuéstrese que 



. Sea f/larotaciôn U(x, y) =x:u+>'U'‘'. 


T(C) = 


P'|P' 


= — n + tu-^, leR 

4p 


9. Sea C un sistema de coordenadas rectangulares de un piano eucli- 
diano S. Correspondiente a cada P, Q en S, el par ordenado de puntos 
se llama vector. La igualdad de vectores en S se define por 

AÔI = ^TÔ 2 si y solo si C(Ô,)-C(Pi) = C{Q^)-C{P^). 

Con esta definiciôn de igualdad el vector PQ se llama vector libre. Muéstrese 
que: el concepto de vector libre es un invariante euclidiano. 

Sugerencia: Véase el problema 12, pâg. 197 

*10. Definase un âlgebra para los vectores en S (es decir, definase la 
adiciôn, la multiplicaciôn por numéros reales y el producto escalar) y 
establézcase que los conceptos algebraicos definidos son invariantes 
euclidianos. 


10. RESUMEN 

En este capitulo estudiarnos un caso especial de funciones: las transfor- 
maciones de R^. Nuestro interés especial estaba centrado en las trans- 
formaciones rigidas de R^. Primero dimos representaciones analiticas de 
los très tipos bâsicos de transformaciones rigidas —traslaciones, rotaciones 
alrededor del origen y reflexiones alrededor de una recta que pasase por el 
origen— y procedimos luego a demostrar que toda transformaciôn rigida 
es O una traslaciôn o una rotaciôn o una reflexiôn o una composiciôn de 
una traslaciôn y una rotaciôn o una composiciôn de una traslaciôn y una 
reflexiôn. Significa esto que ahora sabemos cômo representar todas las 
transformaciones rigidas analiticamente. 

Identificamos algunas propiedades y conceptos del piano euclidiano R^ 
que permanecen, sin cambio, por las transformaciones rigidas. Son éstos 
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los invariantes euclidianos y la geometria euclidiana es el estudio de taies 
invariantes. En la seccion 8 se dieron algunas aplicaciones a la geometria. 

Ciertos tipos de transformaciones taies como las transformaciones no 
singulares, las transformaciones lineales, las transformaciones octogonales, 
las traslaciones y las rotaciones, tienen propiedades respecte a la 
composiciôn que son anâlogas a las propiedades multiplicativas de los 
numéros reales distintos de cero. Resumimos esto afirmando que eran 
grupos. Posteriormente, cuando en la trigonometrla relacionemos ângulos 
y rotaciones, sera importante para nosotros saber que, respecto a la 
composiciôn, las rotaciones tienen todas las propiedades puramente multi¬ 
plicativas de los numéros reales distintos de cero. En otras palabras, el 
conjunto de todas las rotaciones del piano euclidiano alrededor del 
origen forma un grupo conmutativo respecto a la composiciôn. 

En la ùltima secciôn discutimos los sistemas de coordenadas y, en 
particular, los sistemas de coordenadas rectangulares. Aprendimos que todo 
cambio de sistema de coordenadas puede representarse por una trans- 
formaciôn no singular de R^ y que toda transformaciôn no singular de R^ 
puede interpretarse como un cambio de coordenadas. En las aplicaciones 
de las matemâticas a los problemas concretos, laelecciôn de los sistemas de 
coordenadas es cuestiôn a decidir por el usuario, y debe aprenderse a elegir 
sistemas de coordenadas que sean convenientes y naturales para el problema 
por resolver. Por ejemplo, en la vida cotidiana, cuando damos una direcciôn 
a un extranjero o describimos una partida de golf, es natural que liguemos 
nuestro sistema de coordenadas a la tierra. No es, sin embargo, natural 
obrar asi si lo que deseamos es describir el movimiento de los planetas. 


Problemas de repaso 

1. Considérense las funciones Ti de R^ en R^ definidas por 


1) T.(x,y) 



2 ) T^{x,y) 


l+x 


1 ’ 


3) T,{x,y) 



4) T^(x, y) = ix-2y,2x + y) 


5) T,{x,y) 


1 

7 ^ 


{x — 2y + 5, 2x + y — S). 


^Cuâles de las anteriores funciones son: 

a) Transformaciones sobre R^? 

b) Transformaciones no singulares? 
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c) Univalentes? Determinese la inversa de cada una de las funciones 
univalentes. 

d) Transformaciones lineales? 

e) Transformaciones rigidas? 

2. Pruébese que; 

d) Respecte a Tj la transformada de una recta horizontal es una recta 
horizontal y la transformada de una recta vertical es una recta vertical. 

b) Dibùjense T 3 (C) y T^{t), donde C es la recta de pendiente 1 que 
pasa por el origen. 

Sugerencia. T^(t) es una recta, por lo que se necesita determinar sola- 
mente dos puntos de Tj (t). 

3. Sea T{x, y) = (x, y^ + iji, k) y 

U{x,y) = x{u^,ll 2 )+y{-U 2 ,u^) + = 1). 


Determlnense {T o U)* y {U o T)*. 

4. Determinese; 

a) La rotaciôn 

b) La réflexion 

que transforma ( — 2, 3) en un punto sobre la parte positiva del eje X. 

5. Determinese una transformaciôn rigida que transforme Qo = (1,3) en 
el origen y el punto Pq = (4, 7) en un punto sobre la parte positiva del eje X. 

6. Sea C el conjunto de todos los puntos P = {x, y) cuyas coordenadas 
satisfacen xy = 1 ; es decir, C = {(x, y)\xy = 1}. Sea T la rotaciôn de ejes 
definida por 


(X, y)= r(x',/)=-^(l,l) + -^(l, 

V2 V2 

Demuéstrese que respecte a las nuevas coordenadas, 

e= {(x',/)|x'^-y^ = 2). 

Trâcese la grâfica de C. 


• 1 ). 


7. SeaC 


ix,y) 


X -y 

T + 75 = U - Sea T(x,y) = (x + h,y + k)y sea Fia 


réflexion respecte de la recta y = x. Demuéstrese que ; 


a) T(e) = j(x', y’) 


{x'-hf ^ jy'-kf _ ^ 


b) F(e) = j(x, y) 


{x-hŸ ^ (y-kf ^1. 


1 


2 2 1 

Ï. + 4.1 • 
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* 8 . Si U es una transformaciôn ortogonal de R^, demuéstrese que 
U{P)-Q = P-U*{Q) 
para P, Q en cualesquiera. 

*9. Si L(x, y) = x{a, b) + y{b, c), demuéstrese que 
A(P) Q = P /.(Q) 
para P, Q en R^ cualesquiera. 

*10. Si 

A(x,y) = x(a^^,a 2 ,)+y(a^ 2 , a 22 ) 

= ia^^x + a^2y, a2ix + a22y} 

B(x,y) = ihnx + bt 2 y, ^ 21 -'^ + ^ 22 >’)- 

entonces las transformaciones lineales A y B pueden representarse por sus 
coeficientes en la siguiente manera 



«12\ 

/^1 1 

bi2\ 

II 

y 35 = 

5^21 

Û22/ 

\32, 

^22/ 


A los arreglos A y 35 les llamamos matrices. De A decimos que es la matriz 
que représenta a la transformaciôn lineal A. El producto yt35 de matrices 
se define por 


A3 


U ^1 2 \ /^i 1 ^12 


‘21 


^11^11+^12^21 ^ I I ^1 2 +1 2 ^22 

<^21^11+^22^21 <<2 I ^ 1 2 + <^22 ^22 

a) Demuéstrese que: si C = A o B, entonces la matriz que représenta 
a C es C = A3. 

b) Si 


^^ 7 l( 


2 1\ /2 5 

y 35 = 

1 -2/ \8 7 


calcùlese cuâles son las matrices que representan A oB,B o A, A*, y B*, 

c) Demuéstrese que: una matriz A représenta una transformaciôn 
ortogonal A si y sôlo si 

A' A = /, 

donde 

/ = /^ la matriz identidad, 

\0 1 / 
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y 


l^W ‘^2l\ 

= ), la transpuesta deyt. 

\ai2 022 ' 


De donde se concluye que para transformaciones ortogonales A, 
A* (la matriz que représenta a. A*, llamada la inversa de A) es igual 
a A'. 

*11. Sea T una transformaciôn no singular de R^, y sea U una trans- 
formaciôn de R^. Si P = ^(P) représenta un cambio de coordenadas, 
demuéstrese que respecte al nuevo sistema de coordenadas 

Ü = T* O U oT 


représenta la misma transformaciôn de puntos que la que représenta U 
respecte al sistema de coordenadas original. 

Sugerencia. Dibûjese un diagrama de las correspondencias y demuéstrese 
que lo que se requiere es que C* o U o C = C* ^ U o C. 
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Capitulo 


Fo + x’u + y’u-^ 



Grâficas 

de ecuaciones 


1. INTRODUCCIÔN 

En el capitulo 3 vimos la forma en que las funciones reales de variable 
real especifican conjuntos de puntos en el piano R^. Estos conjuntos, las 
grâficas de las funciones, tienen la propiedad de que no hay dos puntos 
(distintos) del conjunto que estén en la misma recta vertical. En este capitulo 
veremos cômo pueden especificarse analiticamente, por funciones, tipos mas 
generales de conjuntos de puntos en R^. Estudiaremos, en particular con 
algûn detalle, el problema de dar descripciones analiticas de la circunferencia 
y las secciones cônicas —parâbola, elipse e hipérbola. 
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2. REPRESENTACIÔN PARAMÉTRICA 


Scan f 'j g dos funciones reales de variable real con dominios Ü). y ï) 
respectivamente. Entonces, si ^ n‘D^ no es vacio, el conjunto " 

es un conjunto de puntos en R^. 

Si, por ejemplo, es la funciôn idéntica, /, entonces 

S = {(/,^(/))|/e2)g} 

y S es la grâfica de la funciôn g. Por tanto, como g es una funciôn real de 
variable real arbitraria, la grâfica de cualquier funciôn real de variable 
real es un conjunto del tipo (2.1) con / = 7, la funciôn identidad. Sin 
embargo, los conjuntos del tipo (2.1) constituyen una clase mâs grande. 
Por ejemplo, las funciones /y g pueden tener la propiedad de que para dos 
valores distintos /(/,) =/(r^) mientras que g{tx) g(t 2 ). 

Entonces (/(?,), g{t^)) y (/(/j), giti)) son dos distintos pares ordenados de £ 
con el mismo primer elemento. Asi pues, en este caso 6 intersecta a una 
recta vertical en dos puntos distintos y no es, por tanto, la grâfica de 
una funciôn. 

2.2 Ejemplo. Sea / = 7, la funciôn identidad, y g = p, Entonces 

6= {(/,t^)|feR}. 

El conjunto 8 se muestra en la figura 1. 



2.3 Ejemplo. Sea f — 1^ y g — Entonces 

S = {(t^/)|/eR}. 
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En este caso £ no es la grâfica de una funciôn. Por ejemplo, los pares 
ordenados (I, 1) y (1? — 0 pertenecen a £. El conjunto £ se muestra en la 
figura 2. Cualquier recta vertical a la derecha del eje Y corta a £ en dos 
puntos. 



FIGURA 2 


2.4 Ejemplo. Sea/= 1^-4/y ç = 1^-4. Entonces 

8 = /^-4)|/6R}. 

Las grâficas de/y g estân ilustradas en las figuras 3a y 3è, respectivamente, 
y la grâfica de £ esta ilustrada en la figura 3c. Es conveniente ilustrar las 
grâficas de/y ^?.Vemos que para / < -2, jresnegativay aumentacuandoau- 
menta el valor de /, mientras que y es positiva y disminuye cuando t 
aumenta. De donde, para r < -2 los puntos de la grâfica de £ se mueven 
hacia la derecha y hacia abajo y se aproximan al origen cuando / aumenta. 
Para - 2 < t < 0, jr es negativa y decrece de 0 a - 4, mientras que x aumen¬ 
ta de 0 a algùn valor mâximo y luego decrece hasta 0 cuando aumenta t. Los 
puntos correspondientes de la grâfica de £ se mueven a la derecha del eje Y y 
entonces regresan al eje mientras descienden desde el eje X hasta el 
punto (0, -4). Observaciones anâlogas pueden hacerse sobre el compor- 
tamiento de £ para 0 < / < 2 y para 2 < t. 

Si 

£ = 

= {(x, y)\x = fit), y = giO, /ea)j., 
decimos que las ecuaciones 

f X = fit) 

2.5 

[y = 0 ( 0 , <e%nü\ 
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(c) 

FIGURA 3 


son ecuadones paramétricas de £, y S se dice que es la gràfica de (2.5). Las 
ecuaciones 2.5 determinan las coordenadas de un punto P = {x, y) expll- 
citamente para cada valor de redJynDj. La cantidad t se llama parâmetro. 
En los problemas flsicos en que aparece movimiento en un piano, el 
parâmetro t generalmente représenta el tiempo. En este caso, el conjunto £ 
se llama trayectoria del movimiento. 
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Hemos visto ya la representaciôn paramétrica de una recta C que pasa 
por el punto Pq = (xq , Jo) en la direcciôn del vector a = (a,, a^)'. 

Z= {(xq , j^o) + ^(^1 5 ^ 2 ) I te R} = {(xq + tûi 5 + tûf2) I te R} . 

Las ecuaciones paramétricas de esta recta son 

I X = Xo + tfli 

y = Lo + ta2> teR . 

Se puede también considerar la ecuaciôn vectorial 

2.6 P = (x, j) = F(f) donde V(t) = (fit), git)). 

La ecuaciôn (2.6) es équivalente a la ecuaciôn (2.5) y se llama ecuaciôn 
vectorial del conjunto S. Una ecuaciôn vectorial de la recta C que pasa 
por Pq = (xq, Lo) en la direcciôn del vector a = (a,, 02 ) es 

P = Pq + ta. 

La funciôn F en la ecuaciôn vectorial (2.6) del conjunto 6 tiene dominio 
en R y rango en R^. Es decir, 

F = {(t,(/(t),^(t)))lt6Ü)^ntD,}. 


Problemas 

1. Dibûjense las grâficas de los conjuntos definidos por 
a) {(t,t^)} b) {(^^^)} 


c) {(t+l,3r + 5)} 


d) l(5t + 6,t-3)} 


e) 


g) 


fx = 2t+l 
b = 3t-4 

X = 2 — 


J = 2-/^ 

/) P = (3 + t^ 4-t^), teR 


ni 


X = 1+t' 


y = 2-t 
X = 4t- 
y = t 

y) P = (2-ft, f-t), teR 

0 P = (it,Vr^),t6[-l, 1] 


fc) P = (^/T^, t), te[-l, 1] 

m) (x.y) = (3t,4/r:F), te[-l, 1] 

n) (x,y) = (4V'l^,3t),te[-I, 1 ] 

o) {x,y) = (3t, 47t^-l), te<-(X), -l]u[l, œ) 

p) {x,y) = (47t^-L 3t), t6<-(X), -l]u[L oo>. 

2. Si £ = {(t, t^)|t6R} y Lt es la rotaciôn definida por 
U{x,y) = x(0, -1) + >>(1, 0), 

determinese L(£) y dibûjense tanto 8 como 6t(8). 
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3. FUNCIONES DE DOS VARIABLES REALES Y 
GRÂFICAS DE ECUACIONES 

En la seccion 2 representamos conjuntos de puntos en por medio de 
dos funciones reales de una variable real. Consideraremos ahora la 
representaciôn de conjuntos en por medio de una funciôn / de R^ en R. 
Es decir, consideramos la funciôn 

3-1 /= {(P,/(P))|Pe%} 

donde 3)^ cz R^ y /(P)6 R. 

La funciôn / es un conjunto de pares ordenados. El primer elemento 
en cada par ordenado es el mismo un par ordenado de numéros reales 
y el segundo elemento en cada par ordenado es un nùmero real. Como f 
es una funciôn, no hay dos pares ordenados distintos en / que tengan 
el mismo primer elemento. Asi pues si f(x^,y,) entonces 

(^1 ' Ji) ^ (^2 > ^ 2)1 es decir, x, # Xj o y, y 2 - Dicho en otra forma, dado 
un punto (x, j)e2)y- hay un nùmero real y solo un nùmero real /(x, j). 
Como el rango de/es un conjunto de nùmeros reales, decimos que/es una 
funciôn valuada en los reales y como el dominio de / es un conjunto de 
pares ordenados de nùmeros reales, decimos que / es una funciôn de dos va¬ 
riables reales ^/se llama funciôn valuada en los nùmeros reales de dos 
variables reales, o con mâs sencillez, funciôn real de dos variables reales. 

Ahora, el conjunto fi de todos los puntos (x, >') taies que f{x,y) = c, 
donde c es algùn nùmero real del rango de /, es un conjunto de puntos 
en R^: 

^•2 S = {(.V, jfl/f.v, >') = c}. 

La ecuaciôn f{x, y) = c se dice que es una ecuacién (implicita) de 8. Dado 
un nùmero real x, puede que haya uno o mâs nùmeros reales y taies que 
/(■^) >') — c. En este caso, e! valor (o valores) de y esta implicado por la 
ecuaciôn f(x, y) = c y se dice que esta determinado (o estân determinados) 
impHcitamente por la ecuaciôn. 

Si /(-To5 fo) ~ r [es decir, si (Xq,jq) 68,] entonces (.x'q,j'q) se dice que 
es una soluciôn de la ecuaciôn j\x,y) = c, y el conjunto 8, el conjunto de 
todas las soluciones, se llama ^rq/ic’û' de la ecuaciôn /(.v, >j = c. 

Esta terminologia “/(.v, y) = c es una ecuaciôn de S”, “8 es la grâfica 
de la ecuaciôn J(x,y) = c , y “el conjunto de todas las soluciones de 

y) = c es 8”, no es mâs, en todo su conjunto, que très formas 
de decir que 

6 = {(.Y,>')i/(x, j) = c}. 

Si c no esta en el rango de /, C es el conjunto nulo, y la ecuaciôn /(.v, y) = c 
no tiene soluciones. 
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Si, por ejemplo, f{x, y) = x^+y^, entonces el conjunto 
8 = {{x,y)\nx,y) = 25} 

es una circunferencia con centro en el origen y radio 5. 

3.3 x^ + y- = 25 

es una ecuaciôn de la circunferencia 8. El punto (3, 4) es una soluciôn de 
la ecuaciôn (3.3), ya que 

32 + 4 ^ = 9+16 = 25. 

Dado un nùmero real -V6[— 5, 5], la ecuaciôn (3.3) détermina implicitamente 
dos valores para y, pues despejando tenemos 

/ = 25 

y de aqui _ 

y = 725O y=-^f 2 ÿ^\ 

Si f{x,y) = x^+y^, entonces, para cualquier nùmero real positivo 
el conjunto 

8 = {(.x,y)\f{x,y) = r^} 

es una circunferencia de radio r con centro en el origen y 

x^+y^ = 

es una ecuaciôn de la circunferencia S. 


Problemas 

1. Dado el conjunto 8, determinese una ecuaciôn f(x, y) = c de S 

a) 8= {(r,e^)lt£R} à) 8 = {(/^r)l/eR} 

c) 8 = {(/+1, 3r + 5)|(‘eR} d) 8 = {(2/+1, 3/-4)l/eR} 

e) 8 = {{t^-2, r^-2)!/eR} /) 8 = {(V^^ 


2. Dibùjense los conjuntos definidos por 


a) {{x,y)\2x-2y = 2} 

c) {{x,y)\y = 

é) {(x,y)|x^+/ = 0} 

g) {(x,y)|x-/= 0} 

/) {(^,3^)|3x + 4j = 5} 
k) {(x,y)|(A-l)^ + (y + 3)^ = 16} 
/) {{x,y)\x = \+^7-€>y~y^} 
m) {(x,>’)lx = \ -i>y-y^} 


b) {(x,y)lx^+/ = 16} 
d) {(x,+)|x = ^\(i-y^} 
f) {ix,y)\x^-y^ = 0} 
h) {(x.j)! |xl = b|} 
y) {(x,j')|4x^+4/ = 9} 


n) {(x, j)i>' = -3 + ^15+ 2x—x'‘}. 


Funciones de dos variables reales y grâficas de ecuaciones 
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4. INTERCEPCIONES, EXTENSION, Y SIMETRIA 
DE GRÂFICAS 

Nuestro présenté propôsito es determinar algunas de las propiedades 
de la grâfica de una ecuaciôn basândonos en la discusiôn de la ecuacion. 
Cuando introduzeamos el câleulo, seremos capaces de decir algo sobre el 
comportamiento local de una grâfica, es decir, del comportamiento en la 
vecindad de un punto sobre la grâfica. En esta secciôn considerare- 
mos algunas de las propiedades de las grâficas de tipo global e ilustraremos 
cômo un conocimiento de estas propiedades simplifica el dibujo de las 
grâficas. 

intercepeiones. Si en una ecuaciôn f{x, y) = c, hacemos x = 0 y 
resolvemos /(O, y) = c, obtenemos todos los puntos de la grâfica de la 
ecuaciôn que se encuentran sobre el eje Y, es decir, que tienen como abscisa 
cero. Las ordenadas de taies puntos se Maman Y-intercepeiones. De modo 
analogo, haciendo = 0 y resolviendo f{x, 0) = c, encontramos las 
X-intercepciones de la grâfica: las abscisas de los puntos de la grâfica que 
estân sobre el eje X. 

4.1 Ejemplo. Encuéntrense las .V-intercepeiones y las E-intercepeiones 
de la ecuaciôn 

9x^ + 4/ = 36. 

SoLuciÔN. Para encontrar las E-intercepeiones, resolvemos la ecuaciôn 
0 + 4/ = 36. 

4v^ = 36«>+ = 3 o y = - 3 . 

Luego, las E-intercepeiones son 3 y —3. 

Para encontrar las A-intercepeiones resolvemos la ecuaciôn 9x^ + 0 = 36. 
9x^ = 36<=> X = 2 O X — —2. 

Por tanto, las X-intercepeiones son 2 y —2. 

Extension. En muchos ejemplos, un examen de la ecuaciôn révéla que 
hay algunas partes del piano donde no hay punto alguno de la grâfica. 
Cuando tenemos tal infornjaciôn, ello nos permite restringir el rango de 
nuestra investigaciôn. La grâfica puede ser acotada; es decir, puede estar 
contenida completamente dentro de alguna regiôn rectangular del piano. 
En otros casos, aunque la grâfica no estâ acotada, hallamos que estâ 
confinada a la regiôn a la izquierda o a la derecha de alguna recta paralela 
al eje Y, o es posible que esté confinada a la regiôn situada sobre o debajo 
de alguna recta paralela al eje X. 

4.2 Ejemplo. Determinese la extension de la grâfica de la ecuaciôn 

9x^ + 4/ = 36. 
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SOLUCiÔN. Si (x, y) es un punto de la grâfica, entonces, resolviendo la 
ecuaciôn para x, obtenemos 

x^ = |(9-/) 

° x= ±ij9-y^, 

y encontramos cjue, como x es un nùmeio real, debemos tener 

/ < 9. 

Esto implica que 

-3 < ^ 3. 

Anâlogamente, resolviendo la ecuaciôn para y, encontramos que los 
valores reales para y se obtienen si y solo si 

-2 < X < 2. 

Podemos ahora decir que nada de la grâfica se encuentra fuera de la région 
que se muestra en la figura 4. 



Simetria. Sea C una recta dada y Q un punto dado. El punto Q' tal que C 
es la mediatriz del segmente rectilineo [Q, Q'] se llama imagen refleja 
de Q con respecte a la recta C. Si Q' es la imagen refleja de Q con respecte 
a C, entonces Q es la imagen refleja de Q' respecte a L (figura 5). 

Si, ahora, 8 es un conjunto de puntos en y C es una recta dada, 
decimos que el conjunto 8 es siméXrico con respecto et la recta C. si, para 
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todo punto QeS, su imagen refieja Q' 
con respecto a C es también un punto 
de £. Un conjunto de puntos S c; es 
simétrico con respecto a una recta C si 
y solo si el conjunto es invariante bajo 
la réflexion respecto a C. Es decir, 
si y es la réflexion respecto la recta C, 
entonces S es simétrico con respecto 
a E si y solo si U(£) = £. 

Estamos interesados, en particular, 
en las simetrias respecto a los ejes de 
coordenadas. Si P = (x, y) es un punto 
cualquieradel piano, entonces el punto P' = { — x,y) es la imagen de P respec¬ 
to al eje Y mientras que el punto P" = (x, ~y) es la imagen de P res¬ 
pecto al eje X (figura 6 ). 

Asi pues, un conjunto £ de puntos en es simétrico con respecto al 
eje X si, para cualquier punto (a", (x, —y) también esta en fi. Anâlo- 



P'=(-*,y) 

— — — 

y 

_p=(*,y) 

1 

1 

0 

-1- 

1 


1 

,.i 


p"=(x,-y) 


FIGURA 6 


gamente, 6 es simétrico con 
respecto al eje V si, para cualquier 
punto (x, j)efi, (-X, y) esta tam¬ 
bién en fi. 

Si el conjunto fi es una 
grâfica de una funciôn real de 
variable real, 

fi=/= {(.x,/(.r))}, 

entonces la simetria con respecto 
al eje Y requiere que si (.x,/(jr)) 6 fi, 
entonces 

(-x,f(-x)) = {-x,f{x))et. 


Es decir, para cada xe‘J\, se 
requiere que -.xeQ)^ y que/( —x) = f{x). A tal funciôn se le llama funciôn 
par. Si una funciôn / tiene la propiedad de que siempre que .xeîDy entonces 
también y /(-x) = -/(x), entonces la funciôn / se dice que es 

una funciôn impar. 

Fâcilmente puede verificarse que /” es una funciôn par si n es par, y es 
impar si n es impar. Se signe de ello que las funciones polinomiales en que 
sôlo aparecen exponentes pares, son ejemplos de funciones pares y las 
funciones polinomiales en las que sôlo aparecen exponentes impares, son 
ejemplos de funciones impares. En trigonometria encontraremos otros ejem¬ 
plos de funciones pares e impares. 

Excepto para el caso trivial de la funciôn cero, una grâfica fi de una 
funciôn no puede ser simétrica respecto al eje X ya que esto requiere que 
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si (x, j')eS entonces (x, ->’)6S, y si j # 0 esto implicaria la existencia de 
dos pares distintos con el mismo primer elemento. 

Si el conjunto 8 tiene una representaciôn paramétrica 

S = {(/(0,^(0)U6%na)j, 

entonces 8 es simétrico con respecte al eje X si, para cada /leSDynÜ)^, 
existe un tal que /(tj) = /(f,) y ^(^ 2 ) = Anâlogamente, 

8 es simétrico con respecto al eje Y si, para cada r,eî)^nŒ)g existe un 
? 2 e®/n®g tal que f(l 2 ) = -/(?,) y git 2 ) = gOi). En particular, si / es 
una funciôn par y g es una funciôn impar, entonces 8 es simétrico con 
respecto al eje X. Si/es una funciôn impar y g es una funciôn par, entonces 8 
es simétrico con respecto al eje Y. 

4.3 Ejemplo. En el ejemplo 2.2, / = / es una funciôn impar y g = es 
una funciôn par. De acuerdo con el criterio que acabamos de exponer, el 
conjunto 8 = {(t, t^)|teR} es simétrico con respecto al eje Y (figura 1). 

En el ejemplo 2.3, f = P es una funciôn par y g = I es una funciôn 
impar. Otra vez, segùn el anterior criterio, el conjunto 8 = {(t^, t)|reR} es 
simétrico con respecto al eje X (figura 2). 

Si un conjunto 8 es la grâfica de una ecuaciôn f{x, y) = c: 

S = {{x,y)\f{x,y) = c}, 

entonces 8 es también la grâfica de la ecuaciôn g{x,y) = fix,y) — c = 0. 
Es, por tanto, suficiente considerar grâficas de ecuaciones de la forma 
g(x, y) = 0, y entonces tenemos los siguientes procedimientos de compro- 
baciôn de simetria con respecto a los ejes de coordenadas. 

Test de simetria con respecto al eje X. Si 

g(x, -y) = ±g{x,y), 

entonces la grâfica de la ecuaciôn g{x, = 0 es simétrica con respecto 
al eje X. 

Si (^oj^q) estâ en la grâfica de la ecuaciôn g{x,y) = 0 y g satisface 
este test, entonces 

9(Xo, -jo) = ±g(xo,yo) = 0. 

De donde (xq, —yo) estâ también sobre la giâfica y la grâfica es simétrica 
respecto al eje X. 

Test de simetria con respecto ai eje Y. Si 

g{~x,y) = ±g{x,y), 

entonces la grâfica de la ecuaciôn g{x, j) = 0 es simétrica con respecto 
al eje Y. 

Si (x'o,>’o) estâ sobre la grâfica de g{x,y) = Q y g satisface este test, 
entonces 

9{-xo,yo) = ±g{xo,yo) = 0 . 
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De donde ( —Xq, >’o) esta también sobre la grâfica, y la grâfica es simétrica 
con respecte al eje Y. 

Ademâs de la simetria con respecte a una recta, podemos también 
considerar la simetria con respecte a un punto. Si P es el punto medio del 
segmento rectilineo [Q, Q'], entonces Q' se dice que es la imagen de Q con 

respecte al punto P. Un conjunto 
8 se dice que es siméirico con 
respecta a un punto P si, para 
todo punto Q en el conjunto, su 
imagen Q' con respecte a P es 
también un punto del conjunto. 
El caso de mas interés es aquél 
en que P es el origen de R^. 
Notâmes que la imagen con 
respecte al origen de cualquier, 
punto (x, y) es el punto ( —x, —y) 
(figura 7). Por tarto, un con¬ 
junto 8 es simétrico con respecte al origen si y solo si, siempre que (x, y) 
estâ en 8, también ( — .y, —y) esta en 8; es decir, si y sôlo si 8 es invariante 
respecte a la rotaciôn 

U{x,y) = x(-l,0) + >'(0, -1) = (-X, -y). 

Si el conjunto 8 es la grâfica de una funciôn, 

i>=f= {(^,/W)}, 

enfonces la simetria con respecte al origen requiere que si (x,/(x))68 
entonces (-.v,/(-.v)) = ( —x, -/(x))e8. Es decir, para cada xe‘S)j- se 
necesita que —xell)y y /( —x) = —/(x). Por tanto, / debe ser una funciôn 
impar. 

4.4 Ejemplo. Sea / = 1^ + 31. Entonces 

S =/= {(x, x^-f3x)}. 

Como /( —x) = ( —x)^-f3( —x) = —(x^-l-3x) = —/(x), / es una funciôn 
impar y 8 es simétrica con respecte al origen. 

Si el conjunto 8 tiene una representaciôn paramétrica 

S = {(/(/), J, 

entonces S es simétrico con respecte al origen si para cada 

hay un ? 2 e%na)j tal que /(/z) = -f(h) Y Pih) = -ditj)- f Y 9 son, 

ambas, funciones impares, entonces 8 es simétrica con respecte al origen. 

4.5 Ejemplo. Sea f = P + 3I y g — P. Como tanto / como g son 
funciones impares y lüy = R, para cualquier teR, — teR y 

iA-t%g(-t)) = (-/(O, -^(0). 
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Luego, el conjunto 


8 = {(t^ + 3t,t^)\teR} 
es simétrico con respecte al origen. 

Si un conjunto 8 es la grâfica de una ecuaciôn gix,y) = 0, tenemos 
el siguiente. 

Test para la simetria con respecta al origen. Si 
g{~x, -j) = ±g{x,y), 

entonces la grâfica de la ecuaciôn g{x, j/) = 0 es simétrica con respecte al 
origen, 

Si (^ 0 , Jo) esta sobre la grâfica de la ecuaciôn, g{x, j) = 0 y ^ satisface 
este test, luego 

^(-^ 0 . -Jo) = ±g{xo,yo) = 0- 

De donde ( — Xq, —Jq) estâ, también, sobre la grâfica y la grâfica es simétrica 
con respecto al origen. 

Nôtese que si una grâfica es simétrica tanto con respecto al eje X como 
con respecto al eje Y, entonces es simétrica también con respecto al origen. 
La reciproca de esta afirmaciôn no es cierta. Es decir, una grâfica puede 
ser simétrica con respecto al origen sin ser simétrica con respecto a ninguno 
de los ejes, 

4.6 Ejemplo. Determinense las simetrias de la grâfica de la ecuaciôn 

9x^ + 4/ = 36 

y ùsese esta informaciôn para dibujar la grâfica. 

SoLuciÔN. Si (x, y) es soluciôn de la ecuaciôn entonces { — x,y) y (x, —y) 
son también soluciones de la ecuaciôn. Por tanto, la grâfica de la ecuaciôn 
es simétrica tanto con respecto al eje X como con respecto al eje Y. Como 
tenemos simetria respecto a ambos ejes, tenemos también simetria con 
respecto al origen: 

9(-x, -y) = g(x, -y) = g{x,y). 

Nota. Si /(x, y) incluye solamente potencias pares de y, entonces la 
grâfica de /(x, >') = c es simétrica con respecto al eje X. Si /(x, y) 
incluye solamente potencias pares de x, entonces /(x, j) = c tiene la 
grâfica simétrica con respecto al eje Y. 

Si combinâmes los resultados obtenidos en los ejemplos 4.1, 4.2, y 4.6 
para la grâfica de la ecuaciôn 

9x^ + 4j^ = 36, 

encontramos que, en primer lugar, por causa de la simetria necesitamos 
sôlo encontrar la porciôn de la grâfica en el primer cuadrante y el resto 
puede encontrarse por reflexiôn. A causa de las limitaciones respecto a 
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extension solo necesitamos buscar puntos dentro del rango X6[0, 2] y 
>'e[0, 3]. Por otra parte, ya hemos encontrado que las intercepciones son 
X = 2, X = —2, y = 3, y y = —3. La grâfica de la ecuaciôn es una elipse 
(figura 8j. 



FIGURA 8 


4.7 Ejemplo. Estùdiense las simetrias de la ecuaciôn/(x, y) =.v^= 0. 
SoLuciÔN. Como 

f(-x,y) = i-xŸ-y - ^ ±/(.v, >-) 

y 

f{x, -y) = # ±f{x,y), 

la grâfica de la ecuaciôn no es simétrica con respecte a ninguno de los ejes. 
Sin embargo, como 

/(-x, -y) = (-.vf-(-j) = = -/(.v,>'), 

la grâfica de la ecuaciôn es simétrica con respecte al origen (figura 9). 



FIGURA 9 
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Problemas 

1. Discùtanse las siguientes ecuaciones para intercepciones, extensiones 
y simetrîas, y dibùjense sus grâficas. 


a) 4x^ + 25y^ = 100 
c) 9y^ — 16.v^ = 144 
e) xy = —4 

g) 4{x-\Ÿ + 25(y + 2Ÿ = 100 
/) M-v'-l) = 4 
k) x^+y^ = 4 

2 . 

intercepciones, 

a) X = 1, y = t 
c) .r = y = 
e) X = t, y ~ \lt 
g) X = 3/-2, = -2?4-l 

^Cuâles de las grâficas son grâficas 


b) 9x^-\6y^ = 144 
d) xy = 4 

f) (x-2)(y-3) = 4 
h) yix^+ 1) = 4 
J) yjx + sfÿ = 1 


d) X = t \ y = I 
f) x= 1//, J = / 
h) .Y= \ +1^, y = l+t^. 
de funciones reales de variable real? 


/) (x-\f + iy-3f = 9. 

Discùtanse los siguientes pares de ecuaciones paramétricas para 
extensiones, y simetrias y dibùjense sus grâficas. 

b) X = t^, y = t 


5. LA CIRCLNFERENCIA 


Una circLinferencia es el conjunto de todos los puntos a una distancia 
dada de un punto dado, el centre. La distancia dada desde el centro a los 


puntos del conjunto se llama radio 
de la circLinferencia. Sea el centro de 
la circLinferencia el punto Pq = {h, k) 
y sea r el radio. Un punto P = (.y, y) 
esta sobre la circunferencia si y solo 
si la distancia de Pq a P es igual a r. 
Es decir, una circunferencia es un 
conjunto de puntos 

e(Po;'-)^=.iP| |P-Pol = ^ > 0}. 

Ahora bien, |P —PqI = r es équi¬ 
valente a 

^(x-hŸ + {y-kŸ = r. 



Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacion, obtenemos 


5.1 {x-HŸ- + (y-kŸ = 

como una ecuacion de una circunferencia con centro en el punto {h, k) y 
radio r (figura 10). 
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5.2 Ejemplo. La circunferencia con centre en (-2, 3) y radio 5 es el con- 
junto de los puntos que satisfacen !a ecuaciôn 

(x + lf + (y-3f = 25. 

5.3 Ejemplo. Discùtase la grâfica de la ecuaciôn 

x-+y^ + 4x-6y-l2 = 0. 

SoLUCiÔN. Completando cuadrados vemos que esta ecuaciôn es de la for¬ 
ma (5.1). As! pues 

(x^ + 4x + 4) + (y^-6y + 9) = 12 + 44-9 

O 

(x + 2)2 + (j;-3)^ = 25. 

Ésta es la ecuaciôn de la circunferencia considerada en el ejemplo 5.2. 

El ejemplo 5.3 muestra que podemos esperar que una ecuaciôn de la 
circunferencia aparezea en formas distintas a la de la ecuaciôn (5.1). Si 
volvemos a escribir la ecuaciôn (5.1) en la forma 

x^~2hx + /t^+y^-2ky + k^ = 

y reordenamos los términos, tenemos 

x^+y^-2hx-2ky + h^ + k^-r^ = 0 . 

As! pues, si una ecuaciôn de la forma 


5.4 +y^ + Dx + Ey+F = 0 

tiene una grâfica consistente en mâs de un punto, entonces la grâfica es 
una circunferencia. Para ver esto necesitamos solo completar los cuadrados 
como se hizo en el ejemplo 5.3; 


+ —) + (y,^ + Ey + ~) = + E 

4/ V 4/4 4 


5.5 


D 

x + ~] + [y+ 


D^ + E^-4F 


Si la expresiôn \{D^ + E^-4F) a la derecha de (5.5) es positiva, entonces 
la ecuaciôn (5.4) o la (5.5) es una ecuaciôn de una circunferencia con centro 
( D E\ _ 

en I- 2- - 2/ y ’’ = ^^F>^ + E^-4F. Si D^ + E^-4F = 0, 


entonces ambos términos de la izquierda son también cero de modo que 
el unico punto del conjunto es el punto ^— ~2' — ~2^ ' ^^nalmente, si 
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D^ + E^-4F <0, entonces el conjunto es nulo y a que ninguno de los 
términos que estân a la izquierda de (5.5) puede ser negativo. 

5.6 Ejemplo. Encuéntrese una ecuaciôn de la circunferencia que pasa por 
los puntos P, = ( — 1,2), P 2 = (0,0), y P 3 = (3, 0). 

SoLuciÔN I. Sustituyendo sucesivamente las coordenadas de estes puntos 
en la ecuaciôn 

x^+y^ + Dx + £y+F = 0, 

obtenemos las très ecuaciones 

1 +4-~D + 2F+F = 0 
O + O + O + O+ E = 0 
9 + 0 + 3D + 0+E=0 

para la determinaciôn de D, F, y F. Resolviendo estas ecuaciones obtenemos 
F = Q, D = -3, F= -4. Asi pues, si hay una circunferencia que pase 
por los puntos prescritos tiene una ecuaciôn de la forma 

x^ +}’^ — 2x — 4y — 0 

(x-|)^ + (>'-2)^ = |+4= V- 

Se verifica fâcilmente que esta circunferencia pasa por los très puntos 
prescritos. Partiendo de la ùltima forma vemos que la circunferencia tiene 
centro en (|, 2 ) y radio |. 

SoLUCiÔN 2. Scan C, y tij las médiatrices de [P,, P 2 ] y [P 2 , P 3 ] respectiva- 
mente. Entonces C, pasa por Qo = i(Pi+l’ 2 ) = (~i' •) Y ortogonal a 
N = P 2 —Pi = (U —2). De donde una ecuaciôn de L, es N(P-Qo) = 0 o 

x-2y = -|. 

Anâlogamente, una ecuaciôn de £2 es (3, 0)-(.v->') = 0 o 

v — ^ 

El punto de intersecciôn de C, y es x = y = 2 (x+ f) = 2. Asi pues, 
(f, 2) es équidistante de los très puntos P,, P 2 , y Ps- Su distancia a 
P 2 = (0,0) es v(ï) + 4 = f. Por lanto, una circunferencia de radio f y 
centro en (J, 2) pasa por los très puntos Pi.Pj, y P 3 . Una ecuaciôn de 
esta circunferencia es 

(x~lf + (y-2f = (1)^ 

Problemas 

1. Identifiquense las grâficas de las siguientes ecuaciones; 

a) =16 h) (x + 3f + (y-2f = 12 

c) .v^+y^+16 = 0 ci) x^-2x + y^ = 0 

e) x^ + 2x + y^ + 2y = ~\ f) 4x^+4y^-4x-\Sy + 2 = 0. 
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2. Encuéntrense las ecuaciones de las siguientes circunferencias y 
dibüjense sus grâficas: 

a) De radio 3 y centre en (4, —2). 

b) De radio 4 y centre en el origen. 

c) De centre en (3, - 1) y pasando per (1, 4). 

d) Que pasa per (2, 3), (-2, 3), y (4, 5). 

e) De radio | y centre (3, -1). 

/) Con centre en (4, f) y pasando per ( - I, -f). 

g) Que pasa per (2, -2), (6, 0), y (0, 2). 

h) Que circunscribe el triângulo cuyos lados son las rectas 

2x + 3y~13 = 0, 2jc-j;- 1 = 0, 2x + >--3 = 0. 

3. Determinense las circunferencias que pasan per les puntos t —a 01 

y(a,0). ' ’ ' 

4. Encuéntrense les puntos de intersecciôn de la circunferencia de 
radio 5 y centre en el origen con las siguientes rectas; 

a) {(/, t + 5)}. 

b) La recta que pasa por los puntos (1, 1) y (0, 1). 

c) La recta de pendiente -f que pasa por el punto (1,7). 

d) La recta que pasa por el punto (0,6) paralela al vector (10, —6). 

Compruébense sus resultados grâficamente. 


6. LA PARÂBOLA 

6.1 Definiciôn, Una parâbola es e! conjunto de todos los puntos que 
equidistûn de una recta fija y de un punto fijo que no esta sobre la recta fija. 

La recta fija se llama directriz de la parâbola y el punto fijo se llama 
foco. Sea la directriz la recta C de la figura 11 y sea F el foco. La recta que 
pasa por F ortogonal a C se llama eje de la parâbola. El punto donde el 
conjunto intersecta al eje se llama vértice. El vértice, V, estâ situado sobre 
el eje a medio camino entre el foco y el punto de intersecciôn del eje con la 
directriz. 

Sea F —V = pu donde u = («,,« 2 ) es un vector unitario paralelo a 
decir, |u| = + u^ = 1. Enfonces F = V+pu y el eje y la 

directriz se intersectan en V-pu. La directriz es la recta 

^ = {QIQ = V-pu+p'u-^, p'eR}. 

Correspondiendo a cada punto P de hay numéros ùnicos x' y y' taies que 

P = V + x'u+j'u^. 
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FIGURA 11 


El punto P esta sobre la parâbola si y solo si 
6.2 J(P,C) = |P-F| 

donde t/(P, C) es la distancia de P a t. Ahora bien 

d{VS) = \p + x'\ 

y 

|P-F| = |(V + j:'u + >''u-^)-(V+/)u) 1 = |(x'-;7)u+>’'u^|. 
De donde, la ecuaciôn (6.2), se hace 

\p + x'\ = I(x'-/>)u + /u-^| 

O 

\x’+p\ = ^{x’-pŸ+y’^. 

Elevando al cuadrado y simplificando, obtenemos 

y'^ = 4px' 



De donde si P es un punto sobre la parâbola, entonces P satisface la ecuaciôn 
vectorial 

6.3 P = V + — B + 

4p 
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Reciprocamente, si P satisface la ecuaciôn (6.3), tenemos 


cl(P, Z) = \p + x'\ 


P 



y 


y'^ 

V + -— U + v' u"^ — V — pu 


(y'^ , X 

- p u + y U 

4p 


V4p J 


y y'-4p" Y ~,2 ^ [y*-sy’^+ 16 p^+ 16 p^y'^ 
V 4p ; ^ "V |6p2 




de modo que P esta sobre la parâbola. Asi pues, la ecuaciôn (6.3) es una 
ecuaciôn vectorial de la parâbola. 

Si U = (1,0), entonces el eje de la parâbola es paralelo al eje X. Para 
P = (,v, J.’) y V = (h, k ), obtenemos 


P-V = (x-h,y-k) = —(l,0) + >-'(0, 1) 
4p 


■A P 


-, V' 


De donde 


6.4 


.V = ^ + h 

4p 

y = y' + k 


son ecuaciones paramétricas y 


.v' 


4p 


iy-k)^ 

4p 


O 


6.5 (y-kŸ = 4p{x-h) 

es una ecuaciôn (implicita) de la parâbola con eje paralelo al eje X, vértice 
V = (h, k), foco F = V +pu = {h+p. A), y directriz x — h = —p. El vector 
F-V = pn = {p, 0), de modo que si p > 0 el foco estâ a la derecha del 
vértice y la parâbola se abre a la derecha. Si p < 0, el foco esta a la derecha 
del vértice y la parâbola se abre hacia la izquierda. 
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Si U = (0, 1), el eje de la parâbola es paralelo al eje V. Entonces 


p_V = i^x-h,y-k) = ^(0, !) + /(-],()) = 

4p 



De donde 

6.6 


X = -y' + h 

y = — + /c 
4p 



(x-hf 

4p 


O 

6.7 (x-hf - 4p(y-k) 

es una ecuaciôn (implicita) de la parâbola con eje paralelo al eje Y, vértice 
V = {h, k), foco F = V+pu = (/î, y directriz y — k= —p. El vector 

F-V = pu = (0, p) de modo que si p > 0 el foco esta por encima de! 
vértice y la parâbola se abre hacia arriba. Si p < 0, el foco estâ debajo 
del vértice y la parâbola se abre hacia abajo. Estos resultados se tabulan en 
el resumen de la pâgina 261. 

Problemas 

1. Identifiquense y dibùjense las grâficas de las siguientes ecuaciones: 

a) {x-lf = 4(y+l) b) (y + 3)^ = 6(x-2) 

c) {y-3Ÿ = 5(x + 2) ci) (x-6)" = 3(y-2) 

e) x^—4x — y + 3 = 0 /) y^ — 6x + 6y+\5 = 0 

g) 3x^ + 3/+12y + 8 = 0 h) 4x^-8x-3y-2 = 0 

/) 20x2+20x-8y+13 = 0 j) 9/-18.Y-6y-8 = 0 
k) 3/-4x+l2y+16 = 0 /) 4x^ + 4/-8x-4y-3 = 0. 

2. Encuéntrense las ecuaciones de las siguientes parâbolas y dibùjense 
sus grâficas. Sobre cada una de las grâficas muéstrese el vértice y el foco, 
dando sus coordenadas y muéstrese la directriz, dando su ecuaciôn: 

a) Con vértice (2, 3) y foco (2, — 5). 

b) Con vértice (5, 2) y foco (7, 2). 

c) Con directriz y = 5 y foco (7, —2). 

d) Con directriz x = — 2 y vértice (5, — 1). 

3. Encuéntrese una ecuaciôn del siguiente conjunto y dibùjense todos los 
puntos équidistantes de la recta x = 5 y el punto (2, — 1). 
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4. a) parâbola con eje paralelo al eje X es la grâfica de una 

funciôn real de variable real? ^Por qué? 

h) cUna parâbola con eje paralelo al eje Pes la grâfica de una funciôn real 
de variable real? ^Es la grâfica de una funciôn univalente? ^.Porqué? 


5. Pruébese que la grâfica de la funciôn / = al^ + 2bl+c ia ^ 0) es la 

b I 


parâbola con foco 


+ . 

a Aa 


y directriz 


y = 



Aa 


6. Proporciônense ecuaciones paramétricas para la parâbola con 


a) 


b) 


V = (0, 0), P = ^/2, 

V = (0, 0), P = ^/2, 


1 

75 

1 


( 1 , 1 ) 




c) V = (2,3), P = 5, u = (f,f) 

d) V =(5,2), P = -3, U = (xV.il). 


7. Identifiquense los conjuntos 

a) {(2pt, pt^)\teR] 

b) {(pt\2pt)\teR} 

c) {{r^-2t, t^ + 2t)\teR} 

d) {(t^ + 2f, -?^ + 20UeR} 

e) {(2 + 3/^-8/, 3 + 4r^ + 6t)UeR} 

/) {(3-3?^ + 8/, 4-4r2-60|/6R}. 

8. La cuerda de una parâbola que pasa por el foco y que es perpendicular 
al eje se llama lado recto o cuerda focal} 

a) Demuéstrese que la longitud de la cuerda focal es \Ap\. 
h) Usando el mismo sistema de ejes en todos los casos, dibûjense las 
grâficas de = Apx para p = I, 2, 3, 4. 


7. LA ELIPSE 

7.1 Definiciôn. Una elipse es el conjunto de todos los puntos con la 
propiedad de que la suma de las distancias de los puntos del conjunto a dos 
puntos fijos dados es una constante. 

^ El término “cuerda focal” suele usarse en la literatura para cualquier cuerda de 
la parâbola que pase por el foco. [N. del T.] 
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Los puntos fijos F, y se llaman focos. Las intersecciones V, y V^, 
del conjunto con la recta que pasa por los focos se llamaa vértices, y el 
punto medio Fo = i(Fi+F 2 ) del segmento se llama centra de la 

elipse (figura 12). 

Sea Fj-F'o = ï(F 2 -Fi) = eu, donde u es un vector umtario en la 
direcciôn de F 2 -F 1 . Para cada punto P de hay numéros ùnicos x' y 
taies que 

P = Fo + x'u+j^'u^. 

El punto P esta sobre la elipse si y solo si 

IP-Fil + lP-Fjl = (a>c). 


Ahora bien 

p_F, = (Fo + x'u + >’'u^)-(Fo-cu) = (x' + c)u+j'u-" 

y 

P-Fj = (Fo + jr'u + >>'u^)-(Fo + cu) = (.\-'-c)u + y'u-^. 



Luego P esta en la elipse si y solo si 

|P-F,l + |P-F2l = ^^+cf+y'^'+ ^{x'-cŸ+y^ = la. 
Sustrayendo el segundo radical de ambos miembros y elevando al cuadrado, 
tenemos 

x'^ + 2A-'c + cHy'^ = 4a^-4a7(x'-c)^+/'^ + A'^-2.v'c + c^+/' 


O _ 

4 (.Y'c-a^) = -Aa^{x'-cŸ+y'^. 
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Elevando de niievo al cuadrado y simplificando, tenemos 

Como a > r, a^-c^ > 0 y podemos dividir por el término a la derecha: 


7.2 


2 2 2 
Cl a — c 


Por simplicidad representamos por b al numéro pcsitivo que verifica 

a^-c^ = (b > 0). 

Obtenemos entonces 


7.3 


P = Fq + x'u+v'u^ donde-h — = 1 


como una ecuaciôn de una elipse con centre en Fq y con eje paralelo al 
vector U. Si c = 0 (ûf = b), entonces la elipse es una circunferencia de 
radio a. 

Cada punto de la elipse es una soluciôn de la ecuaciôn (7.3). Reclpro- 
camente, como ahora mostraremos, toda soluciôn de la ecuaciôn (7.3) se 
encuentra sobre la elipse. 

De (7.2) se deduce 

.,'2N 


De donde 




|P-F,| = Kx' + cOu + y'u-^l = J{x'-\-cf+ÿ^ 


= {x’ + cŸ + (a^-^)(] 



ya que c < a 


y \x'\ ^ a. Ademâs 

IP-F 2 I = |(x'-c)u + y'u-^| = J{x'-cŸ+y'^ 
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Por tanto 


X C X c ^ 

IP-F 1 I + IP-F 2 I = 0 + —+ a- — = 2a 


X c 
a 


y P se encuentra sobre la elipse. 

Partiendo de la ecuaciôn (7.3) podemos establecer algunas propiedades 
de la elipse (figura 12). Los nùmeros x\y' son coordenadas de puntos 
respecto a ejes X\ Y' con origen en el centre de la elipse y u como direccion 
positiva para el eje X'. De la ecuaciôn 


se deduce fâcilmente que la grâfica es simétrica con respecto tanto a 
eje A" como al eje Y' y, por tanto, también con respecto al centro. En 
realidad, ésta es la razôn por la que el punto medio del segmento que une los 
focos se llama centro. Las intercepeiones con A" son ± a de modo que 
los vértices son V, = Fq-uu y Vj = Fq + au. El segmento [V,, Vj] tiene 
como longitud jV^-V,! = 2u y se llama eje mayor. Las mtercepemnes 
con Y’, ±b, localizan los puntos B, = Fq-ôu y - Fq + ôu . El 
segmento [B,, B 2 ], llamado eje menor, tiene longitud 2h. , • v 

Si U = (1,0), entonces los focos estân en una recta paralela al eje X. 
Para P = (x, y) y Fq = {h, k), obtenemos 

P_Fq = Çx-h,y-k) = .v'(L 0)+>’'(0, 1) = {x',y') 

donde — + ^ = 1. De donde 
b 


7.4 


{x-hŸ , _ 1 



FIGURA 13 
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es una ecuaciôn (implicita) de la elipse con centra Fq = (A, k) y con focos 
sobre una recta paralela al eje ^ (figura 13). En particular, si el centro 
Fq = k) esta en el origen, la ecuaciôn (7.4) toma la forma 


7.5 



La elipse especificada por la ecuaciôn (7.4) tiene centro Fq = {h, k), 
focos F, = Fq - ru = {h-c, k) y Fj = Fj, + ru = (A+r, k), vértices 
^1 ~ Fq —uu = (h—a^k) y V2 = Fq + ( 7 u = (A + A, A), y extremos del eje 
mener B, = F,)-Au^ = (A, A-A)yB2 = Fq+Au^ = (A, A + A). Para ei caso 
especial del centro en el origen, ecuaciôn (7.5), tenemos (A, A) = (0, 0). 

Dada una ecuaciôn de la forma (7.4), puede localizarse fâcilmente el 
centro Fq, los vértices V, y V 2 , y los extremos del eje menor B; y Bj. Los 
focos pueden localizarse observando que (figura 13) 

!B2-F2l = lFo + Au-‘ -Fo-ruI = = a. 

Si U — (0, 1) en la ecuaciôn (7.3). los focos de la elipse estân sobre 
una recta paralela al eje Y. Tomando P = (x, y) y Fq = (A, A) como 
antes, obtenemos 

P-Fo = (x-h,y-k) = ,v'(0, !)+;.'(-1,0) = (-y',x') 
x'^ 1 /^ 

donde ~ + = 1. De donde 

a- 

7.6 iZzïll + ^ J 

es una ecuaciôn de la elipse con centro en Fq = (A, A), focos 

Fl = Fo-ru = (A. A-r) y Fj = Fq + cu = (A, A + c), 

vértices V, = Fq — uu = (A, A—n) y V 2 = Fg + flu = (A, A+a), y extremos 
del eje menor B, = Fg-Au"^ = (A + A, A) y B 2 = Fg + Au^ = (A-A, A). En 
particular, si el centro Fg = (A, A) esta en el origen, la ecuaciôn (7.6) toma 
la forma 


7,8 Ejeinplo. Encuéntrese una ecuaciôn implicita de la elipse con vértices 
en ( — 1, -3) y (5, 5) y un foco en (-^ 5 ^, y dibùjese la elipse. 


240 Cap. 5 Grâficas de ecuaciones 




SoLUClÔN. Para poder usar la ecuaciôn (7.3) deben encontrarse a, b, Fq, 
y U. Resolvemos 

P = (a-, >’) = Fq + at'u+j^'u-^ 
para a', y' y sustituimos en 



Tenemos, V, =(-1,-3), = (5, 5) y F^ = (^, V-) (figura 14). 

Entonces 

Fo = i(V,+V,) = (2, 1); 

eu = F,-Fo = (^^-2, 1) = (-Li, iâ) = 4(1, 1 ) 

donde c = 4, u = (|, f); y , 

a = |V,-Fol = 1(5-2, 5-1)1 = = 5. 

Finalmente/; = = 3. De donde 

P = (A,J) = (2, l) + x'(l,f)+/(-f,|) 

= (2 + f(3A'-4>-'), I+^(4 a' + 3j')) 


O 


A = 24-i(3A' —4y') 
y = 1 +y(4A' + 3y'). 
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Resolviendo para ,v', y', tenemos 

jx' = i(3x + 4>;-10) 

1/ = U-4x + 3y + 5). 

De donde 

^ _ (3x + 4>’-10)^ (-4x + 3>’ + 5)" 

25 9 625 225 


O 

481.x^-384x>’ + 369/-1540jc+30j;-4100 - 0. 


Problemas 


1. Identifiquense y dibüjense las grâficas de las siguientes ecuaciones: 


a) 


25 9 


c) 


(x-i)^ + (y+ 2)' 
169 144 


x^ y' 
6 ) - + ^ 
9 16 


‘0 


(x + 3f , (y-4) 


25 


+ 


25 


e) 25x^+16y^+100x-96y-i56 = 0 
/) 4x2-4x-24y-47 = 0 
0 ) 4x^ + 12y^-4x + 36y-ll =0 
fl) 8x^ + 9y^ + 24x+12y+10 = 0 
/) 9x^ + 9y^ + 36x—12y+15 = 0 
J) 25x^+12y^ + 20x-I2y-4 = 0. 

2. Encuéntrense las ecuaciones de las siguientes elipses y dibüjense las 
elipses. Sobre la gràfica muéstrense el centre, los focos, los vértices, y los 
extremos del eje menor, dando sus coordenadas; 

a) Con vértices en ( 1,4) y (9, 4), y semieje menor igual a 2. 

b) Con centro en (1, -4), vértice en (1, 1), pasando por (2, -1). 

c) Con centro en (2, 0), un foco en (5, 0), y un vértice en (- 3, 0). 

d) Con focos en ( - 1,2) y ( 1,2) y un vértice en (2, 2). 

e) Con vértices en (1,4) y (9, 10), y semieje menor igual a 2. 

/) Con centro en (2, 3), un foco en (^, un vértice en (6, 6). 
ff) Con focos en (-7, -10) y (3, 14) y un vértice en (4, ^). 
h) Con focos en (-7, -8) y (17, 2) y semieje menor igual a 5. 

3. Encuéntrese una ecuaciôn de cada uno de los siguientes conjuntos y 
dibüjense ; 

a) Todos los puntos P = (x, y) taies que la distancia de P a (1, 2) es dos 
tercios de la distancia de P a la recta y = 7. 


242 Cap. 5 Grâficas de ecuaciones 



b) Todos los puntos P = {x, j^) taies que la suma de las distancias de P 
a los puntos ( — 3,2) y ( — 3,6) es 6. 

4. La cuerda de una elipse que pasa por un foco y es perpendicular al 
eje mayor se llama lado recto o cuerda focal} Demuéstrese que la longitud 
del lado recto es Ih^ja. 

5. Encuéntrese una ecuaciôn del conjunto de todos los puntos cuya 
distancia al punto {ae, 0) es e veces su distancia a la recta x = aje. Demués¬ 
trese que si 0 < e < 1, el conjunto es una elipse. El nùmero e se llama 
excentricidad de la elipse. 


8. LA HIPÉRBOLA 

8.1 Definiciôn. Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos con la 
propiedad de que la diferencia de las distancias de los puntos del conjunto a 
dos puntos fijos dados es, en valor absoluto, una constante. 

Los puntos fijos F, y Fj se llaman focos. Las intersecciones Vj y V 2 del 
conjunto con la recta que pasa por los focos se llaman vértices, y el punto 
medio Fq = i(Fi +F 2 ) del segmento [F,, Fj] se llama centro de la hipérbola 
(figura 15). 



De nuevo, como hicimos en el çaso de la elipse, hacemos 
F2-Fo = i(F2-Fi) = cu 

donde u es un vector unitario en la direcciôn de Fj —Fj. Para cada punto 
P de hay numéros ùnicos x' y y' taies que P = Fq -h x' u + u-*-. El punto P 

* El término “cuerda focal” suele emplearse en la literatura para designar a cualquier 
cuerda de la elipse que pase por un foco. [N. del T.] 


La hipérbola 243 



eslâ sobre la hipérbola si y sôlo si 

llP-Fil-IP-Fjll = 2^z (0<a<c). 


Ahora bien 


P-F, = (.v' + c)u + >-'U" 


y 


P~F2 = (.v' — c)u + y'. 


De donde P esta sobre la hipérbola si y sôlo si 

[IP-F.I-IP-F 2 II = + + + = 2a. 

Operaciones similares a las usadas para obtener la ecuaciôn (7.2) para la 
elipse nos dan la ecuaciôn 


Esta es la misma ecuaciôn que la ecuaciôn (7.2) para la elipse, pero, en este 
caso, como c > a > 0, a^ — c^ < 0. Para obtener una expresiôn mâs 
sencilla definimos el numéro positive h por 

a^ — c^ = (h > 0) 


y obtenemos 

.'2 ,'2 

8.3 P = Fo + x'u4-l 'u'^ donde ^ = 1 . 

a- b 

La ecuaciôn (8.3) es una ecuaciôn de una hipérbola con centro en Fq y con 
eje paralel^al vector u. 

Cada punto sobre la hipérbola es una soluciôn de la ecuaciôn (8.3). 
Reciprocamente, como ahora mostraremos, cada soluciôn de la ecua- 
ciôn (8.3) se encuentra sobre la hipérbola. Segùn la ecuaciôn (8.2), tenemos 

De donde 

|P-F,| = |(x' + c)u+y u-^l = J{x' ^cf + 
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Asi pues, en todos los casos |iP —FJ —|P —F 2 II = 2n. y P se encuenlra 
sobre la hipérbola. 

Basândonos en la ecuaciôn (8.3) establecemos algunas de las propiedadcs 
de la hipérbola (figura 15). Los numéros .v', r' son coordenadas de puntos 
respecto a los ejes X'. Y' con origen en el centro de la hipérbola y la 
direcciôn del vector u como direcciôn positiva del eje X. De la ecuaciôn 



se deduce fâcilmente que la grâfica es simétrica con respecte lanlo al eje X' 
como al eje Y' y, por tanto, también con respecto al centro. Las 
A"-intercepciones son ±« de modo que los vérlices son V, = F,, — «u y 
V, = F(, + «u. El segmente [V,, Vj] de longitud 2a se llama eje iraiisrersal. 
El segmento [B,. B,] sobre el eje Y' de longitud 2h con punto medio en cl 
centro de la hipérbola se llama eje conjugaclo. En el caso de la hipérbola 
estes ejes no se llaman mayor y mener va que podemos tener igual h ^ a 
que ô < a. 
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Si U = (1, 0) entonces los focos estân sobre una recta paralela al eje X. 
Para P = (x, y) y Fq = {h, k), obtenemos 

P-Fq = {x-h,y-k) = x'(l,0)+y'(0, 1) = {x’,y') 

, x'^ y'^ 

donde -- = 1. De donde 

8.4 jx-hf __ {y-kf _ 

a~ 

es una ecuaciôn de una hipérbola con centro Fq = {h, k) y con los focos 
sobre una recta paralela al eje X (figura 16). En particular, si el centro 



Fo = (h, k) esta en el origen, la ecuaciôn (8.4) se hace 


8.5 



= 1 . 


Dada una ecuaciôn de la forma (8.4), pueden fâcilmente localizarse el 
centro Fq, los vértices Vi y V 2 , y los extremos del eje conjugado y B^. 
Los focos pueden localizarse observando que (figura 16) 

c = . 

Las rectas y~k = + -{x — h) se llaman asintotas de la hipérbola cuya 
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ecuaciôn es (8.4), Resolviendo (8.4) para tenemos 

y-k = ±- \/(x — hŸ — a^ . 

a 

Si restringimos la discusiôn a la porciôn del piano donde x — h>0 y 
y — k > 0, entonces 

y-k = ~ 

a 

Sea P = {x, y) un punto sobre la hipérbola donde .v-/; > 0, y —^ > 0 y 

b 

sea Q = {x,y^) el punto sobre la recta y — k = -(x — h) directamente 
sobre P. Entonces 

|Q_P| = y^-y = - [(x-/i)-^/(x-/i)^-a^] . 

a 


Multiplicando ydividiendo por {x — h) +^{x — hY — , obtenemos 


Q-P| = 


X — h + \Yx —hY — 


y |Q-P| puede hacerse arbitrariamente pequeno tomando x-h suficiente- 
mente grande. Por simetrla, puede verse que la hipérbola se aproxima a las 
aslntotas en las otras porciones del piano en forma similar. 

Para construir las asintotas de la hipérbola (figura 16), solo se necesita 
construir el rectângulo que tiene lados de longitud 2a y 2b paralelos a los 
ejes X y Y respectivamente, y con su centro en Fq. Las aslntotas son las 
rectas 

L, = (P|P = Fo + t(fl,A)} 

y 

= [P|P = Fo + /(rt, -h)}. 

Estas son las rectas que contienen a las diagonales del rectângulo que 
acabamos de mencionar. La longitud de media diagonal es la distancia del 
centra a un foco: c = + 

Si U = (0, I) en la ecuaciôn (8.3) los focos estân sobre una recta paralela 
al eje V. Tomando P = (.v, y) y Fy = (h. A. ) como anteriormente, obtenemos 

P-Fo = {x-h, y-k) = .v'(0, !) + >’'(-1,0) = (-r'. .v') 

y’^ 

donde-= 1. De donde 

cY b^ 
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8.6 


y-kŸ (x-hf 
1.2 


es una ecuaciôn de la hipérbola con centra Fq = (h. A), focos 

Fl = — = {h,k — c) y Fj = Fq + cu = (h,k + c), 

vértices V, — Fq —cfu = {h,k~a) y — Fp+^tu = (h,k+a), y extremos 
de los ejes conjugados 

B, = Fo-èu-^ = {h + b,k) y = F^, + hu^ = (h-h,k). 

Las asintotas son las rectas y~k = + -(^x-h). En particular, si el centra 
Fq = {h, k) estâ en el origen, la ecuaciôn (8.6) toma la forma 

8.7 z! _ , 


Dos hipérbolas que tienen las mismas asintotas y sus ejes transversos 
y conjugados intercambiados se llaman hipérbolas conjugadas. Asi pues, 

^ b^ a- 

son las ecuaciones de un par de hipérbolas conjugadas. 

Problemas 

1. Identifiquense y dibùjense las grâficas de las siguientes ecuaciones, 
senalândose cuando procéda el centre.-vértices, focos, y asintotas: 


z!_z! 

9 4 


9 4 


(>■-2)- 

(x+l)^ 1 

(.v-3)^ (;'-5)^ 

25 

5 

8 7 

{x~lf 


r-) ^ (y+ 4)" 

16 

9 

9 9 


g) 9x^-16/+144 .y + 32j+79 = 0 

h) 4.y^-9>7+4,v+ l8y-44 = 0 
/) 16y^-4x^+4.v + 48>’-1 = 0 
J) 3x + 5y + 2 = 0 

A) 3,r^ + 3y^ + 6.v-15;’+16 = 0 
A) 15.Y-6++10 = 0. 
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2. Encuéntrense las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y dibûjense 
sus grâficas. Seiïâlense en las grâficas el centre, los focos, los vértices, y 
las asintotas, dando sus coordenadas o ecuaciones. 

a) Vértices en (-4, 0) y (4, 0) y semieje conjugado igual a 3. 

b) Focos en (0, 5) y (0, -5) y un vértice en (0, 3). 

c) Centre en el origen, un vértice en (0, 2), y sernieje conjugado igual a 5. 

d) Un foco en (0, 13), un vértice en (0, -5), y semieje conjugado igual 
a 12. 

e) Vértices en (5, 4) y (-3, 4) y un foco en (7, 4). 

/) Vértices (1,4) y (9, 4), semieje conjugado igual a 2. _ 

g) Centro en (1, —4), un vértice en (1, 1), y un foco en (1, ^29 — 4). 

h) Focos en (-3, 0) y (7, 0) y semieje conjugado igual a 3. 

3. Fncuéntrese cada una de las hipérbolas conjugadas a las del 
problema 2. 

4. Fncuéntrese una ecuaciôn para cada uno de los siguientes conjuntos. 
Dibùjese cada uno de ellos. 

a) Todos los puntos P = (x, y) taies que la distancia de P a (1,2) es 
igual a très medios de la distancia de P a la recta V = 7. 

b) Todos los puntos P = (x, y) taies que la diferencia de las distancias 
de P a los puntos ( — 3, 2) y ( — 3, 6) es ±3. 

5. La cuerda de una hipérbola que pasa por un foco y es perpendicular 
al eje transverso se llama lado recto o cuerda focal? Demuéstrese que la 
longitud del lado recto de la hipérbola (8.4) es Ib^ja. 

6. Demuéstrese que el conjunto de puntos del problema 5 de la secciôn 7 
(pâg. 243) es una hipérbola si e > 1. 

7. a) Demuéstrese, mediante la aplicaciôn de la rotaciôn de coordenadas 

(a-, y) = A-' U + >■' , U = — ( 1, 1 ). 

que xy = c (c / 0) es la ecuaciôn de una hipérbola. 
b) Dibùjese la grâfica de xy = 4. 

9. REDUCCIÔN DE UNA FORMA CUADRÀTICA 
A LA FORMA DIAGONAL 

La ecuaciôn cuadrâtica mâs general en a y y puede escribirse asi: 

9.1 Àx^ + 2Bxy+Cy^ + 2Dx + 2Ey + F = 0 

‘ También en este caso es habituai que por “cuerda focal se entienda una cuerda 
cualquiera que pase por un foco. [N. delT.] 
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donde A, B, y C no son todos cero. Deseamos demostrar que la grâfica de 
una ecuaciôn cualquiera de tal tipo, si no es el conjunto nulo, es una secciôn 
cônica —elipse, parâbola o hipérbola— o algùn caso degenerado de una 
secciôn cônica. Antes de hacer esto, discutiremos el problema de la reducciôn 
de la forma cuadrâtica 

9.2 Ax^ + 2Bxy+Cy^ 

a la forma diagonal 

A' x'^ + C' y'^ 

por medio de una rotaciôn de coordenadas. 

Consideremos la rotaciôn de coordenadas 


{x,y) = U{x',y’) = x'n + y'u^. 

Tenemos 

X — x' Uy —y'ii 2 
y = x'mj+j'mj 

y de aqul 

Ax^ + 2Bxy+Cy^ = A' x'^ A-2B' x' y' + C' y'^ 

donde 

A' = A+2uiU2B-\-u-^C = w{u^A-\-U2B, B + U 2 C), 

B' = Ui^B+u^U2{C-A)-U2^B = u^-{u,A + U2B, u,B + U2C), 
C = Ui^C-2uiU2B + U2^A = u^-(-U2A + UiB, -U 2 B+U 1 C). 
Si definimos 


L{x,y) = {xA+yB, xB + yC) = x(A, B) + y(B, C) 
podemos expresar los coeficientes A', B', y C' en la forma 

9.3 A' = u-L(u), B' = u^-L(u), C' = u^-Lfu^). 

De acuerdo con (9.3) vemos que fi' = 0 si y sôlo si L(u) es paralela a u, es 
decir, si y sôlo si para algùn numéro real /l, 

9.4 L(u) = ;.u. 


9.5 Ejemplo. Por medio de una rotaciôn de coordenadas, redùzcase 

7x^ + 2y/3xy + 5y^ 

a la forma diagonal. 


SoLUCiÔN. Tenemos (A, B) = (7, y (fi, C) = (,^3, 5). De donde 
L(u) = «i(7, v^) + U2(y3, 5). 
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Deseamos encontrar una u tal que para algûn numéro real X, u satisfaga (9.4). 
Es decir, 

(7ui +^«2, “ I 

O 

I (7 —l)Ui +^/3u2 = 0 
[^/3u, +(5-i)u2 = 0. 

Este par de ecuaciones homogéneas tiene una soluciôn no trivial si y solo si 
(7-A)(5-À)-V3V3 = 0, 

A^-121 + 32 = 0, 

° (2-8){/l-4) = 0. 

Tomando A = 8, la primera de las ecuaciones (9.6) se hace 
(7-8)u,+V3u2 = (-1, V3)-u = 0. 

Una soluciôn de esta ecuaciôn es 

u = i(V3, 1). 

Es fâcil verificar que ésta es también una soluciôn de la segunda de las 
ecuaciones (9.6) con A = 8. 

La rotaciôn de coordenadas buscada es, entonces, 

(x, y) = x'u + y'u'*' = Kv^^x' —y', x' + ,.y3y')- 

Tenemos 

L(u) = Ui(/4, B) + « 2 (^> O ~ ^ 

= (4^3,4) 

y 

L(u^) = (-2,2^3). 

De donde, de acuerdo con (9.3), tenemos 

A' = u-L(u) = KV3, l)-(4y3,4) = 2(3 + 1) = 8, 

B' = u^-L(u) = 4(-l, v'3)-(4v'3,4) = 0, 

C' = u^L(u^) = i(-l,y3)-(-2,2V3) = 4. 

La reducciôn a la forma diagonal es 

lx^ + 2^xy + 5y^ = 8x'^ + 4/^ 
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Si hubiésemos tomado A = 4, habriamos obtenido u = ^(—I,y'3). 
Esta es la de la discusiôn previa. La correspondiente forma diagonal 
es 4x'^ + 8}’'^. 

Volviendo al problema general, vemos que la ecuaciôn (9.4) es équivalente 
a 

L(u) = M, (A, B) + u2(B, C) = À(u,, U2) 

O 


^•7 u,(A-À, B) + u2(B, C-A) == 0. 

La ecuaciôn vectorial (9.7) es équivalente al par de ecuaciones 


9.8 


Ui(A-A) + ii2B = u-(A-À, B) = 0 
II, B + i/2(C-A) = u (B, C-A) = 0 . 


La ecuaciôn (9.7) [o las ecuaciones (9.8)] tiene soluciones no triviales si y 
sôlo si U es ortogonal tanto a (A-A, B) como a (5, C-A), es decir, 
si y sôlo si (A~A, B) y (fl, C-A) son paralelos (linealmente dependientes). 
Estos dos vectores son paralelos si y sôlo si 


(A-A, fl)^ (fl, C-A) = -B^ + (A-A) (C-A) 

= à^-{A + C)A-(B^-AC) = 0. 

Pero 


9.10 

donde 


9.11 


^^ — {A + C)A — (B^ — AC) = (A —Aj) (A —A 2 ) 


A+C-C(A+C)^ + 4(B^~AC) 
2 


A+C-^/{A-C)^ + 4B^ 

2 

A+C + ^f(A + C)^ + 4{B--AC) 
2 

A + C+~^/{A-C)^ + 4B^ 

2 


Como (A — C)^ + 4fl^ ^ 0, las raices A ,, A 2 de la ecuaciôn (9.9) son numéros 
reales. La ecuaciôn (9.9) se llama ecuaciôn caracteristica de la forma cua- 
drâtica, y sus raices A,, A 2 se llaman raices caracteristicas de la forma 
cuadrâtica. La ecuaciôn (9.4) tiene soluciones no triviales si y sôlo si 
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; = O A = Aj. Tomando A = A,, vemos, segùn (9.8), que si elegimos el 
vector unitario u ortogonal a - A, , 5) (o (B, C - A,)), entonces u es una 
soluciôn de (9.4); 


L(u) = A, u. 


Entonces 

A' = u-L(u) = u(A,u) = A, 

^ 5 ' = u-^-L(u) = u^-(A, u) = 0. 

Queremos mostrar que 

C = Ir- 

De la ecuaciôn (9.10) se deduce que 

9.12 Al +A 2 = A + C 

y 

9.13 -A,A2 = S^-^C. 

De donde 

A 2 ~ /I = C—A| 

^ u^-(A-À2, B) = -u-(A-À2.B)^ = u-(B,À2-A) 

= u (B, C—A,). 

Por tanto si u es una soluciôn de las ecuaciones (9.8) con A = A,, de ello 
se signe que u"- es una soluciôn de la primera de las ecuaciones (9.8) con 
A = A 2 , y como (. 4 -A 2 , B) y (B, C-A 2 ) son paralelas, es tambien una 
soluciôn de la segunda de las ecuaciones (9.8) con A - A 2 . Es decir, u es 
una soluciôn de la ecuaciôn (9.4) con A = A 2 ; 

L(u^) = A2U-^ 

^ C' = u^-L(u-^) = u-^-(A2 U^) = A 2 . 

Hemos, con esto, establecido el siguiente teorema: 

9.14 Teorema. Toda forma cuadrdtica 

Ax^ + 2Bxy + Cy^ 

puede reducirse mediante una rotaciôn de coordenadas 
{x,y) = V{x',y') = x'u + >''u^ 

a una forma diagonal 

Aj x'^ +A 2 
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donde , X 2 son las ralces de la ecuaciôn 

l^-(A + C)X-{B^~AC) = 0 
y M es un vector unitario ortogonal a{A—X^, B). 

9.15 Ejemplo. Por medio de una rotaciôn de coordenadas, redùzcase 

5x^ + 2Axy—5y^ 

a forma ^diagonal. 


SoLuciÔN. A = 5, B = 12, C = —5. La ecuaciôn caracteristica es 
À^-iA + C)X-(B^-AC) = -(144 + 25) = 2^-169 = 0. 
De donde X — +13. Sea X^ = 13 y À2 = —13. Enfonces 

{A-X,,B) = (5-13, 12) = (-8, 12) = -4(2, -3). 

Un vector unitario ortogonal a (2, —3) es 




(3,2). 


Por tanto, 


(A-, y) = U{x',y') = —(3,2) + -^.(-2,3) 


^/Ï3 


f\i 


reduce la forma cuadrâtica a 

Ux'^-Uy'^. 


Problemas 

1. Por medio de una rotaciôn de coordenadas redùzxase cada una de 
las siguientes formas cuadrâticas a forma diagonal. 

a) 22ix^ + A,Jl>xy + 22y^ b) hx^ — 2yf5xy+5y^ 

c) 34a^ —24a+ + 41+^ d) 1 x^ -\-A%xy — ly^ 

e) 9%x^ + 12xyy-lly^ /) 2x^+12 a:_>’ — 

g) 4x^ + 4^+++^ h) 2^xy—y^ 

i) 313x^ — 120x^+194+^ J) x^ — 4xy + 4y^. 


10. LA ECUACIÔN CUADRÂTICA GENERAL 

Volvemos ahora a una discusiôn de la ecuaciôn cuadrâtica mâs general 
10.1 Ax^ + 2.Sx++C/ + 2£>x + 2£+ + E= 0 
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donde A, B,)i Cno son todos cero. Sabemos que la rotaciôn de coordenadas 
{x,y) = U{x',y') = x'u + /u-^ 
reduce la ecuaciôn (10.1) a 

10.2 Xix’^ + X2y'^ + 2D’x' + 2E'y' + F’ = 0 

donde Ài, son las raices caracteristicas de la forma cuadrâtica 
Ax^ + 2Bxy + Cy^ es decir, Aj, A 2 son raices de la ecuaciôn caracteristica 

10.3 2^-{A + C)k-(B^-AC) = 0, 

y U es un vector unitario ortogonal a (/4 — A), B). Los coeficientes D , E ,y 
F' vienen dados por las relaciones 


10.4 


D’ = Uiü + UïE = u-(D, E) 

£' = -UjD + UiE = u-^ (D, £) 
F' = F. 


Hay très casos a considerar; 1) A,, A^ tienen el mismo signo, 2) una de las 
raices es cero, y 3) Aj, Aj tienen signes opuestos. Como Aj A 2 = -(B -AC), 
estos très casos se corresponden con (1) B^ — AC<0, (2) B —AC = 0, 
y{3)B^-AC>Q. 

Caso 1. - AC < 0. En este caso Ai y A 2 tienen el mismo signo. 

Como A 1 +A 2 = A + C y podemos suponer que /1 + C>0(si4 + C<0se 
multiplica la ecuaciôn (10.1) por -1), podemos suponer que las raices A,, 
A 2 son positivas. Sea Ai la menor de las dos raices. Entonces, completando 
los cuadrados en la ecuaciôn (10.2), tenemos 


10.5 




+ ^2 




_ 

A, A 2 


- F. 


la) Si — + — — F > 0, entonces, la ecuaciôn (10.5) es la ecuaciôn 
Al A 2 

de una elipse con centro en j, - ^ y eje mayor paralelo a u; es 

decir, el eje mayor estâ sobre el eje AT. Si Aj = A 2 , entonces la elipse es una 
circunferencia con focos coincidentes con el centro. 

1 b) Si — + — - F = 0, entonces la grâlica de la ecuaciôn (10.5) 
Al A 2 

( ^ E- 

consiste en un solo punto, el I — ^ ~ X 

ry'2 ^f2 

1 c) Si — + — — F < 0, entonces como los términos del primer 
Al A 2 
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miembro de la ecuaciôn (10.5) son no negativos para todo (x, no 

puede haber soluciones de la ecuaciôn (10.5) y la grâfica es el conjunto 
nulo. 


(16) y (le) se consideran casos degenerados de la elipse. 

Caso 2. B — AC = 0. En este caso una de las raices caracterlsticas, 


que convenimos sea la 2,, es cero. 

2a) Si A = B = Q y D^O, completando el cuadrado en la ecua¬ 
ciôn (10.1), tenemos 


C 



E 

= -2Dx + — 
C 


- F. 


Esta es la ecuaciôn de una parâbola con vértice en (- — — — — I 

\2DC 2D' cj' 

Nôtese que aqui y en (2b), a continuaciôn, C # 0, ya que en una ecuaciôn 
cuadrâtica A, B, C no son todos cero. 

2b) Si A = B = D = 0, tenemos 



F 


que es la ecuaciôn de un par de rectas horizontales si —,->0 la 


C 


ecuaciôn de una sola recta vertical si — — = 0, y un conjunto vacio 


. F 

~ ^ < 0- Todos éstos deben considerarse casos degenerados de la 
parâbola. 

2c) Si (A, B) ^ 0, la rotaciôn de coordenadas 

(x, y) = U(.x',y') = .v'u-t-y'u-^, 

donde u es un vector unitario ortogonal a (A, B), reduce la ecuaciôn (10.1) a 


À2y'^ + 2D'x’ + 2E'y' + F' = 0 


que ahora cae bajo el caso (2a) o (2b) y es la ecuaciôn de una parâbola con 
eje paralelo a u o un caso degenerado de la parâbola. El eje de la parâbola 
es el eje X' y la directriz es paralela a (A, B). 

Caso 3. B^ — AC > 0. En este caso 2, y À 2 tienen signes opuestos. 
Sea 2, positive. De nuevo, como con la elipse, completando los cuadrados 
en la ecuaciôn (10.2) tenemos 


10.6 




+ '^2 \ y + 


_ E'^ 

2 | 2.2 


- F. 
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£)'2 £'2 

3a) Si — + — - F > 0, (10.6) es la ecuaciôn de una hipérbola con 
centre en f - y eje transversal paralelo a u. 


£'2 £'2 

3 b) Si — + ^— - F < 0, (10.6) es la ecuaciôn de una hipérbola con 
centre en y eje conjugado paralelo a u. 


i )'2 £'2 

3 c) Si — + — - F = 0, (10.6) es la ecuaciôn de un par de rectas que 
A, A2 


( D* E'\ 

— —, ~ ^j- Estas rectas son las asintotas de las 

hipérbolas de (3 a) y (3ô). Este caso esta considerado como un caso 
degenerado de la hipérbola. 

En lo que sigue, cuando hablamos de una elipse, parâbola o hipérbola, 
queremos decir una elipse, parâbola o hipérbola o uno de los casos 
degenerados de elipse, parâbola o hipérbola, respectivamente. 

Podemos ahora resumir los resultados obtenidos para la ecuaciôn 
cuadrâtica general. 


10.7 Teorema. La ecuaciôn cuadrâtica 

Ax^+ lBxy-^Cy^-\-2Dx-3-lEy-\-F = 0 

es la ecuaciôn de una elipse si B^—AC < 0, una parâbola si B^ — AC = 0, 
y una hipérbola si — AC > 0. 

10.8 Ejemplo. Determînese la naturaleza de las grâficas de las siguientes 
ecuaciones: 

a) Ix^ + Axy+5y^ + 2x-y — A - 0 

b) 2x^ + 9xy+5y^ + 2x — y — 4 = 0 

c) 2x^ + Sxy + Sy^ + 2x-y-4 = 0. 

SoLUCiÔN. a) B^-AC = 2^—(2) (5) = -6 < 0 y la grâfica es una elipse 
o un caso degenerado de una elipse. 

b^-AC = (|)^-(2) (5) = ^ > 0 y la grâfica es una hipérbola o un 
caso degenerado de una hipérbola. 

c) B^-AC = 4^-(2) (8) = 0 y la grâfica es una parâbola o un caso 
degenerado de una parâbola. 

10.9 Ejemplo. Dibùjese la grâfica de la primera ecuaciôn del ejemplo 10.8. 

SoLUCiÔN. 2x^ + 4xy+5y^ + 2x—y—4 = 0 y .4=2, 5 = 2, C = 5. La 
ecuaciôn caracteristica es 

A^-(2 + 5)A-(4-10) = A^-7A + 6 = 0. 
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Las raices caractensticas son A, = 1, Aj = 6 y, por tanto, 

= ( 2 - 1 , 2 ) = ( 1 , 2 ). 

Podemos tomar 


(x, y) = U(x', y') = x'u + y'u-^ = ^(-2, 1) + ^(-1, 

y/5 yJS 


1 




(-2x'-/, x'-2y'). 


La ecuaciôn transformada es 

Xix'^ + + 2D' x’ + 2E' y' + F = 0 

donde 


D' = u-(D,£) = ^(-2,l)-(l, -1) = 

^5 V 2/ 2 




Es decir 


£' = u^-(D, E) = —(-1, -2)-( 1, - r) = 0. 
V ' 


x'^ + 6y'^ — —4 = 0. 


Completando los cuadrados, obtenemos 


2 1 
4 


+ ^ = 1 
2 1 
24 


La grâfica se muestra en la figura 17. 
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Problemas 

1. Determinese la naturaleza de la grâfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones : 

a) 2x^+4xy+5y'^+Ax+\6y+2 = a 

b) %x^^-Zxy-ly^ + 36yy26 = 0 

c) 4 jc^ + 4/-8x-16j^-5 = 0 

d) 3x^ + 2xy + 2y^ + lQx = 0 

e) 2x^ — 3xy — 2y^ + 3x + y = 0 
/) x^ + 2xy+y^-4x+y-2 = 0 

ff) 75x^~70xy + 5ly^+l80x-188y-464 = 0 
h) x^— 2xy+y^— 8x-8y — 0. 

2 . Dibùjense las grâficas de las siguientes ecuaciones: 

d) 8x^-\2xy+\7y^-2Q = 0 

b) 2x^-3xy-2y'^-\(3 = 0 

c) 8x^ — 3xy + 4y^—l0 = 0 

d) 5x^-\-2^xy + 3y^ — 3 = 0 

e) x^-10^x>’+liy+ 16 = 0 
/) 3x^~lQxy+3y^-32 = 0 

g) x^ + 2xy+y^—4x+y—2 = 0 

h) x^~2xy+y^ — 8x—8y = 0. 

11. PROPIEDAD COMÜN DE LAS SECCIONES CÔNICAS 

En esta secciôn demostramos que las cônicas —elipse, parâbola e 
hipérbola— comparten la propiedad comùn de ser el conjunto de todos los 
puntos taies que la distancia a un punto fijo, un foco, es igual a un numéro 
constante de veces la distancia a una recta fija, una directriz. Esta constante 
se llama excentricidad y se dénota por e. Hemos usado ya esto como 
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propiedad definitoria de la parâbola donde la excentricidad es 1 
(definiciôn 6.1, pâg. 232). 

Escojamos como directriz la recta x = —d y como foco el origen 
(figura 18). Deseamos considerar el conjunto de todos los puntos P taies que 

11.1 |P-0|=e|P-Ql (e>0) 

donde Q es la proyecciôn ortogonal de P sobre la directriz x = -d.La 
ecuaciôn (11.1) es équivalente a 

{x^+y^y/^ = e\x + d\ (e > 0). 

Elevando al cuadrado esta ecuaciôn, obtenemos 

11-2 x^+y^ = e^(x + dŸ {e > 0). 


La ecuaciôn (11.2) es una ecuaciôn cuadrâtica con discriminante 

— — El teorema 10.7 nos dice que una 

ecuaciôn cuadrâtica es la ecuaciôn de una elipse, parâbola o hipérbola 
segùn el discriminante sea negativo, cero o positive, respectivamente. De 
donde tenemos: 

Si 0 < e < 1, la grâfica de la ecuaciôn (11.2) es una elipse. 

Si e = 1, la grâfica de la ecuaciôn (11.2) es una parâbola. 

Si e > 1, la grâfica de la ecuaciôn (11.2) es una hipérbola. 

Si e 7 ^ 1 en la ecuaciôn (11.2) y completando el cuadrado, obtenemos 


(1-e^) 




flÉl 

l-e^ 


11.3 


e^d^ 

i\-ey 


+ 




La ecuaciôn (11.3) es la ecuaciôn de una elipse o una hipérbola con centre 
/ e^d \ 

en I :j—^ ,01. Tenemos 


a 


ed ed 

_ Q - C 



ae. 


Como la elipse y la hipérbola son simétricas respecta al centro, en 
estes dos casos hay dos directrices y dos focos. El segundo foco estâ en 
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2e^d 


0 I y la segunda directriz es la recta 


2e^d . l + e^ 

X = -r + d = d- 


l-e^ 


1-e^ 


12. RESUMEN 

En el capltulo 3 vimos cômo las funciones reales de variable real 
representan analIticamente conjuntos de puntos en R^. En este capitule 
consideramos otras representaciones analîticas de conjuntos en R . En 
particular, hemos considerado la representaciôn de conjuntos en por 
medio de dos funciones reales de variable real. El conjunto 

g = {(x, jjl-r = /UX y = git), 

se dice que estâ especificado paramétricamente por las funciones f y g. 
Las ecuaciones 

X = fit) 
y = giO 

se llaman ecuaciones paramétricas de g, y S se dice que es la grâfica de 
estas ecuaciones paramétricas. Un segundo método de representaciôn 
analitica de conjuntos en R^ que consideramos fue por medio de ecuaciones 
f(^x, y) = c donde/es una funciôn con dominio en R^ y rango en R, y c estâ 
en el rango de /. Una tal ecuaciôndétermina un conjunto g = {(x, y)\fix, 
y) = c}. La ecuaciôn /{x, y) = c se dice que es una ecuaciôn de g, y 
a g se le llama la grâfica de la ecuaciôn. 

Acto seguido investigamos algunas propiedades de la grâfica de una 
ecuaciôn que podian ser determinadas por consideraciones sobre la ecuaciôn 
misma —intercepeiones, simetria, y extensiôn. Las propiedades de simetrla 
y extensiôn pueden considerarse como propiedades globales de la grâfica. 
Es decir, no son propiedades que dependan del comportamiento de 
la funciôn cerca de un punto en particular propiedades puntuales de la 
grâfica. Mas adelante, comenzando en el capitulo 8, cuando introduzeamos 
el estudio del câleulo, podremos investigar algunas propiedades “puntuales” 
de la grâfica de una funciôn real de variable real. 

Discutidas estas propiedades generales de las grâficas de las ecuaciones 
pasamos a considerar las ecuaciones cuadrâticas y sus grâficas circun- 
ferencia, parâbola, elipse, e hipérbola. Se mostrô que toda secciôn cônica 
es la grâfica de una ecuaciôn cuadrâtica y que, reciprocamente, la grâfica 
de toda ecuaciôn cuadrâtica es una secciôn cônica degenerada o no. 

Tabularemos ahora algunos de los resultados que obtuvimos en nuestra 
consideraciôn de las secciones cônicas. 
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Parâbola 


iy-kŸ = ‘^p{x-h) {x-hY = Ap{y-k) 
U = (1,0) U = (0,1) 


Vértice. 

< 

II 

Foco. 

F = V+;7U 

Directriz. x — h = 

-p y-k = 

Elipse 

(x-hY (y-kY 

_ ] (y-kŸ 

b^ 

-> 

a" 

U = (1,0) 

U 

= b^ + Y 
(a > b) 

Centra. 

Fo = (h, k) 

Vértices. 

Vi = Fo-au 
^2 = Fo + au 

Focos. 

F, = Fq-cu 
F 2 = Fo + cu 

Extremos del eje menor. 

Bj = ¥o-bY 
B 2 = Fg + èU-'- 


Hipérbola 


_ {y-kf 
U = (1, 0) 


{y-kf {x-hY 

U = (0, 1) 


= a^ + b^ 

Centra, vértices, focos y extremos del eje eonjugado, Bj y B 2 vienen dados 
como sus anâlogos en la elipse. 
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Problemas de repaso 

1. Dibùjense las grâficas de los conjuntos definidos por 


fl) {(^5;^)i?eR} 



X = 2t 
y = 5t+l 


b) {(3?+l,ï")|/eR} 



2. Discûtanse las siguientes ecuaciones en lo referente a intercepciones, 
extension y simetria, y dibùjense sus grâficas. 

fl) 9x^+4y^ = 36 b) xy = 5 

c) x^—y^ = 1 d) x^+y^ = 1. 


3. Identifiquense y dibùjense las grâficas de las siguientes ecuaciones 
dando: pendiente, intercepciones, centro, radio, longitud de los semiejes, 
vértices, focos, directriz y asintotas, cuando existan 


(x + 3)^ (y-1)^ J 

4 8 


b) 


ix-2f ^ (y+1)^ 
4 4 


= 1 


c) 5(x —2)^ + 5(y + 3)^ = 7 d) x^+y^ -6x+ lOy — 2 = 0 

e) x^ + 2y^ + 2x + 3y— 15 = 0 /) 5.v^—4>'^ = 20x + 24>'+36 

g) x^ + 2j+3 = 0 h) x + 2_v-|-3 = 0 

/) 3x + 2>' + 5 = 0 /) .v^ —3_y^ + 6x + 6 = 0 

k) 3x^-5y^+12x+10j + 5 = 0 /) 3x-2j’-6 = 0 

m) 3x^ — 2y — 6x = 0 n) 2.v^+>'^ + 8.v + 4;' = 0 

o) x+3y + 5 = 0 p) 8_y^+/ + 2.v = 1. 

4. Encontrar la ecuaciôn de la parâbola con vértice en (1, 1) y foco 
en (2, 1). 

5. Encontrar la ecuaciôn de la elipse con centro en (6, 1), vértice en (1, 1) 
y foco en (2, 1). 

6. Encontrar la ecuaciôn de la hipérbola con centro en ( — 3, 1), vértice 
en (I, 1) y foco en (2, 1). 

7. Encontrar la ecuaciôn de la elipse con vértices en (2, 0) y (2, 6) y 
un foco en (2, 5). 

8. Encontrar la ecuaciôn de la hipérbola con focos en (2, 0) y (2, —6) 
y un vértice en (2, — 1 ). 

9. Determinar la naturaleza de la grâfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 

fl) x^ + 6xy + 9y^ — 2x + 3y = 0 

b ) 9.v2-10x>> + 5/ + 3.v + 5 = 0 

c) llx^ — 24xy + 4y^ + 6x+Sy—]0 = 0 
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d) x^ + 3xj+5j^ —44 = 0 

e) x^ + 4xj + 4j^+12x —= 0 
/) 2x+>- = xy. 

10. Dibùjense las grâficas de las siguientes ecuaciones 

a) 9x^-24xy+16/-86x-52>' + 41 =0 

b) 5x^ + 6xyy-5y^-\-22x — 6y + 2\ = 0 

c) x + 2y — xy 

d) 4xy — 3y^ = 8. 
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Capitule 



Trigonometria 

analitica 


1. INTRODUCCIÔN 

La palabra “trigonometria” se dériva de la palabra griega que, 
literalmente, significa “medida del triângulo”. En este sentido la trigono¬ 
metria suele llamarse trigonometria geométrica. En la trigonometria 
geométrica nos ocupamos primordialmente de problemas geométricos del 
tipo que suele presentarse en astronomia, topografia, navegaciôn y en la 
composicion y resoluciôn de fuerzas. En contraste con la trigonometria 
geométrica, en la trigonometria analitica el énfasis suele ponerse en el estudio 
de las propiedades de las funciones trigonométricas como funciones reales de 
una variable real. 

Las funciones trigonométricas (o sus équivalentes) eran conocidas de 
los astronomes de la antigüedad, y los antiguos hindùes y griegos com- 
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putaron tablas de estas funciones. Una tabla de quince cifras de senos 
para cada 10 segundos de arco aparece en fecha tan temprana como es el 
siglo XVI. Pero no es sino hasta fechas mâs recientes que la aplicaciôn de estas 
funciones sobrepasa su marco histôrico en la mediciôn de los triângulos, 
Hoy en dla estas funciones son de gran importancia en matemâticas y en 
toda rama de la ciencia. Son particularmente utiles en la representaciôn de 
fenômenos ciclicos o periôdicos —ondas, vibraciones, oscilaciones, etc. 

A estas alturas, en nuestro estudio del anâlisis, es dificil dar definiciones 
analiticas de las funciones trigonométricas que sean completamente satis- 
factorias y,^ por nuestra parte, no intentaremos hacerlo. El punto de vista 
en este capitulo es que nuestras ideas intuitivas respecte al circule y a las 
rotaciones nos conducen a esperar la existencia de funciones especiales 
—llamadas funciones seno y coseno— y a esperar que estas funciones tengan 
ciertas propiedades especiales. Posteriormente, una vez que nuestros cono- 
cimientos de anâlisis hayan avanzado, no serâ dificil demostrar que taies 
funciones si existen y que tienen estas propiedades. 


2. LONGITUD DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA 

Fundiô, también, un gran recipiente circular de diez codos de borde 
a borde, cinco codos de alto, y con un perimetro de treinta codos ” 
III Reyes: 7, 23-24. 

El propôsito de esta secciôn es indicar —y en su mayor parte nuestra 
indicaciôn serâ geométrica— cômo puede definirse la longitud de un 
arco circular. Mâs adelante podremos tratar el tema de la longitud de un arco 
en forma mâs compléta y cuando este tiempo llegue, consideraremos el 
problema de la longitud de un arco no solamente paia circunferencias sino 
para una clase de curvas muy general. 

La idea intuitiva detrâs de la definiciôn de longitud para curvas, es que 
una linea recta es la distancia mâs corta entre dos puntos y que podemos 
aproximarnos a la longitud de una curva por la suma de las longitudes 
de cuerdas que unen una sucesiôn de puntos de la curva. Si una recta ha de 
ser la distancia mâs corta entre dos puntos, la suma de las longitudes de las 
cuerdas no puede ser mayor que la longitud de la curva. En otras palabras, 
la longitud de la curva debe ser un numéro que es mayor que o igual a 
las aproximaciones obtenidas por la adiciôn de las longitudes de las cuerdas 
y que queda definido por el minimo numéro con esta propiedad. (Después 
de que hayamos estudiado el axioma del supremo, podremos decir que la 
longitud de la curva es el supremo de todas estas aproximaciones 
poligonales.) Las ideas detrâs de esta definiciôn de longitud de una curva 
pueden seguirse hasta al menos 2 300 anos atrâs, hasta el matemâtico y 
astronome griego Eudoxio (408-355 a.c.). Su enfoque definitorio se llama 
a menudo el método de exhaustaciôn” y fue usado por Arqulmedes 
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FIGURA 1 


(250 A.c.) para demostrar que la longitud de una circunferencia es mener que 
^ y mayor que veces su diâmetro.* (Este es équivalente a decir 
que < n < lo que en el tiempo de Arquimedes y por muchas 
centurias después fue suficiente aproximaciôn para todos los propôsitos 
practices.) 

Sea C, una circunferencia de radie r y sean Pi, P 2 punies sebre C, 
(figura 1). El arce de circunferencia levôgire sebre de P] a P 2 se deneta 

per P 1 P 2 , y la lengitud del arce P,P 2 se deneta per IP 1 P 2 I —la cantidad 

IP 1 P 2 I es, desde luege, el nùmere que deseames définir. Seleccienemes un 
punie QoePiP 2 , y censtruyames la peligenal inscrita P 1 Q 0 P 2 . Esta 
peligonal tiene longitud 

= iQo-P,l + |P2-Qol- 

Fisicamente podria obtenerse usando una régla métrica para medir las 
longitudes de las cuerdas PjQo y Q 0 P 2 y puede considerarse corne una 

primera aproximaciôn a la longitud del arce. El arce P 1 P 2 puede seguirse 

subdividiendo seleccionando un punie QieP,Qo y un punie Q 2 eQoP 2 - 
La linea peligonal P 1 Q 1 Q 0 Q 2 P 2 tiene longitud 

^2 = IQi-P,l + lQo-Q,l + IQ2-Qol + |P2-Q2l; 

S 2 es una segimda y mâs estrecha aproximaciôn a IP 1 P 2 I, el numéro que 
deseames définir. Por la desigualdad del triângulo, 

= IQ0-Q1+Q1-P.I + IP2-Q2+Q2-Q0I 
< IQ0-Q.I + IQ1-P.I + IP2-Q2I+IQ2-Q0I = ^ 2 - 

^ Para una explicaciôn del câleulo de Arquimedes véase B. L. van der Waerden, 
Science Awakening (traéucciôn al inglés), P. Noordhoff Ltd., Groningen, Holland (1954), 
paginas 204-206. 
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Insertando puntos entre P, y Q,, Qi y Qo, Qo y Q,, y Q, y P^, podemos 
seguir subdividiendo el arco y obtener una lînea poligonal de 8 lados y una 
tercera aproximaciôn ^ 3 . Continuando este proceso de subdivision, obtene- 
mos lineas poligonales de 16, 32, 2", ... lados de longitudes 

^ 4 , ^ 5 , ..., j„, ..., respectivamente y, usando de nuevo la desigualdad del 
triângulo, podemos mostrar qne 

Si < S2 < S3 < . . < < s„ < ... 

Ahora bien, los numéros s„ no aumentan sin limite; en realidad, todos ellos 
son menores que la longitud de cualquier linea poligonal circunscrita. Por 



ejemplo, aplicando la desigualdad del triângulo al caso ilustrado en la 
figura 2 , obtenemos 

|P2-Q2i + IQ2-Q2'l = |P2-Q2'I < |P2-QH-IQ-Q2'I, 
IQ2 -QoI + IQo-Qo'I = IQ2-Qo'I < IQ2-Q2'I + IQ2'-Qo'I, 
IQo-Q,l + iQ,-Qi'| = |Qo-Q,1 < IQo-Qo'l + IQo'-Qi'l, 
IQi-PJ < IQi-Q,'l + IQi'-Pi|. 

Sumando estas desigualdades y quitando términos comunes en ambos 
lados, esto nos da 

^2 < |P2-QI + IQ-Pi|. 

En esta forma puede mostrarse que todos los numéros s„{n = 1,2,...) que 
pueden obtenerse en esta forma son menores que algün numéro. Se sigue 
entonces de ello (éste es el axioma del supremo del sistema de los numéros 
reales) que existe un numéro minimo s, con la propiedad de que s„ < s 
para todos taies numéros s„. Este numéro s es por definiciôn la longitud 
IP 1 P 2 I del arco P 1 P 2 . 
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El numéro n se define como la longitud del arco semicircular de radio 1. 
Ahora bien, la longitud de esta semicircunferencia es mayor que la longitud 
de cualquier linea poligonal inscrita y menor que la longitud de cualquier 
linea poligonal circunscrita. De acuerdo con el câlculo de las longitudes de 
taies lineas poligonales —tomando, por ejemplo, poligonos regulares 
de 2 , 4 , 8 ,... lados— pueden obtenerse cada vez mejores aproximaciones 
del numéro n. Asi es como Arquimedes estableciô que < 7 t < ^ ; es 
decir, 3.140 < n < 3.144 y, por tanto, para dos cifras décimales n = 3.14. 
Para cinco cifras décimales tc = 3.14159. En 1949, n se calculé con el 
computador electronico ENIAC con 2 034 cifras décimales. La mâquina 
hizo este trabajo en 70 horas. Como ^2, el numéro n es irracional. Sin 
embargo, al contrario de lo que pasa con ^2, probar la irracionalidad 
de n es algo complicado.^ 

Problema 

1. Demuéstrese que 2 < 7t < 4. 


3. LAS FUNCIONES CIRCULARES 


En esta secciôn introducimos las funciones circulares seno y coseno. 
Estas son las funciones trigonométricas bâsicas. Aunque es muy de desear 
estudiar las funciones circulares tan pronto como sea posible, hacerlo a 
estas alturas en nuestro estudio del anâlisis tiene desventajas. No podemos 
dar definiciones analiticas complétas, pero las ideas intuitivas son tan 
claras que las ventajas de estudiar las funciones circulares ahora sobrepasan 
las desventajas. 

Después de nuestra discusiôn de la secciôn anterior, aceptamos que tiene 
sentido hablar de distancia a lo largo de una circunferencia. La idea intuitiva 
de longitud de arco nos lleva a esperar la existencia de un par de funciones 
con propiedades especiales y con una relaciôn especial con la circunferencia. 
Éstas son las funciones circulares seno y coseno, y —como dijimos en la 
introduccién— no es dificil demostrar su existencia mâs adelante en nuestro 
estudio del anâlisis. 

Un medio prâctico de hacer una mediciôn fisica de la longitud de un arco 
circular es cl de enroscar una cinta flexible alrededor del circulo. 
Analiticamente concebimos esto como un rodeo sin estiramiento de la recta 
de los numéros R alrededor de la circunfereneia. Consideremos la 
circunferencia G de radio 1 y centre en el origen en el piano euclidiano R^. 
La longitud de la circunferencia C es 27t. La recta de los numéros puede ser 


^ Para otras referencias y algunos hechos curiosos acerca de la historia del numéro n 
véase; Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, Rinehart, New York 
(1953). 
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enrollada alrededor de la circunferencia de dos formas distintas. Escogemos 
como direcciôn positiva para medir distancias la direcciôn levôgira (la 
contraria a la del movimiento de las manecillas del reloj), y como negativa 
la dextrôgira, y medimos distancias sobre C a partir del punto (0, 1) 
(figura 3). Asî pues, nos imaginamos a la mitad positiva de la recta 
numérica R enroscada en direcciôn levôgira, y a la mitad negativa enrollada 


en direcciôn dextrôgira. El intervalo 


intervalo 


intervalo 



7t 

r^J 


cubre el primer cuadrante, el 


cubre el segundo cuadrante y as! sucesivamente. El 


cubre el cuarto cuadrante, el intervalo 


cubre el tercer cuadrante y as! sucesivamente. 

Este mapeo de la recta numérica R sobre la circunferencia unitaria C 
define una funciôn F de R en R^ : F(t/) es el punto P cuya distancia a lo largo 

de e a (1, 0) es u. Por ejemplo, F(0) = (1,0), = (0. 1)> ï'(^) = (~ 1’ 0), 

F(|y^ = (0, -1),) F(2;t) = (l,0,...,F(^-î) = (0, -1), F(-;r) = (-1, 0), 
= (0, 1), F(-27r) = (1, 0), ... La distancia 27r corresponde a 


37t 


una revoluciôn levôgira sobre C. La distancia -In corresponde a una 
revoluciôn dextrôgira sobre G. En general, 2nn corresponde a n revoluciones, 
levôgiras si n es un entero positive y dextrôgiras si n es un entero negativo. 
Por tanto 

3.1 F(M + 2n7t) = F(m) 

para todo entero n y para todo ueR. 


3.2 Deliniciôn. Las funciones circulâtes coseno y seno {en forma simbôlica 
cos y sert) se definen como sigue {figura 4); Para cada ne R, cos u es la 
primera coordenada del punto P = F(m) — el punto cuya distancia a lo 
largo de G de {\,0) es u — y sen u es la segunda coordenada tfe P = F(m); 
es decir, para cada «eR 

(cos M, sen u) = F(m). 


n % 

Por ejemplo: cos 0=1, sen 0 = 0; cos 2 ~ 2 ~ ’ 


cos n = cos ( —7t) = — 1, sen n = sen ( —tî) = 0 ; 

-^^ = 0, sen^ = sen^-= -1. El dominio de 
definiciôn de seno y coseno es R, y el range de seno y coseno es [—1, 1]. 


3n 

cos — = cos 
2 
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En el resto de esta secciôn dérivâmes algunas de las propiedades bâsicas 
de las funciones circulares. Suponemos que es cierto que las rotaciones 
preservan la longitud de los arcos de circunferencia. Intuitivamente es este 
lo que esperamos y es una simple consecuencia del hecho de que las 
rotaciones preservan la longitud de las cuerdas. 

Por la definiciôn de seno y coseno, el punto (cos w, sen w) esta sobre la 
circunferencia unitaria, Por tanto 

3.3 cos^ + sen^ = 1. 

De (3.1) se deduce inmediatamente que para todos los enteros n y todo weR 

3.4 cos(M + 2n7r) = cosu, sen (u +2 ut:) = sen u. 

Las funciones seno y coseno nos permiten asociar una rotaciôn con 
cada numéro real a. Definimos U„ como la rotaciôn con la propiedad de que 

3.5 = IJ„{\, 0) = F(a) = (cos a, sen a). 

Esto significa que C/„ hace girar (1,0) la distancia a a lo largo de la 
circunferencia unitaria, Una rotaciôn U es una transformaciôn de la forma 

f/(x, y) — xu+ju-*- 

donde u = U(ï) = 17(1, 0). Asi pues, si tenemos U^{ï) = = (cos a, sen a), 

3.6 U^{x, j) = xu„ + >>u/ = (x cos a—y sen a, x sen a+y cos a). 

Como las rotaciones preservan la longitud de arco y como hace 
girar (1,0) la distancia a a lo largo de la circunferencia unitaria, 
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hace girar todo punto P de la circunferencia unitaria la distancia a a lo 
largo de la circunferencia unitaria. As! pues, para a, b pertenecientes 
a R cualquiera, 

3.7 U^iU.d)) = U,(P(b)) = F(a + b) = . 

De donde 

3.8 U,oU,= U,^,-, 

es decir, la rotaciôn de una distancia 6 a lo largo de la circunferencia 
unitaria seguida de la rotaciôn de una distancia a es équivalente a la rOtaciôn 
de una distancia a + b. 

Las formulas de adiciôn para las funciones circulares son ahora una 
simple consecuencia de (3.8) 

+ = (cos (a + b), sen{a +b)) 


y 

[Ua O Ub] (i) = = C/„(cos b, sen b) 

= (cos a cos b — sen a sen b, sen a cos b + cos a sen b). 

De donde 


3.9 cos (a+b) = cos a cos b — sen a sen b 

3.10 sen (a + b) = cos a sen b + cos b sen a. 
Nôtese también que (3.7) implica 

[t/„ O t/_J (i) = F(0) = i. 

De donde 

Wa ° (x,y) = = (x,y). 

Por tanto 


3.11 u,oU_^= Uo = I y U., == C/„- 

Como 

U-Ai) = (cos (-a), sen (-a)) 
y (ecuaciôn 3.10, pâg. 171) 

t4*(0 = (cos a, — senn), 

obtenemos (figura 5). 


3.12 


3.13 


cos ( — a) = cos a 
sen ( — a) = — sen a. 
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Como 


= ( cos^, sen^j = (0, 1) = j, 


De donde 


U^x, y) = + = xj-yi = (-y, x). 

2 


[/,_ (i) = [/,(l/_,(i)) = l/j([//(i)) = l/,(cosû, -senfl) 
2 “ 2 2 2 


= (sen a, cos a); 


es decir, 


[/, (i) = ( cos — a\, sen ( ^ ~ ^ I ) ~ 


Por tanto (figura 6) 


3.14 


CO s 


sen 


/n 

- a 

\2 


sen a 


cos a. 
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Esta correlaciôn entre el seno y el coseno explica por qué al coseno se le 
llama la cofunciôn del seno. 


7t 71 

3.15 Ejemplo. Muéstrese que; cos - = sen- = >/2/2. 
SoLUCiÔN 1 . Sea la rotaciôn con 


U 


U 


V2 


0 < a < njl. 


Entonces 


y) = x:u„ + yu/ = — (x-y, x + y) 

x/2 


V 2 2 


De donde t/j» = lo que implica 2a = ^n + 2kn. Como 
2 

0 < a < nj2, a = 7i/4 

y 

= (cos-, sen--^ = -^(l, 1 ). 

2 \ 4 4/ ^2 

Por tanto 

cos ^ = sen î = 1 1^'2 = ^'2j2. 
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SoLUCiÔN 2. Se sigue de (3.9) que 

cos 20 = cos^ 0 — sen^ 6 = 2 cos^ 9 — i 
Tomando 6 = 7r/4, obtenemos que 

1 

2 ' 


2 ^ 2^ 
COS - = sen - = 


n ^ ^ n 71 

Como - esta en el primer cuadrante, cos ^ > 0 y sen ^ > 0. Por tanto 


n 

cos - = 
4 



Las restantes funciones trigonométricas (tangente, cotangente, cosecante, 
y secante) se definen en términos del seno y el coseno : 


3,16 

tan = sen/cos 

3.17 

cot = cos/sen 

3.18 

CSC = 1/sen 

3.19 

sec = 1/cos. 


Estas funciones estân definidas para todos los numéros reales, excepto 
aquellos que anulan el denominador que aparece en su definicion. Los 
puntos (1, 0) y (—1,0) corresponden a los puntos sobre la circunferencia 
unitaria donde el seno es cero, y los puntos (0, 1) y (0, — 1) corresponden a 
los puntos sobre la circunferencia unitaria donde el coseno es cero. Por 
tanto, sen w = 0 si y solo si u = kn (k un entero) y cos m = 0 si y solo 
2k+l 

si U = —donde la cotangente y la cosecante estân definidas en 

todo R, excepto en los mùltiplos de n (mùltiplos pares de 7r/2) y la tangente 
y la secante estân definidas en todo R excepto en los mùltiplos impares 
de 7t/2. 

Ahora no es diflcil establecer las siguientes identidades (problema 2). 


3,20 

1 + tan^ 

= sec^ 

3.21 

1 + cot^ 

= csc^ 

3.22 

sen 2x 

= 2 sen X cos x 

3.23 

cos 2x 

= cos^ X — sen^ 

3.24 

sen^ X 

= i(l — cos 2x) 

3.25 

COS^ X 

= i(l + cos 2x) 
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tan X + tan y 


3.26 

tan (x+y) = 

1 — tan X tan y 

3.27 

tan (— x) = 

— tan X 

3.28 

sen X + sen y = 

2 sen i(x+y) cos i(x—y) 

3.29 

sen X — sen y = 

2 cos i(x+y) sen i(x-y) 

3.30 

cos X + cos y = 

2 cos i(x + y) cos i(x-y) 

3.31 

cos X — cos y = 

-2 sen i(x + y) sen j(x- 

3.32 

2 sen X cos y = 

sen (x-y) + sen (x+y) 

3.33 

2 cos X cos y = 

cos(x-y) + cos(x+y) 

3.34 

2 sen X sen y = 

cos (x-y) - cos (x+y). 


3.35 Definiciôn. Sea f ma funciôn cuyo dominio de definiciôn % esta en R 

Lafunciônfse dice que es periôdica si existe un numéro T ^ 0 tal que 
implica t+TeT)f >- /(t+T) = f{t) para todo El numéro T se llama 

periodo de f. El periodo positivo minimo de f se llama periodo tntnitno de f, 

Recuérdese (capitulo 5, secciôn 4) que una funciôn / se dice que es 
una funciônsi implica —xs‘Dj-yf{ — x) =/(x) para todaxefDy. Una 
funciôn/se dice que es impar si xe3)y implica —xe®^ y f{-x) = —/(x) 
para todo X6®y. Por ejemplo, la funciôn /* es impar si el entero k es impar 
y es par si el entero k es par. La grâfica de una funciôn impar es simétrica 
con respecto al origen y la grâfica de una funciôn par es simétrica con 
respecte al eje F. 

Podemos ahora establecer la siguiente importante propiedad de las 
funciones seno y coseno. 

3.36 El coseno es una funciôn periôdica par con periodo minimo In. 

3.37 El seno es una funciôn periôdica impar con periodo minimo 2n. 

Las pruebas para las dos funciones son anâlogas. Una puede también 
derivarse de la otra. Damos la prueba para el coseno. Hemos ya demostrado 
que el coseno es una funciôn periôdica (ecuaciôn 4.4), y se sigue de (3.12) que 
el coseno es una funciôn par. Queda por probar que el periodo minimo 
del coseno es 2n. Supongamos que T es un numéro positivo tal que 

cos (x+r) = cosx para toda xeR. 

Tomando x = 0, vemos que cos T = 1. De donde T — 2kn, donde k es un 
entero positivo, y 27r es el minimo entre taies T. 
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Problemas 


1. Demuéstrese que: para todo entero n y todo as R 

a) cos(a + 7i)= -cos£3, sen(fl + 7r)= —sera 

b) cos {n — a)= — cos a, sen (n — a) = sen a 

c) cos «TT = (-1)", sen «71 = 0 

t/) cos(2«+l)^ = 0, sen (2«+1)^ = (-1)" 

é) cos {a + nn) = ( — 1 )" cos a 
f) sen(a + «7r) = (-l)"sena 
9) U.. = (- 1 )"/ 
h) + 

/) U- (b) = b^. 

2 

2. Establézcanse las identidades 3.20-3.34. 

3. Demuestrese que: 

a) El seno es una funciôn periôdica impar con période minimo In. 
h) La secante es una funciôn periôdica par con periodo minimo In. 

c) La cosecante es una funciôn periôdica impar con periodo minimo 2n. 

d) La tangente y la cotangente son funciones periôdicas impares con 
periodo minimo n. 


4. Demuéstrese que: 


a) 

b) 

5. 


La funciôn /(/) = cos eut es una funciôn periôdica par con periodo 
minimo T = 2rt/|a)|. 

La funciôn g{t) = sen eut es una funciôn periôdica impar con periodo 
minimo T = 27r/|ü;|. 


Pruébese que: cos - 


n v^3 
i y sen - = ^. 


Sugerencia. Sea f/„ la rotaciôn con = 

Demuéstrese que = U„. 


i(l, ^_,/3), 0 < a <^. 


6 . 


Demuéstrese que: cos - 
6 


^3 n 

y sen - = 
2 6 


2 ' 


7. Demuéstrese que: cos - = vAlti y sgp ^ ^ 

5 4 5 V 8 ■ 

8. Proporciônense valores exactes para 

. 5n 5n 4n 4n 

a) cos—, sen— b) cos —, sen — 

4 4 3 3 
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3n 

3n 


2n 

2n 

cos —, 

sen — 

d) 

cos-, 

sen — 

4 

4 


3 

3 

n 

n 


n 

n 

cos - , 

sen- 

f) 

cos —, 

sen — 

8 

8 


12 

12 


9. Los puntos P = r(cosa, sen a) y Q = r(cos b, sen. b) estân sobre la 
circunferencia de radio r con centro en el origen. Demuéstrese que: 
la longitud de la cuerda que une P y Q es 

IQ-PI = r[2(l -cos(è-a))]^'^ 

= 2rlsen —a)|. 


4. GRÂFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Por la definiciôn de coseno y seno, el punto 

P = (cos U, sen u) 

es el punto de la circunferencia unitaria C cuya distancia a lo largo de C 
de (1,0) es U (figura 7). Asi pues, pueden obtenerse valores del seno y del 
coseno por la proyecciôn sobre los ejes de coordenadas de un vector unitario 

que gira alrededor del origen. Nôtese también que ^ P = (Ijtanw) 

(figura 7). Esto nos dice que si extendemos el radio vector P hasta que 
intersecte a la recta vertical x = 1, la altura del punto de intersecciôn es 
tan U. 
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Esta es la base de la construcciôn geométrica de las grâficas del seno y 
la tangente que pasamos ahora a describir. 

La construcciôn de una grâfica de la funciôn seno esta ilustrada en la 
figura 8. C es una circunferencia de radio 1 con centre en algùn punto Qg; 
sobre el eje X. El extremo del vector P — Qo gira alrededor de Qg ; 
X es la distancia a lo largo de C de P a Pg. La altura de P por encima del 
eje X es sen x. El punto P' es la intersecciôn de la recta horizontal que 
pasa por P y la recta vertical que pasa por el punto (x, 0). P' = (x, sen x) 
y es un punto sobre la grâfica de la funciôn seno. Nôtese, por ejemplo, 
que esta construcciôn ilustra perfectamente las identidades 

sen X = sen — x) = — sen (x + tt) = — sen (In — x). 

La grâfica del coseno puede construirse de una forma anâloga tomando 
como X la distancia a lo largo de C de P a Pi o puede obtenerse directamente 
por una traslaciôn horizontal de la grâfica de la funciôn seno njl unidades 
a la izquierda (cos x = sen (nj2 — x) = sen (x + 7i/2). 
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En la construcciôn de una grâfica de la funcidn tangente sabemos, 
cômo es que la funciôn tangente es periodica de periodo tt (problema 3 de 
la seccion 3), que es suficiente construir la funciôn sobre un intervalo de 
longitud 7 t. La construcciôn de una grâfica de la funciôn tangente sobre el 


intervalo 


estâ ilustrado en la figura 9. Como anteriormente, G es 

2 ’ 2 / 


una circunferencia de radio 1 alrededor de un punto Qq sobre el eje X. Sin 
embargo, P es ahora un punto sobre la recta vertical C tangente a C (figura 9). 
La altura de P sobre el eje X es tan x. El punto P' = (x, tan x) queda 
localizado como se indica en la figura. Los puntos Q, Q' indican la locali- 
zaciôn de un punto sobre la grâfica cuando x' es negativo. 

En las figuras 10, 11, y 12 se muestran grâficas de las otras funciones 
trigonométricas. 



FIGURA 10 
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FIGURA 13 


Problemas 

1. Constrùyanse las grâficas de las siguientes ecuaciones: 


a) cos 

^’) fi^) — sen (2 nx) 
/W = tan 2 a : 
g) CSC 

0 fil) = sen{œt — ô) 
k) f = I — sen. 


b) cot 

d) /( a ) = cos ( 47 ia + 7 c / 4 ) 
/) sec 

h) fit) — ^ cos {a>t+ô) 
J) /W = scn A + 2 cos A 
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2. Demuéstrese que: el conjunto de puntos (x, >’) taies que 

X = Xq + Æ cos 6 
y — yo+ûsenO, 0 ^ 6 < In 

es la circunferencia de radio \a\ con centre en (xq, Jo)- Estas son ecliaciones 
paramétricas de la circunferencia. 

3. Demuéstrese que: el conjunto de puntos (x, ,v) 

X = Xq + a cos Q 

y = yo + b sen0, 0 ^ 0 < 2;t{0 < b < a) 

es la elipse con semieje mayor a, semieje mener b, y centre en (xo,j^o)- 
Éstas son ecuaciones paramétricas de la elipse. 

4. La representaciôn paramétrica de una elipse dada en el problema 3 
sugiere una sencüla construccién geométrica de una elipse (figura 13). 
Üsese esta construccién para dibujar una elipse con eje mayor 8 y eje mener 4. 


5. ÂNGULO 

“Un ângulo piano es la inclinaciôn de una a otra de dos rectas en un 
piano que se encuentran y no estân sobre una misma recta.” — Euclides, 
Libro I, Definicién 8.^ 

Siguiendo a Euclides, excepte en que reemplazamos “recta” por 
“direcciôn”, pensâmes en el ângulo como en la cantidad de giro (en la 
rotaciôn) requerida para llevar una direcciôn a coincidir con otra. Las 
direcciones estân especificadas por vectores no nulos, y antes de dar un 
enunciado formai de la definicién de ângulo queremos mostrar que hay 
una rotaciôn ûnica que lleva una direcciôn a coincidir con otra. El siguiente 
teorema nos da también un simple medio de calcular la rotaciôn. 

5.1 Teorema. Correspondiéndose con coda par a, b de vectores distintos 
de cero hay una rotaciôn ünica U con la propiedad de que U (a) esta en la 
direcciôn de h. U es la rotaciôn 

5.2 U{x, y) = xa+yu^, 


‘ Para esta formulaciôn de la definicién y una discusiôn de! concepto de ângulo 
véase: The Thirteen Books of Euclid's Eléments, traducidos al inglés con comentarios 
por T. L. Heath (2î ediciôn), vol. 1 (Dover, Nueva York), pâgs. 176-181. 
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donde 


U = [/(i) = — (Comp^ b, Comp/ b) 

|b| 

_ / a• b a^ ■ b\ 

~ V|a| bll’i^/’ 

Prueba. (Figura 14.) Demostramos primero que, si U tiene la propiedad 
de que [/(a) esta en la direcciôn de b (es decir, si i7(a) = rb, t > 0), 
entonces U estâ dado por (5.2). Como |[/(a)| = |a|, se sigue que t = |a|/|b| y 

5.3 l/(a) = i^b. 

|b| 


Ahora bien, 

t/(a) = <2, u + njU-^ = ni(Mi, M 2 ) + a 2 (-“ 2 > «i) 
= Uy{ai,a^) + U2{-a2,a^) = Wia + M2a-^. 



De donde, por (5.3), tenemos 

X la| 

w, a + Mja = — b. 

|b| 
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De donde, resolviendo para «i y «2 obtenemos 

a • b 

Ui = - 

la| lb| 
a^ b 

«2 = - ■ 

|a| lb| 


Por tanto 

U = C/(i) = — ^(a b, a-' -b). 
la| lb| 

Asi pues, si hay una rotaciôn U con la propiedad (5.3) entonces U viene 
dada por (5.2). Ahora es fâcil verificar que la rotaciôn U definida por (5.2) 
satisface (5.3) [es decir, que U(a) esta en la direcciôn de b]. 

t/(a) = UiU + UjU-^ = «la + u^a^ 

a • b a^ ■ b 

= -a + —— a 

lallbl |allb| 

= (Proy, b + Proy„^ ’ 

Lo que compléta la prueba. 

Como estâ ilustrado en la figura 14, la rotaciôn U que lleva la 
direcciôn a a coincidir con la direcciôn b estâ determinado al elegir un 
U = 17(i) tal que el triângulo rectângulo con hipotenusa u y base sobre 
el eje X sea semejante al triângulo rectângulo obtenido por la proyecciôn 
ortogonal de b sobre a. [Puede darse una prueba mâs elegante basada en 
las propiedades invariantes respecto a las rotaciones (problema 2).] 

5.4 Ejeraplo. Determinese la rotaciôn U que lleva la direcciôn (1,2) a 
coincidir con la direcciôn (-3, 1). 

SoLUCiÔN. Sea a = (1, 2) y b = ( — 3, 1). Entonces 
a • b —3 + 2 _ — 1 

\^\ ~ V5 Vïô ” 

a^ ■ b _ ( — 2, 1) ( —3, 1) _ 7 


Ângulo 285 



De donde 




y 


v<.. „ . JjC-l.T) ^(-7. 


COMPROBACIÔN. 


(- 3 . 1 ) 


V5Ô 


V2 


5.5 Definiciôn. Correspondiéndose con cada par de vectores no nulos a, b e/ 
ângulo de IA a h es la rotaciôn U tal que t/(a) estâ en ta direcciôn de b. 

El ângulo de a a b se dénota por /_ab, léase: “el ângulo de a a b” o 
simplemente “ângulo ab”. Segùn el teorema 5.1 /_ah es la rotaciôn U deter- 
minada por 

U = U(i) = —î— (a b, a-^ • b). 

|a| |b| 

Como U = (m, , U 2 ) corresponde a un punto sobre la circunferencia unitaria, 
entonces 

U = (cos 6, sen 9) y U = Ug 

donde 0 es la distancia a lo largo de la circunferencia unitaria de 
U = (mj , « 2 ) a i = (1, 0) (figura 15). Por tanto, 

a ' b 
\^\ 
a^ b 

Nlbï' 

La distancia de a/|a| a b/|b| a lo largo de la circunferencia unitaria 
se llama longitud del arco subtendido por el ângulo Lah sobre la 
circunferencia unitaria (figura 15). La longitud del arco subtendido por 
Lab sobre la circunferencia unitaria se llama medida en radianes del 
ângulo. Como acabamos de senalar, L ab es la rotaciôn IJg donde 9 es la 
distancia a lo largo de la circunferencia unitaria de t/g(i) a i. Como 11 hace 
girar todos los puntos de la circunferencia unitaria la misma distancia 
(figura 15), la longitud del arco subtendido por z_ab sobre la circunferencia 
unitaria es igual a 9. Vemos por esto que 9 es una medida en radianes de L ab 


cos 9 = 

sen 9 — 
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FIGURA 15 


Si y solo si Z-ab = Ue', es decir, si y solo si Ug{a) esta en la dtreccion de b. 
La medida en radianes de uft ângulo es un numéro, y como es mdependiente 
de la unidad de distancia, es una magnitud fisica sin dimension. 

La definiciôn de medida en radianes no asigna una ùnica medida en 
radianes a un ângulo, A pesar del hecho de que hablamos de “la longitud 0, 
no queremos implicar con ello que la medida de la longitud del arco es 
ûnica. Puede medirse en la direcciôn positiva (levôgira) o en la direccion 
negativa (dextrôgira) o puede medirse dando mâs de una vuelta a la 
circunferencia. Hay una medida en radianes ûnica asignada a cada ângulo 
si, por ejemplo, restringimos la medida en radianes al intervalo [0, 2n\. 
No hemos impuesto esta restricciôn a la medida en radianes porque es 
conveniente que cada numéro real sea la medida en radianes de un ângulo. 
Sin embargo, un par de numéros reales puede ser medido en radianes de 
un misrno ângulo si y solo si difiere en un mùltiplo entero de 27t. El ângulo 
Aa(-a) corresponde a un semicirculo y tiene medida en radianes 7t, — 7t, 
o cualquier mùltiplo impar de n. El ângulo L aa-*- se corresponde con un 
cuadrante de la circunferencia (un ângulo recto) y tiene medida en radianes 


7r/2, 57t/2, o ^ + 2kn = (4A:+1)^ donde k es un entero cualquiera. El 
ângulo Z_aa tiene medida en radianes 0, o cualquier mùltiplo par de 7t. 


El ângulo Aa(-a-^) tiene medida en radianes -7t/2, 37t/2, o (4/c + 3) 
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donde A: es cualquier entero. Asi pues, al hablar de la medida en radianes 
lerr ^ queremos decir con elle 

La medida mâs antigua y mâs comün de un ângulo en la trigonometria 

Sr; 3» “ ““ circurferfncr:": 

ngitud 360. La medida en grades de un ângulo es la longitud del arœ 

subtendido por el ângulo sobre una circunferencia cuyo radio es — = — 
Por tanto, ^ ^ ^ 

1 radiân = ISO/ir grades, 

1 grado = 71/180 radianes. 

pond?ron°45°^^ corresponde con 90°, 71/4 radianes se corres- 

ponde con 45 , -60 se corresponde con -tt/S radianes. La medida en 
grades del ângulo se remonta hasta Babilonia (2 000 a. c.). A menudo 

en lugar de décimales, el ângulo se mide en grades (°), minutes (') v 
segundos ("); 1° = 60', 1' = 60". iJi^iuios y 

Nota. En anâlisis, cuando hablamos de un ângulo Q —donde 9 es un 
numéro real- queremos siempre decir, salvo que especifiquemos lo 
contrario, el ângulo cuya medida en radianes es 6. 

L(i) - (cos d, sen 9); es decir, Aab es la rotacion U^. Se signe de ello 
(figurl ïb)'^'”^ ^ ®"tonces 

a - b 


cos 9 = 


l|b| 


5.6 


sen 9 = 


a^- b 


tan 9 = 


|a| |b| 

sen 9 _ a^ • b 
cos 9 a•b 


De donde 

a - b = |a| |b| cos 9 

5.7 

a-’- - b = |a| |b| sen 9, 

donde 9 es una medida en radianes del ângulo de a a b. Nôtese también que 

5.8 I Comp 3 b = |b| cos 9 
[ Comp,-^ b = |b| sen 0. 
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Las ecuaciones (5.8) corresponden a las definiciones usuales dadas en la 
trigonometria geométrica del coseno y del seno. Respecte a los triângulos 




(b) 



\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


cos0<O, sen9<0 
(0 


FIGURA 16 


f<0<2jr 
cos0>O, senâ<0 
(d) 


rectângulos construidos por proyecciôn ortogona! (figura 16) 


„ lado adyacente 

hipotenusa 

„ lado opuesto 
sen 0 =- - - 

hipotenusa 

tan 6 — ^ opuesto 

cos 6 lado adyacente 
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Las longitudes de los lados adyacente y opuesto son componentes, respecti- 
vamente, de b sobre a y a-^ y son, por tanto, longitudes dirigidas. 

5.9 Ejemplo. Sea a = (2, 1) y b = (1,2). Determinense; 1) el seno, 
coseno, y tangente del ângulo de a a b, 2) una medida en grades del ângulo, 
3 ) la longitud del arco subtendido por el ângulo sobre una circunferencia 
de radio 13. 


SoLuciÔN. 1) Sea 0 una medida en radianes del Z_ab. Entonces 


cos 9 = 


a ■ b 

\^\ 


4 

5 


sen 6 = 


a"*^ ■ b 


3 

5 


tan 0 — 


sen 0 
cos 6 


3 

4' 


2) Como cos 0 y sen 9 son positives, sabemos que 9 esta en el primer 
cuadrante. Consultando tablas vemos que 

tan 36° 52' = 0.74991 
tan 36°53' = 0.75037. 


De donde, aproximando hasta el minute mâs prôximo, Z.ab = 36° 52'. 
3) En radianes 


9 = 


52\ n 

36 H-1 — 

60/ 180 


0.6434. 


Ésta es la longitud del arco subtendido por el ângulo sobre una circun¬ 
ferencia de radio I. La longitud del arco subtendido por el ângulo sobre 
una circunferencia de radio r es r9. En el présente caso tenemos, 

r9 = (13) (0.6434) = 8.364. 

Nota. Las funciones circulares seno y coseno se basaron en la circun¬ 
ferencia unitaria y en su relaciôn al ângulo, el ângulo debe ser medido 
en radianes. Es, sin embargo, habituai en trigonometrla geométrica 
hablar del "seno o coseno de un ângulo”. El ângulo puede especificarse 
por un par de vectores no nulos o por su medida en grados o por su 
medida en radianes. Si 9 es una medida en radianes del ângulo, entonces 
por la funciôn trigonométrica del ângulo se entiende su valor en 9. Si, 
por ejemplo, 9 es una medida en radianes de <ab, entonces 

cos Z- ab = cos 9 
sen Z_ ab = sen 0, 

etcétera. Cuando en el anterior ejemplo escribimos tan 36° 52' se entendiô 
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que queriamos decir tan 1 ^ ^ ■ 


En realidad, muchas tablas 


trigonométricas se han escrito para la trigonometria geométrica y no 
para el anâlisis y no son, estrictamente hablando, tablas de las funciones 
anallticas seno, coseno, tangente, etc. Para convertirlas en tablas de las 
funciones analiticas debemos convertir los grados en radianes. Por 
ejemplo, en las tablas encontramos tan 45° = 1, y debemos entender que 
n 

esto significa tan 4=1- Algunos juegos de tablas dan los âiigulos tanto 
en radianes como en grados. 


Problemas 

1. Determinese la rotaciôn U con la propiedad de que î/(a) esta en la 
direcciôn de b. 

a) a = (1,0), b = (1, 1) b) a = (1,1), b = (1,0) 

c) a = (-1,3), b = (-5,-3) d) a = (-5,3), b = (-1,3) 

e) b = a^ /) b = a + a^ 

ÿ) b = a — a^ /ï) b = — a 

0 a = i, b = (biybi) j) a = ( 01 , 02 ). b = i. 

*2. Pruébese el teorema 5.1 usando el hecho de que el producto escalar 
a-b y el a^-b son invariantes respecto a las rotaciones (es decir, para toda 
rotaciôn U, U(a)-U(b) = a-b y (t/(a))'‘'-f/(b) = a-‘--b). 

3. Exprésese un radian en términos de grados, minutos y segundos 
hasta el segundo mâs prôximo. 

4. Exprésese 1 ° en radianes con cuatro cifras décimales. 

5. Exprésese 1 ' en radianes con dos cifras significativas. 

6. Exprésese 1" en radianes con dos cifras significativas. 

7. Una polea de 1.50 métros de diâmetro tiene una velocidad angular 
constante de 175 revoluciones por minuto. ^Cuâl es la velocidad angular en 
radianes por segundo?, ^cuâl es la velocidadlineal de lafaja en métros por 
segundo ? 

8 . Un punto de la circunferencia de una rueda de 68 centimetros de 
diâmetro se mueve a una velocidad de 20 métros por segundo. ^.A qué 
velocidad gira la rueda en revoluciones por segundo?, iy en radianes por 
segundo ? 

9. Demuéstrese que la longitud de la cuerda subtendida por un angulo 
de 6 radianes en una circunferencia de radio r es 2r sen-f, 0 ^ 6 ^ 2n. 
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10. Para ângulos pequefios la longitud del arco circular subtendido por 
un ângulo puede aproximarse por la longitud de la cuerda. Demuéstrese 
que esto es équivalente a decir que cuando 0 esta proximo a cero, sen 9 es 
aproximadamente igual a 9. 

11. Usando tablas trigonométricas, determinese la longitud de la 
cuerda y la longitud del arco subtendido por el ângulo 9 sobre una 
circunferencia de radio r donde: 

a) 0 = 1 y ^ = 20 Z)) 0 = 30° y r = 15 

c) 0 = 30° y /• = 50 d) 0 = 3' y r --= 50 

e) 9 = 0.10 y r = 1 000 /) 0 = 0.01 y r = 1 000 

g) 0 = z_(1.0)(l,2)yr = 25 h) 9 = Z. (1, 1) (-1, 3) y r = 8. 

12. La latitud de Nueva Orleâns es, aproximadamente, 30° N. ^Cual 
es la velocidad lineal de Nueva Orleâns debida a la rotaciôn de la tierra? 
(El diâmetro de la tierra es aproximadamente de 8 000 millas). 

13. El paralaje estelar de una estrella es el ângulo que el radio de la 
ôrbita terrestre (93 x 10® millas) subtiende en una circunferencia con centro 
en la estrella. Un ano luz (5.9 x 10'^ millas) es la distancia que la luz viaja en 
un ano. Estimense en anos luz las distancias de las siguientes estrellas 
a la tierra, dado que: 

a) El paralaje estelar de Sirio (la estrella mâs brillante) es 0.38". 

b) E! paralaje estelar de Alfa Centauro es 0.75". 

c) El paralaje estelar de Rigel es 0.006". 

14. Calcùlese cos 0, sen 0, tan 0, cot 0, sec 0, esc 0, donde 0 es una 
medida en radianes de L ab y 

a) a = (1,0), b = (1, l) 6) a = (1, 1) y b = (1, 0) 

c)b = a ûf)b=—a 

e) b = a^ /) b = -a^ 

g) a = (-2,3), b = (6, -4) h) a = (1,2), b - (-1,3). 

15. Sea 0 una medida en radianes de L ab. Demuéstrese que: 

a) —0 es una medida en radianes de L ba. 
b') 0-1-71 es una medida en radianes de A(— a)b. 

c) TT -0 es una medida en radianes de Ab(-a). 

d) 0 es una medida en radianes de Lira) (sb), rs > 0. 

e) 0 es una medida en radianes de LU (a) ^(b), donde U es una rotaciôn 
cualquiera alrededor del origen. 

/) a-1-0 es una medida en radianes de Z_aL'„(b). 
llùstrese geométricamente cada uno de los anteriores casos. 

Sugerencia. El numéro a es una medida en radianes de Lcd si y solo 
si U^{c) estâ en la direcciôn de d; es decir, si y solo si c-d/jcl |d| = cos a, 
y c''^-d/|c| |d| = sen a. 
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16. Sea la| = |bl = |a-bl ^ 0 y sea 0 una medida en radianes de Z.ab. 
Demuéstrese que 

cos 0 = i, sen 6 = ±^13/2. 

Ilüstrense los dos casos grâficamente. 

Sugerencia. Demuéstrese que [al = |b| = la —b| implica a-b = îlal^. 
El triângulo formado por a, b, y a-b es un triângulo equilâtero. 

6. FORMULAS DE REDUCCIÔN 

El propôsito de esta secciôn es demostrar cômo una funciôn trigono- 
métrica de un ângulo arbitrario puede convertirse en una funciôn tri- 
gonométrica de un ângulo agudo —es decir, de un ângulo entre 0 y 7r/2 (90°). 
Las tablas de las funciones trigonométricas (y también una régla de câlculo) 
dan los valores de las funciones para ângulos agudos y esta conversion 
es necesaria, por ejemplo, si uno desea obtener el valor de sen 32.8 de 
las tablas. 

Las formulas de reducciôn requeridas son {k un entero); 


6.1 

sen((; + /c;t) = (-O^senu 

6.2 

cos (u + Art) = (—1)* cos V 

6.3 

cos ( — r) = cos V 

6.4 

sen (-t>) = - sen v 

6.5 

tan (r + kn) = tan v 

6.6 

tan ( - u) = - tan u. 



U = n — v 

FIGURA 17 
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Problemas 

1. Calcùlense los siguientes valores mediante el uso de tablas o una 


régla de câlculo : 



a) 

cos 32.5° 8' 

b) 

cos (-291°) 

c) 

sen 32.8 7t 

d) sen 32.8 

e) 

tan 318° 15' 

/) 

sen 195° 


871 

h) 

87r 

g) 

cos — 

sen — 

7 


7 

i) 

lit 

j) 

In 

cot — 

sec — 

5 

5 


O 


1571 

k) 

CSC 200 

/) lan- 

8 

m) 

15?: 

n) 

1 57t 

cos- 

sen-. 

8 

8 


2. El ângulo de inclinaciôn de un vector distinto de cero a es el ângulo 
de la direcciôn positiva del eje X a a; es decir, el ângulo de inclinaciôn de a 
es Z-ia. Dada la longitud / y el ângulo de inclinaciôn 0 de un vector a, 
demuéstrese que 

a = (/ cos 6, I sen 0). 

Ilüstrese geométricamente. 

3. Dada la longitud / y el ângulo de inclinaciôn 0 de un vector a, 
determlnese el vector a. 

fl) / = 4, 0 = V b) 1 = 2,0 = 220° 

O 

c) / = 18, 0 = -0.10 d) 1= \%,0 = -0.01. 

4. Sea a el ângulo de inclinaciôn de una fuerza F. La magnitud F de 
la fuerza es la longitud del vector F; es decir, F = |Fj. Determinense los 
componentes horizontal y vertical de la fuerza F. 


a) F = 250, a = 32°15' 

b) F = 250, a = 117°20' 

c) F = 48, a = -18° 

d) F = 93.2, a = 142°20' 

e) F = 10.6, a = -96°38'. 
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7. ÂNGULO DE INTERSECCIÔN DE RECTAS 


Se asigna una direcciôn a una recta especificando un vector no nulo 
paralelo a la recta. Cuando se ha asignado una direcciôn a una recta, se le 
llama recta dirigida. Si a es un vector no nulo paralelo a una recta t, entonces 
podemos asignar a C la direcciôn a o la direcciôn — a. Supondremos en 
toda esta secciôn que todas las rectas estân dirigidas como sigue: tomamos 
como direcciôn para cada recta C. un vector distinto de cero paralelo a C con 
componente positive horizontal si C. no es vertical y con componente vertical 
positivo si C es vertical. Asî pues, a toda recta C no vertical se le asigna la 
direcciôn (1, m), donde m es la pendiente de C (figura 20), y a toda recta 
vertical se le asigna la direcciôn j = (0, 1). El propôsito de esta convenciôn 
es evitar ambigüedad cuando hablamos del ângulo de intersecciôn de una 
recta con otra. 



7.1 Definicion. Et ângulo de intersecciôn de una recta Cj con una recta C 2 

denotado por por definicion, et ângulo de la direcciôn positiva 

de Cj a la direcciôn positiva de C^; es decir, Z_CiC 2 = Aaj aj, donde y 82 
son vectores en la direcciôn de C, / Cj, respectivamente. 

1.2 Definicion. El ângulo de inclinaciôn de una recta C es el ângulo de 
intersecciôn del eje X con t; es decir, si a estâ en la direcciôn de C, el ângulo 
de inclinaciôn de SL es L ia. 

Como se indica en la figura 21, se sigue, de las anteriores definiciones y la 
convenciôn adoptada, que podemos también suponer para el ângulo de 
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inclinaciôn a de una recta que —^ < a < < a ^ 90°). Las rectas 

verticales tienen el ângulo de inclinaciôn 7r/2. 



Si C es una recta no vertical de pendiente m, entonces es claro que 
(figura 22) 



7.3 m = tan a, 
donde a es el ângulo de inclinaciôn de C. 

7.4 Ejemplo. Encuéntrese el ângulo de inclinaciôn de la recta que pasa 
por los puntos (5.31, 2.85) y (7.31, —3.47). 

SoLUCiÔN. La recta es paralela al vector (7.31, — 3.47) — (5.31, 2.85) 
= (2.00,-6.32), y de aqui 


m = tan a = —3.16 

O 

tan ( — a) = 3.16. 
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Consultando las tablas trigonométricas, encontramos que très cifras 
significativas para la tan ( — a) nos permiten concluir que 

72°24' < -a < 72°28' 

O 

a = -72°26'±2'. 

Consideremos seguidamente el problema de determinar el ângulo 0 
(figura 20) de intersecciôn de un par de rectas Cj y i- 2 - Si una de las rectas 
es vertical o si las rectas son ortogonales, el ângulo de intersecciôn se 
détermina fâcilmente. Suponemos por ello que Cj y son rectas no 
verticales y que no son ortogonales. Sean m^ y m 2 las pendientes de Ci y Cj, 
respectivamente. Entonces Cj esta en la direcciôn = (l,Wi) y Cj esta 
en la direcciôn Sea 6 = /.C.Cj = ^aia^. Entonces 

7.5 tan 9 = ^ ^ (~fni, 1)-(1, m 2 ) ^ m 2 -mi 

cos 0 ^i '^2 (J>'M,) • (1, irij) l + iriinij 

Nôtese que el signo del denominador de la anterior expresiôn es el de cos 9 
y el signo del numerador es el de sen 9. El cuadrante en el que el ângulo 
se encuentra puede, entonces, determinarse por el signo de m 2 —y el 
signo de \+m^m 2 : +/+ es el l" cuadrante, +/- es el 2? cuadrante, 
-/- es el 3"cuadrante y -/+ es el 4?cuadrante. Si m2-Wi = 0, 0 = o! 
Si l+/n,m 2 = 0, las rectas son ortogonales (0 = njl si W 2 -mi > 0 y 
0 = 3;r/2 si W 2 —m, < 0). Asi pues, por el uso de 7.5 y la determinaciôn 
del cuadrante de 0, el ângulo 0 puede encontrarse por medio de las tablas. 

Problemas 

1. Determlnese el ângulo de inclinaciôn de las siguientes rectas: 
û) La recta cuya ecuaciôn es x—y = 6. 

b) La recta que pasa por el punto (1, 0) en la direcciôn (2, 5). 

c) La recta cuyas ecuaciones paramétricas son 

X ~ 3 + 81 
y = -4 + 6t, 

2. Encuéntrese el ângulo de intersecciôn de los siguientes pares de 
rectas: 

a) Rectas ûf y b en el problema 1. 

b) Rectas u y c en el problema 1. 

c) Rectas b y c en el problema 1. 

3. Encuéntrese el ângulo de intersecciôn de Ci con C 2 donde: 

u) Wi = 2 y m 2 = -3 b) Wi = -3 y Wj = 2 

c) Wi = -2 y m 2 = 3 t/) Wi = 2 y Wj = -^ 

(?) Wi = — ^ y Wj = 2 /) Wj = 2 y C 2 es el eje Y. 
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En cada uno de los restantes problemas estîmese la précision de la con- 
testaciôn dada. 


4. Determinese el ângulo de inclinaciôn de las siguientes rectas: 

a) La recta cuya ecuaciôn es 2.86 x+ 5.32= 184. 

b) La recta cuyas ecuaciones paramétricas son 

X = 5.234 +7.4355 r 
y = -2.075-85.36/. 

5. Encuéntrese el ângulo de intersecciôn de con C 2 donde: 
a) irii = 3.22 y W 2 = —5.67 

t>) Cj = {(14.3/, 18.36/)} y una ecuaciôn de C 2 es 165x+132y = 256 

c) ntl = —4.87 y ni 2 = 0.560 

d) nii = -6.374 y C 2 es el eje Y. 

6. Calcùlese en radianes el ângulo del vector a al vector b. 
a) a = (30, -10), b = (18,70) 

ô) a = (-23, 50), b = (13,36) 

c) a = (3.07, 1.56), b = (4.20, -38.2). 


8. SOLUCIÔN DE TRIÂNGULOS 

Sean a, b, c los lados de un triângulo (figura 23) donde a + b + c = 0. 



Los ângulos a = z_c(— b), jS = Z.a(-c), y y = Z-b(— a) se llaman 
àngulos interiores opuestos a los lados a, b, y c, respectivamente. 

Un triângulo se dice que estâ “resuelto” si 
conocemos los ângulos interiores a, fi, y y, y las 
longitudes |al, lb|, y |cl de los lados. El problema 
en la resoluciôn de un triângulo es encontrar todos 
los ângulos y las longitudes de todos los lados 
partiendo de cierta informaciôn dada acerca del 
triângulo. Al hablar de triângulos, siempre supon- 
dremos que la medida de todos los ângulos interiores 
es siempre de entre 0 y ji (o, si estâ en grados, de 
entre 0° y 180°). Es costumbre general cuando se 
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trata de medidas en el piano expresar los ângulos en grades y as! lo 
haremos nosotros en toda esta secciôn. 

Para un triângulo rectângulo (y = 90°), no necesitamos formulas es- 
peciales para resolver el triângulo —solamente un conocimiento de las 
funciones trigonométricas y un juego de tablas. Para un triângulo rectân¬ 
gulo (figura 24), tenemos, por la definiciôn de funciones trigonométricas : 

|a| lado opuesto 
sen a = — =-£-- 

|cj liipotenusa 

|b| lado adyacente 
cos a = — = -- 

|c| hipotenusa 

, |a| lado opuesto 

tan a = — = -î--. 

|b| lado adyacente 

Sabemos también que, como la suma de los ângulos de un triângulo es n 
radianes o 180°, para un triângulo rectângulo 

a + l] = 90°; 

y por el teorema de Pitâgoras sabemos que 

|a|^-(-|bp = |c|^ 

8.1 Ejemplo. Resuélvase el triângulo rectângulo (y = 90°) dados 
|c| = 24.0 y a = 21.0°. 

SOLUCIÔN. /? = 90°-21.0° = 69.0° 

lal = |c| sen 21.0° = 24.0 (.358) = 8.60 
ib| = |c| cos 21.0° = 24.0 (.934) = 22.4. 

Es a menudo aconsejable, al efectuar un câleulo, formalizar el proce- 
dimiento calculatorio. Puede ser que en alguna otra ocasiôn se quiera 
resolver un problema anâlogo o puede ser que se estén preparando instruc- 
ciones calculatorias para una mâquina o para una persona (un ayudante) 
que ha de efectuar los câlculos para uno. Tomamos el problema de la 
resoluciôn de un triângulo rectângulo como un ejemplo sencillo. 

8.2 Ejemplo. Establézcase una rutina calculatoria para la soluciôn de 
un triângulo rectângulo dado un ângulo (en grados) y un lado del triângulo. 

Soluciôn. Dados: y = 90°, |c| y a (en grados). 

A determinar: |a| , |bl, y (en grados). 

Condiciôn: 0 < a < 90°. 
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Explicaciôn: Las formulas bâsicas usadas son 


= cosa = ^, a + i5 = 90°. 

Ici Ici 



Esquema: a |c| «S (= « cifras significativas) 


sen a |al 

cos a [b] 

i? 

Programa; a y |c|; dados 

sen a, cos a; de las tablas trigonométricas, a en grades 

la] ; |c| sen a 
|bl ; [c] cos a 
P : 90°-a 

Ejemplo ; 21 °000 24.000 5 S 


.35837 8.6009 

.93358 22.406 
69°000 



FIGURA 26 


Soluciôn de triângulos 



El siguiente par de formulas se usan para la soluciôn de un 
general. Considérese un triângulo (figura 26) con lados a, b, 
a+b + c — 0 y los ângulos interiores son ot = / c(—h) R — 
y = Z-b(-a). ^ P - 


triângulo 
c, donde 
Z_a(-c), 


|c|^ - |a|^ + |bl^-2|a| |b| cosy (ley de los cosenos) 
sen a _ sen yS sen y 

lal (ley de los senos). 


PRUEBA de la ley de LOS COSENOS. 

|c|" = (-c)-(-c) = (a + b)-(a + b) = |a|^ + |b|'^ + 2a-b 
= |a|^ + |b|^ —2|a| |b| cosy, 


ya que 


cos y 


b(-a) 

Ib||a| ■ 


PRUEBA DE LA LEY DE LOS SENOS. (Figura 27.) Es suficiente probar la ley 
de los senos para cualquier par de lados y los ângulos correspondientes. 
Mostraremos que sena/|a| = seny/|c|. Notese primero que 


Ya que 


b^c = b^(-a-b) = b^(-a). 

b-^-c = |b[ Id sen Abc = |b| |c| sen (180° 
= |b| |c| sen a 


-a) 


b^-(-a) = |b| |a| sen Ab(-a) 
obtenemos entonces 


|b| la| sen y, 


sen a sen y 


|a| |c| 
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8.5 Ejemplo. Dado un triângulo con |a{ = 70, ib| =40, y y - 34°, 
encuéntrese le], 

SOLUCIÔN. 



Usando la ley de los cosenos, tenemos 

|cp = |a|^ + lbl^-2|al |b| cosy 

= (49+16-56-0.83)10^ = 19x10^ 

Luego lc| = 43. 

8.6 Ejemplo. Resuélvase el triângulo dados |bl = 6.000, fi = 4r3r, y 
a = 25°7'. 

SoLUCiÔN. (Véase pâg. 304.) 



Dados: |bl, jS, y a (grados). 

A determinar: |a|, lc|, y y. 

Condiciôn: 0 < P + a < 180°. 

Explicaciôn: las formulas bâsicas usadas son 

sen a sen P sen y . 

-=- - =- - (ley de los senos) 

|a| |b| Ici 


y 


a + p + y = 180°. 
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Esquema; 


a |b| 


P 


y 

sen P sen a | a] 

sen y |c| 

Programa: /i, a, |b| : dados 

y ; l80°-/?-a 

sen P, sena, sen y: de tablas trigonométricas (ângulos en grades) 




, , ib| 

ia| : -• sen a 

sen p 




1 1 i*»! 

|c| :-• sen y. 

sen p 


Ejemplo 8.6: 

4ri3' 

25°7' 6.000 

4S 


.65891 

113°40' 
.42446 3.865 

.91.590 8.340 



Problemas 

1. Resuélvanse los siguientes triângulos rectângulos en que el ângulo 
recto es y. 

a) !c| = 15, a = 22° h) |c| = 40, a = 55" 

c) |a| = 12, |b| = 3 d) ib| = 43, |c| = 70 

e) |b! = 92.3, a = 35"4' /) |bl = 21.3, p = 21.3" 

g) c = (33.85) y b es horizontal. 

2. Resuélvase el triângulo dados: 

a) |ai = 8, |b[ = 5, y == 30° 

h) ia| = 8, ]b| = 5, y = 120° 

c) |c| = 10, a = 40°, y = 50° 

d) |b| = 36.02, lc| = 148.35, a = 15°27' 

e) |a| = 7.03, |c| = 9.28, p = 60°2V 
/) |a| = 7.03, a = 125°! T, p = 24°57' 

g) Los vértices del triângulo son (I. 3), (-2, 5), y (8, 7) 

/;) a = (25, 0), b = (20,53) 

/) b = (16,0), c = (-8, 12). 

3. Una antena esta montada sobre una torre. Desde un punto sobre 
el suelo a 458 métros de la base de la torre los ângulos de elevaciôn al 
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tope y a la base de la antena son, respectivamente, 36°2r y 30°05'. tQué 
altura tiene la antena?, i,cuâl es la altura de la antena sobre el suelo? 

4. Un barco marcha hacia el este con velocidad de 47.5 kilômetros por 
hora (25.6 nudos). La direcciôn del faro es N63°48'E; 36 minutes después 
la posiciôn del faro es N18°32'E. iA qué distancia se encuentra el barco 
del faro ? 

5. Un aeroplano vuela hacia el oeste a una velocidad de 900 kilômetros 
por hora respecte al suelo. La velocidad del viento respecte al suelo es 
de 80.5 kilômetros por hora en la direcciôn S 50° E. ^Cuâl es la velocidad del 
viento respecte al aeroplano? (La velocidad es un vector. La direcciôn 
del vector es la direcciôn del movimiento y la longitud del vector es la 
cuantia o magnitud de la velocidad. 3i ^ab es la velocidad de un cuerpo A 
respecte a un cuerpo B, entonces v^c = v^b + Vbc ) 

6. Un aeroplano esta volando con una velocidad respecte al aire 
de 804.5 kilômetros por hora siendo constantemente la direcciôn del 
aeroplano (cola-cabeza) N30°E. La velocidad del viento es de 40.2 kilô¬ 
metros por hora en la direcciôn N 15°0. ^Cuâl es la velocidad del aeroplano 
respecte al suelo?, ien qué direcciôn deberia colocarse el aeroplano para 
que su vuelo tuviera la direcciôn N 30° E ? 

7. La résultante de dos fuerzas de 29.5 kg y 15.3 kg, respectivamente es 
una fuerza de 17.2 kg. ^Cuâl es el ângulo entre las fuerzas? 


9. COORDENADAS POLARES 

Un vector queda determinado completamente por su longitud y su 
ângulo de inclinaciôn (direcciôn). Asi pues, si r > 0, entonces (r cos 0, 
r sen 9) es el vector (ünico) de longitud r y ângulo de inclinaciôn 6 (figura 30). 



r>0 

FIGURA 30 
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Consideremos también el vector (r cos 6, r sen 6) cuando r < 0. Entonces 
-r > 0 y ( — rcosO, —rsenff) es el vector de longitud -r y ângulo de 
inclinacion 0. Ahora bien (r cos 0, r sen 0) es el vector (-r cos 0, -r sen 0) 
girado un ângulo n (figura 31) —es decir, si r < 0 entonces (r cos 0, r sen 0) 
es el vector de longitud — r y ângulo de inclinacion 0 + 7 t. Resumimos este 
resultado en el siguiente lema. 



9.1 Lema. Dados los numéros reales r(r # 0) y 0, 

a) (r cos 0, r sen 0) es el vector de longitud r y ângulo de inclinacion 0 
si r > 0, 

b) (r cos 0, r sen 0) es el vector de longitud —r y ângulo de inclinacion 
0 + n si r < 0. 

Si r = 0, no tenemos ninguna dificultad en identificar el vector; es el 
vector cero. 

En esta secciôn nuestro principal- interés estâ en considerar (r cos 0, 
r sen 0) como un punto en (un radio vector). Los numéros reales r y 6 
se llaman coordenadas polares del punto (x, y) = (r cos 0, r sen 0). La 
relaciôn entre coordenadas polares r, 0, y coordenadas rectangulares x, y 
puede también expresarse por el par de ecuaciones 

9.2 X = r cos 0 

y = r sen 0. 

Dadas las coordenadas polares r, 0 de un punto, la ecuaciôn (9.2) nos dice 
cômo calcular las coordenadas rectangulares x, y del punto. 

9.3 Ejemplo. Encontrar las coordenadas rectangulares del punto cuyas 
coordenadas polares son: a) r = 2,0 = njl, b) r = 2,0 = 37t/2, c) r = —2, 
0 = nl2, d) r = 2,0 = 57t/2. 
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SOLUCIÔN. 

a) (x, y) = (2 cos 7t/2, 2 sen nj2) = (0, 2) 

b) {x, y) = (2 cos 37t/2, 2 sen 37r/2) = (0, —2) 

c) (x, >;) = ( — 2 cos n/2, —2 sen nj!) = (0, —2) 

rf) (x, j) = (2 cos 5 n/2, 2 sen 5 n/2) = (2 cos n/2, 2 sen n/2) 

= (0, 2). 

El anterior ejemplo nos muestra que a un mismo punto se le pueden 
asignar distintas coordenadas polares. Esto es cierto, desde luego, ya que 

{r cos 6, r sen 0) = ( — l)'‘r(cos (Q + kn), sen (0 + A:n)), 

donde k es un entero cualquiera. Otra forma de decir lo mismo es que 
para valores dados de x, y, las soluciones r, 0 a las ecuaciones (9.2) no son 
ùnicas. A menudo es conveniente tener una correspondencia uno-uno 
entre los puntos de y las coordenadas polares asignadas a los puntos 
de (distintos del origen). Puede conseguirse esto, por ejemplo, por las 
restricciones /• > 0 y 0e[O,2n). Cuando surja la necesidad de taies 
restricciones, se enunciarân expHcitamente. 

Una funcion real / de variable real puede usarse para définir un 
conjunto 6 en R^ conviniendo en que r = /(0) y 0 son las coordenadas 
polares de puntos en R^ ; es decir 

8 = {(r cos 0, r sen 0)| r = /(0)}. 

El conjunto 8 se llama grâfica polar de /, y la ecuaciôn r = /(0) se llama 
ecuaciôn polar de 8. 

Por ejemplo, si / es la funciôn constante c, entonces 

r = c 

es la ecuaciôn polar de la circunferencia con centro en el origen y radio |c|. 
La simplicidad de esta expresiôn analitica para la ecuaciôn de una circun¬ 
ferencia es la razôn por la que las coordenadas polares son tan adecuadas 
para los problemas en que aparecen simetrias circulares o en problemas en 
que aparecen circunferencias o fronteras circulares. 

9.4 Ejemplo. Encuéntrese una ecuaciôn polar de una circunferencia que 
pase por el origen con su centro en el eje X (figura 32). 

SoLuciÔN 1. Sea {a, 0) el centro de la circunferencia. Entonces, una 
ecuaciôn de la circunferencia es 

(^x-af+y^^a\ 


o 

x^-2ax+y^ = 0 . 
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Si r, 9 son coordenadas polares de un punto sobre la circunferencia, entonces 
(r cos 6y — 2ar cos 0 + (r sen 0)' = 0 


O 

r(r — 2a cos 0) = 0 ; 


es decir, 


r = 0 O /■ = 2üfcos 0. 



Tomando 9 = nj2, vemos que r = 2a cos 0 incluye el caso r = 0. Los 
pasos anteriores pueden ser recorridos en orden inverso y de eilo se sigue 
que la grâfica polar de r = 2a cos 0 es la circunferencia. (En realidad, todos 
los punlos de la circunferencia se obtienen tomando 06(-7r/'2, 7r/2],) 

SOLUCiÔN 2. Sea P = (r cos 0, r sen 0) un punto sobre la circunferencia 
|P —(a, 0)1^ == (figura 32). Teneinos ahora 

P-[P-(2a,0)] = [P-(a,0) + (a,0)]-[P-(a,0)-(a,0)] 

= |P —(a, 0)p-a^ = a^ —a^ = 0; 

es decir, el diâmetro horizontal de la circunferencia es la hipotenusa del 
triângulo rectângulo formado por el radio vector P a un punto sobre la 
circunferencia y el diâmetro. De donde la distancia de P al origen es 
j 2a cos 01. Asi pues, si P = (r cos 0, r sen 0) es un punto sobre la circun¬ 
ferencia, |r| = |2acos0| y 

r = 2a cos 9 o r = —2a cos 0. 

Si r = 2a cos 0, entonces 

|P —(a, 0)1^ = a^l(2 cos^ 0— 1, 2 sen 9 cos 0)|^ 

= a^|(cos 20, sen 20)|^ = a^ ; 
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es decir, todos los puntos de la grâfica polar de r = 2c( cos 0 se encuentran 
sobre la circunferencia. 

Si r = -2d cos 0, entonces 

|P_(a,0)l^ = a^l(2cos^0+l,2senOcos0)|^ 

> a^(l +2 cos^ Of ; 

es decir, [P — (a, 0)|^ = solamente si cos 0 = 0. De donde vemos que la 
ecuaciôn polar de la circunferencia es 

r = la cos 0 

—la cos 0 es la circunferencia de radio a con centro en ( —fl, 0) 
(ejemplo 9.5). 

El anterior ejemplo ilustra cômo puede determinarse la ecuaciôn polar de 
una curva. El problema reclproco es el de determinar la grâfica polar 
de una funciôn dada. Ahora bien, dada una funciôn /, la grâfica polar de 
la funciôn es el conjunto 

g = {(r cos 8, /■ sen 0) I r = /(0)} 

= {(/(f^) cos 0, /(0) sen 0)}, 

y vemos que 

X = /(O) cos 0 = giO) 
y = f{0) sen 0 = h{6) 

son ecuaciones paramétricas de g. Asî pues, las ecuaciones polares son un 
caso particular —e importante— de ecuaciones paramétricas. El parâ- 
metro 0 tiene un significado geométrico: es el ângulo de inclinaciôn del 
radio vector al punto sobre g si r > 0. 

9.5 Ejemplo. Descrlbase la grâfica polar de / = |2 cosl. 



FIGURA 33 


Coordenadas polares 
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SoLUCiÔN. La ecuacion polar es 


'' = /(0) = |2 cos 9\. 

^ entonces (/{0 + 7r) cos (0 + ;r), /(0 + 7r) sen {6 + n)) = 

(/(0) cos d, /{&) sen 6). De donde la grâfica polar de |2 cos| es simétrica 
respecte al ongen. Sabemos ya, por el ejemplo 9.4, que en el y en el 
4- cuadrantes la grâfica es una circunferencia de radio 1. De donde la grâfica 
polar de |2 cos| es el par de circunferencias que se muestran en la figura 33. 

Problemas. (El papel de las coordenadas polares es muy ütil en el ploteo 
de las grâficas polares y pueden usarse en los problemas que siguen.) 

1. Localicense (grâficamente) y determlnense anallticamente los puntos 
cuyas coordenadas polares son: 

a) r = 2, B = nl4 b) r = -2, 0 = n/A 

c) r = -2,6 = 57T/4 <J) r = 1.5, 9 = 1.0 

e) r = 3,6 = 120° /) r = -1,0 = 280°. 

2 . Encuéntrense coordenadas polares para cada uno de los siguientes 

puntos: ° 

«) (-1.0) è)(l,]) c)(-l,-i) 

(3, -2) e) (-13,15) /) (-22,-11). 

3. Dibùjense las grâficas polares de : 

^ ^ b) r = 9 (espiral de Arquimedes) 

c) r = cos 0 + sen 9 d) r = ^ 

2 — cos 9 


e) r = -- yx ^ __ 2 

1 — cos 9 1—2 cos 9 

4. Discûtase la grâfica polar de: 

d) r = sen 29 frosa de cuatro hojas) 

^) r = 1 + cos 9 (cardioide) 
c) r = sen 39 (rosa de très hojas). 

5. La grafica polar de r = 1/0 se llama espiral hiperbôlica. Discûtase 
la grafica polar de esta curva y mediante el ploteo de puntos correspondientes 
a pequenos valores de 0 demuéstrese que la curva parece aproximarse a la 

recta = 1 cuando 9 se aproxima a cero. (Esto significa que y = 

parece aproximarse a 1 cuando 9 se aproxima a 0.) 
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6. Si F es una funciôn real con dominio en (o un subconjunto de R ), 
entonces 

8 = {(r cos 9, r sen 6)\Fir, 9) = c} 

se llama grâfica polar de la ecuaciôn F{r, 9) = c y F{r, 9) = c se llarna 
ecuaciôn polar de 8. Discùtanse y dibùjense las grâficas polares de las 
siguientes ecuaciones: 

a) 9 = c b) rsen9 = c 

c) r cos 9 = c d) cos 9 + sen 0=0 

e) rcos (0-7r/4) = 0 f)r^ = a^ sen 29 (lernniscata). 

7. Una secciôn cônica es el conjunto (locus) de puntos P con la propiedad 
de que la razôn de la distancia del punto P a un punto fijo F (el foco) a la 
distancia del punto P a una .recta fija (la directriz) es una constante e 
(la excentricidad). Con la directriz y el foco situados como se muestra en 
la figura 34, pruébese que una ecuaciôn polar de una secciôn cônica es 

ed 

1 — e cos 9 

(Elipse: 0 < e < 1 ; parâbola; e = 1 ; hipérbola; <?>!.) 



FIGURA 34 


8. Encuéntrense ecuaciones en coordenadas rectangulares correspon- 
dientes a las ecuaciones polares de los problemas 3, 4, y 6. 

9. Encuéntrense ecuaciones polares correspondientes a las ecuaciones 
rectangulares : 

a) (x^+y^Ÿ = ax^y (bifolio) 

b) x^ + y^ = 2ay 
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c) y^(a — x) = x^ (cisoide de Diodes) 

d) (lemniscata de 

, , a~x 

e) y = ^ (estrofoide) 

„ Jx = / cos col 
[y = t sen œt. 


Bernoulli) 


10. RESUMEN 


En. este capîtulo hemos comenzado nuestro estudio de las funciones tri- 
gonométricas. Las dos funciones trigonométricas bâsicas son las funciones 
circulares seno y coseno. Hemos aprendido algunas de las propiedades 
bâsicas de estas funciones y, a través de sus relaciones con el ângulo, hemos 
visto la aplicaciôn de estas funciones a la trigonometria geométrica. 


Problemas de repaso 


1. Demuéstrese que el perimetro de un poligono regular de 32 lados 
inscrito en una circunferencia de radio 1 igual a 64 sen ( 7 t/ 32 ). 

2. Demuéstrese que sen x = 16 cos (x/2) cos (x,4) cos (x/16) sen (x/16). 

3. Usando los problemas 1 y 2, la identidad 2 cos^ x/2 = 1 - cos x, y 
una tabla de raices cuadradas, hâllese un valor aproximado de n. 


4. Determînense todos los numéros 0 que satisfacen: 


a) sen 0 = 0 
c) sen 0 = i 
e) sen 0 = 
g) sen 0 = cos 0 

5. Dibûjense las 


b) cos 0 = 0 
d) cos 0 = i 

f) cos 0 = -i 
h) tan 0 = 0. 

grâficas de cada una de las siguientes funciones: 


a) 



b) 10 cos O 7^. 


6. Determînense todas las rotaciones alrededor del origen que llevan 
la recta de pendiente 3 que pasa por el origen sobre a) el eje X, b) el eje Y. 

*1. Por definiciôn L ab es una rotaciôn. En realidad, si 0 es una medida 
en radianes de Z_ab, entonces Z_ab = f/g. Si es una medida en radianes 
de Z.cd, definase 


Demuéstrese que: 


Lab+ Z_cd = Ug o 


^ ab+ /_ bc = z_ ac. 
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+8. Considérese el triângulo cou lados y ângulos interiores que se iluslra 
en la figura 35. El ângulo <5 = Z. ab se llama ângulo externo obtenido por 
prolongacion del lado a. Los ângulos a y jS se dice que son sus ângulos 
interiores opuestos. Demuéstrese que (Euclides, Libro I, Proposiciôn 32); 

El ângulo exterior obtenido por la prolongacion de un lado de un triângulo 
es igual a la suma de los dos ângulos interiores opuestos. La suma de los 
ângulos interiores de un triângulo es igual a L 180°(C/^). 



Sugerencia. Segùn el problema 15^^ de la secciôn 5, pâg. 292, 
a = c{ — b) = L{—c)b. Nôtese también que La{ — a) — Z. 180°. 

9. Demuéstrese que; Z.ab = Z.cd implica Z.ac = Z. bd. 

Sugerencia. Es conveniente observar que puede suponerse que a, b, c, 
y d son vectores unitarios. Sean t/„ = Z_ab, y Uy = Lac. {/(a) = b, 
l/,(a) = c, y t/,(b) = ?. 

10 . Demuéstrese que z_ab = Lcd si y solo si hay una rotaciôn U con 
la propiedad de que U (a) estâ en la direcciôn de c y (/ (b) estâ en la direcciôn 

de d. 

11 . Una milésima de artilleria es una unidad para medidas angulares 
correspondiente a 1 /6 400 de la circunferencia. Una milésima de infanteria 
es el ângulo subtendido por el arco de circunferencia cuya longitud es 
1/1 000 del radio. La ventaja de estas unidades es que la longitud de la 
cuerda subtendida por un arco de circunferencia de radio r y ângulo 9 es 
para ângulos pequenos aproximadamente r6ll 000. Discùtase la conversion 
de estas unidades a radianes y grados y viceversa. 

12 . Los vértices de un triângulo son (1, 1), (3, 8), y ( — 2, 5). Deter- 
minense en grados los ângulos interiores del triângulo. 
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13 . tCuâl es el range de a) tangente? ib) cotangente? ic) secante"’ 
la) cosecante ? 

14 . Determinense (aproximadamente) todos los valores de x que satis- 
facen: 

à) sen X = —1.0356 b) sen x = 0.84147 

c) sec X = ^ tan X = —14.101 

é) csc^ X = 2 y) cos^ x = |. 

15 . Desde un punto de un valle, el ângulo de elevaciôn de una montana 
es 7 48 . Desde un punto 9.65 kilômetros mâs cercano, el ângulo de 
elevaciôn es 10°57'. ^Qué altura tiene la montana sobre el valle? 

16 . Se le dan instrucciones a un aviador de volar hacia el norte y volver 
al portaaviones una hora después. Entretanto, el portaaviones marcha en 
direcciôn SE a 37.04 kilômetros por hora (20 nudos). Si la velocidad del 
aviôn es de 2 685 kilômetros (1 450 nudos), ^cuânto puede volar hacia 
el norte ? 

17 . Dibüjese la grâfica polar de: 

a) r = 2 + 4 cos 0 h) r^ = a^ cos. 29 

c) rcos (0-a) = d /'•=!// 

[0 = Ent, te<0, oo}. 

18 . La latitud de Cabo Kennedy, Florida, es aproximadamente 28.5°. 
iCuâl es alli la velocidad lineal producida por la rotaciôn de la tierra? 
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Capitule 



Inducciôn 

matemâtica 


1. INTRODUCCIÔN 

En los teoremas que hasta ahora hemos probado pueden distinguirse dos 
diferentes métodos de prueba, el llamado “directo” y el “indirecto”. En el 
método directo de prueba, procedemos de la hipôtesis a la conclusion a 
través de una sérié de deducciones cada una de las cuales estâ justificada 
por algûn axioma o por algùn teorema previamente probado. En las pruebas 
indirectas, comenzamos por suponer que la conclusion no es cierta y, a 
continuaciôn, a través de una sérié de deducciones, obtenemos una 
proposiciôn que contradice la hipôtesis del teorema. Luego, bajo la hipôtesis, 
la conclusiôn del teorema no puede ser falsa y debe, por tanto, ser 
cierta. 

Si un teorema es una proposiciôn que ha de v'erificarse para todos los 
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enteros positives, entonces es a menudo posible construir una prueba 
basada sobre un principio llamado de “inducciôn inatemâtica”. 

En este capitulo introducimos el principio de inducciôn matemâtica. 
En realidad, damos dos principios distintos de inducciôn matemâtica. El 
primero dado, llamado Principio de inducciôn, es, para nuestros propôsitos 
el mas importante. El otro* principio, llamado Segundo principio de 
inducciôn, es poco usado en esta obra y, por ello, lo analizamos muy 
brevemente. 

Aunque estos dos principios de inducciôn matemâtica estân estrecha- 
mente relacionados, probar uno partiendo del otro, es realmente complicado. 
En lugar de hacer esto, lo que haremos serâ probar ambos principios 
basândonos en otra propiedad de los enteros positivos Ilamada el principio 
del buen orden. 


2. EL PRINCIPIO DE INDUCCIÔN MATEMÂTICA 

Suponemos que los enteros positivos poseen la siguiente propiedad, 
Ilamada principio del buen orden. 

Todo conjuntc no nulo de enteros positivos posee un elemento minimo. 

Por ejemplo, el entero minimo en el conjunto de todos los enteros posi¬ 
tivos pares es 2 y el entero minimo en el conjunto de todos los enteros 
positivos impares es 1. Por no haber definido los enteros positivos con 
suficiente cuidado como subconjunto de los numéros reales, no intentamos 
una prueba del principio del buen orden, sino que lo consideramos como 
un axioma adicional. 

Usando el principio del buen orden, podemos probar: 

2.1 Teorema. (Principio de inducciôn.) Cualquier conjunto S de enteros 
positivos que 

1) contiene a \ y 

2) contiene a m+\ siempre que contiene a m 
es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos que no estân 
en S. Queremos mostrar que S es el conjunto nulo. Supongamos que S no 
es nulo. Entonces, por el principio del buen orden, 5 tiene un elemento 
nunimo; llamémosle b. Como leS, # 1. Luego è — 1 es un entero positivo. 
Como b 1 es menor que b, b — l no esta enS, luego b — 1 eS. Pero entonces, 
por (2), b = (è— l)-i- 1 eS. Pero esto contradice que y por ello la 
suposiciôn de que S no es nulo no puede verificarse. Por consiguiente 5 es 
el nulo; es decir, S es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Después de reflexionar un poco, el estudiante se darâ cuenta de que el 
principio de inducciôn es una propiedad de los enteros positivos que ha 
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usado implicitamente muchas veces. Parece perfectamente natural argüir 
como sigue; Sea S un conjunto de enteros positives que salisfacen (1) y 
(2) del teorema 2.1. Por (1), 1 eS. Entonces por (2), 1 + 1 = 2eS. De nuevo 
por (2), 2+1 = 3eS. Continuando en esta forma podemos mostrar que 
cualquier entero positivo « estâ en S. Este argumente carece de précision 
en el punto en que decimos “continuando en esta forma’. Hemos mostrado 
que la validez de este tipo de argumente es una consecuencia del principio 
del buen orden. 

Ilustramos ahora el principio de inducciôn con algunos ejemplos. 


2.2 Ejemplo. Pruébese que si 0 < x < 1 y n es un entero positivo 
cualquiera, 0 < x" < 1. 

Prueba. Tomemos una x tal que 0 < x < 1. Sea S el conjunto de todos 
los enteros positives n taies que 0 < x" < 1. Queremos mostrar que S es 
el conjunto de todos los enteros positives. Llegaremos a tal conclusion al 
mostrar que S tiene las propiedades (1) y (2) del teorema 2.1 y aplicar el 
principio de inducciôn. 

1) leS por hipôtesis. 

2) Si weS —es decir, si 0 < x” < 1— , entonces 0 < x"" < 1 por el 

teorema 6.5 del capitule 1, pâg. 35 y, por tanto, m+leS. 

Luego, por el principio de inducciôn, S es el conjunto de todos los 
enteros positives y la prueba es compléta. 

2.3 Ejemplo. Pruébese que para cualquier numéro real p > - 1 y 
cualquier entero positivo n, (1+p)'’ ^ l+np. 

Prueba. Sea S el conjunto de los enteros positives n para los cuales 
(1 +py > \+np. 

1) 1 eS ya que (1 +pŸ = 1 + 1 T- 

2) Si me S —es decir, si (1 +p)'" > 1 +mp — entonces 

(1+pr-^' = il+p)(\+pr 

^ il+p)il+mp) (axioma OJ 

= 1 +p + mp + mp^ 

> 1 +im+l)p. 

As! pues, me S implica m+leS. Aplicando el principio de inducciôn, 
podemos concluir que S es el conjunto de todos los enteros positives y el 
teorema queda probado. 

2.4 Ejemplo. Demuéstrese que si n es un entero positivo cualquiera, 
entonces i («^ + 2 n) es un entero. 
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SOLUCIÔN. Sea S el conjunto de todos los enteras positivos n taies que 
i(n + 2 n) es un entera. 

1) 1 eS, ya que ^(1 +2) = 1 . 

2) Si me S es decir, si j(/m^ + 2/m) es un entero— entonces 

i[(w+ I)^ + 2(ff2+ ))] = ^(m^ + 3m^ + 3m+ 1 +2w + 2) 

= }(m^ + 2m) + m^ + m+l 
es un entero. Luego me8 implica m+ 1 eS. 

Luego S es el conjunto de todos los enteros positives segün el principio 
de inducciôn. ^ 


Problemas 

1. Pruébese que; si x > I y « es un entero positive cualquiera, entonces 
x" > 1. 

2 „h SI X < 0 y « es un entero positive cualquiera, entonces 

X ‘ < 0 . 

3. Pruébese que: si x 5 ^ 0 y n es un entero positive cualquiera, entonces 

X > 0. 

4. Si n es un entero positive, muéstrese que los siguientes numéros 
son enteros : 


a) 


njn + l) 
2 


c) 


2n^ + 3n^ + n 
6 


b) 


+ 3 +2n 

3 


n* + 2n^ + n^ 
d) - - 

4 


5. Scan ûj, ^2 un conjunto de numéros. 

Si |û|i < 1 y ,1 < 1 , pruébese que \a„\ ^ n. 

6 . Demuéstrese que a -6 es un factor de a"-b" para cualquier entero 

positive n. Siigerenda: a"~h" = a{a"~' + {a~h). 

7. Demuéstrese que a + è es un factor de a^"-' para todo entero 

posilivo n. 


8 . Pruébese que para cualquier numéro real p ^ 0 y cualquier entero 
positive n, (1 +py ^ 1 +np + 


9. Demuéstrese que: 

à) cos («Tt) = ( — 1 )" para todos los enteros positivos n. 
b) Si /es una funciôn periôdica con période T, entonces f{t-\-nT) =f{t) 
para todo t eîDy y para todos los enteros positivos n. 
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10. Demuéstrese que: 

a) (aby = a"b" para todos los enteros positives n. 

(d'")" = a”"' para todos los enteros positives my n. 

11. Demuéstrese que : 

a) = 1 para todos los enteros positives n. 

(_ 1 ) 2 "“^ = — 1 para todos los enteros positives n. 

12. Pruébese que si 0 < a < entonces Q < a" < b" para todos los 
enteros positives n. 

13. Demuéstrese que f>\ Oq = b y a„ = para todos los enteros 

positives n, entonces a„ = bc" para todos los enteros positives n. 


3. SUMAS 


La prueba de formulas para ciertas sumas de numéros es otro ejemplo 
del uso de la inducciôn matemâtica. Si tenemos una formula que parece 
verificarse para todos los enteros positives —quizâ la hemos adivinado 
porque sabemos que se verifica para unes pocos primeros enteros positives— 
entonces, la inducciôn matemâtica es una forma de comprobar si la formula 
es cierta para todos los enteros positives. 

Consideremos, por ejemplo, el problema de encontrar una formula 
para la suma de los primeros n enteros. Calculâmes primero esta suma para 
pequenos valores de n; haciendo = 1 + 2 +•••+«, tenemos: Si = 1 , 
5 = 3 , S 3 = 6 , S 4 = 10, y S 5 = 15. A continuaciôn intentamos —por 
inteligente adivinaciôn— encontrar una formula para S„ que sea satisfecha 


por los valores calculados; tal formula es S„ — 


n{n+\) 


Podrlamos 


comprobar esta formula para algunos valores de n mâs grandes y ganar as! 
una mayor confianza en la correcciôn de la fôrmula. Pero este esta lejos 
de probar la validez de la fôrmula para todos los numéros positives. No 
podemos estar seguros de que la fôrmula no fallarâ para algùn valor de n 
de los no comprobados. Como veremos, es muy fâcil probar esta fôrmula 
por el principio de inducciôn. 

Sea S el conjunto de todos los enteros positives n para los que la fôrmula 
es vâlida. 

1-2 

1 ) 1 eS. Este ya se ha verificado: 1 = —. 

m{m+\) 

2) Si meS —es decir, si = 1+2+ \-m = - , entonces 


= 1+2+ ... +m + (m + l) = S„ + (m + l) 


m(w + l) , . ,, (m + l)-(m + 2) 
— ^ + (m + 1) -- 
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Asi pues, weS implica w + 1 eS, y por tanto S es el conjunto de todos los 
enteros positives segùn el principio de inducciôn. 

Otro ejemplo de este tipo es encontrar la suma de los cuadrados de los 
pnmeros n enteros, es decir, P + 2^+...+«2 anteriormente, 

podnamos representar estas sumas por algùn slmbolo, tal como el pero 
taies sumas son de apanciôn frecuente en anâlisis y se usa para ellas una 
notaciôn estândar. 


3.1 Definiciôn. 

en t onces 


Si n es un entero positiva jj a,,a 2 ,...,a„ son numéros. 


X tij — +«2+ ■■■ +a„ . 

n 

Z a, se lee “la suma de a, desde k = 1 hasta k = Por ejemplo, la suma 

de los primeros n enteros puede escribirse l+ 2 +---+n = ^ k. es 

la sigma mayüscula, la letra griega correspondiente a “S”.) 

Volviendo al problema de encontrar la suma de los cuadrados de los 

primeros n enteros: + 2^ + ■ ■ ■ +n^ = Ê procedemos como anterior- 

k=\ 

n 

mente. Primero encontramos ^ para algunos valores pequenos de n. 

k- 1 

i = 1 
1 

i l^ + 2 ^ = 5 

l 

E = l^ + 2^ + 3^ = 14 

k= i 

Z = l^ + 2" + 3" + 4^ = 30. 

1 

Para estos valores de n, la formula 

n 

X k^ = ii2n^ + 3n^ + n) = ~(n + l)i2n+l) 

k- I 5 


se satisface. 

Probamos ahora, por inducciôn matemâtica, que esta formula se verifica 
para todos los enteros positives ti. Sea S el conjunto de los enteros posi- 
tivos n para los que la formula se verifica. 
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1 ) 


leS. ya que 


i 


Z 


Jc= 1 


=K2)(3)= 1. 


m ^ 

2 ) Si me S —es decir, ^ ^^ = -{»!+1) (2m +1)— entonces 

)C= 1 U 

m+1 

^ = £ k2+(m + lf 

/C=l fe=î 

= — (m +1) (2m +1) +(m +1)^ 

6 

= [rtj( 2 m + l) + 6 (m + l)] 

6 

_ ^2 + 7 m + 6) 

6 

= ^!i±l(m + 2)(2m + 3). 

6 

Luego meS implica m+leS. Luego.S es el conjunto de todos los enteros 
positives segùn el principio de inducciôn y la formula esta probada para 
todos los enteros positives. 

Adviértase que, en los ejemplos anteriores, no fuimos capaces de derivar 
formulas por inducciôn matemâtica. Tuvimos primero que imaginarnos 
una formula en la que teniamos alguna razôn para suponer correcta. Luego 
es cuando usâbamos la inducciôn matemâtica para establecer la validez de 
la fôrmula para todos los enteros positives. Derivaremos estas mismas 
fôrmulas de otro modo en la prôxima secciôn. 


Problemas 


1. Escribanse en forma explicita las siguientes sumas. 


a) X k 

fc=l 

c) i rJ 

j = i 

e) i 

A= 1 


b) Z (6-le) 

1 

d) Z 

1=2 

/) Z (fc^+3/c^). 

k= 1 
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2 . Pruébese cada una de las siguientes formulas por inducciôn mate- 
mâtica. 

a) X 2fe = n(n + l) b) f - - - = -Z!_ 

k-i kik + l) n + 1 

c) t cos(2fc-l)x = d) t k2^-^ = l+(n-l)2" 

*=i 2sen X *=1 

i = iin^ + 2n^ + n^) f) f (3k^-3k + l) = 

k=l 

3. Después de calcular la suma para algunos valores pequenos de n, 
propongase una formula para la suma de los primeros n enteros positives 
impares. Pruébese a continuaciôn la formula por inducciôn matemâtica. 

4. Pruébese que: 

i (r^l). 

t=i l—r 


5. Calcùlense los valores de las siguientes sumas. 


a) I S-'-* 


*=1 3 ‘ 


b) T - 

k = i 2 ‘ 

" 9 

d) t —• 

k=i lü* 


6 . tLa siguiente formula es valida para todos los enteros positives n? 

n 

X; 8/c = (2n + l)^-l+(„-l)(„_2)(n-3). 

k= 1 

7. Escribanse explicitamente las siguientes sumas. 

b) Y. 

c) i Lk^-ik-lfl 


k=l 

5 


d) Z K-a^c-i)- 


A= 1 


8 . Pruébese que a,, < b^(k = implica X ^ E • 

,9. Pruébese que 


*=i *=i 


E ^k 
*=1 


E l«.l 

k=l 
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4. PROPIEDADES DE ^ «t 

k = l 

En el capitulo 1 se senalô que podiamos sumar très numéros Uj, Oj. y «3 
en dos formas: (ai+a 2 ) + Û 3 Y ^i+ioz + ^^s)- Sin embargo, como 
(« 1 +ât 2 ) + a 3 = Uj+( u 2 +« 3 )> podiamos prescindir de los paréntesis y 
escribir simplemente Oj +«2 + ^ 3 . Por inducciôn matemâtica puede probarse 
la proposiciôn correspondiente para la suma de cualquier numéro finito 

n j 

de numéros reales. Esto nos permite définir ^ como lo hicimos en la 

k= i 

definicion 3.1. 

La ley conmutativa de la adiciôn puede extenderse anâlogamente a | 
cualquier suma finita de numéros reales. Es decir, la posiciôn de los 
términos en una suma puede cambiarse sin que quede afectado el resultado. 
Asi pues, en particular, 

'*•1 Z = Z + l • 

^=l k=i 

n n 

Z ^n-k +1 tiene los mismos términos que ^ pero el orden en que los 
*=i *=1 

términos estân escritos es el inverso. El estudiante debe comprobar lo 
afirmado para el caso n = 5. 

Pasamos ahora a probar la extension de la ley distributiva para cualquier 
suma finita. 

4.2 Teorema. Para cualquier entera positiva n 

n n 

Z Z «* • 

ik= 1 Jlc= 1 

Prueba. Sea S el conjunto de los enteros positives n para los que 

Z ^^k = c Z «k • 

k=i k=l 

1 1 

1) leS, ya que ^ = cui = c ^ «*• 

k=l fc=l 

m m 

2) Si me 8 —es decir, Y> ^ Yj ^k —> entonces 

k=l k-i 

/M + 1 m 

Z eu* = Z 

k=l k=I 

m 

- k=l 
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= c 


(axioma D) 


Yj + ) 

.*=1 / 


m+ 1 

= c Y ^k- 

k= l 

Asî pues me% implica /w+IeS, de donde, por el principio de inducciôn, 
S es el conjunto de todos los enteros positives. 

Otra propiedad de las sumas que tendremos ocasiôn de usar es: 

4.3 Teorema. Para cualquier entera positiva n 

n n n 

Y + M ^ Y ^k+ Y ^k- 

lt=l «=1 <t=l 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los enteros positives n para los que 

Y K+W = Y '^k + Y ^k- 

k=l k=l k=l 

1 1 1 

1 ) leS, yaque Y (^k + *s) = =" Y ^k + Y ^k- 

k=i k=l ^=1 

m m 

2) Siwe8—esdecir, Y + M = Y ‘^k + Y entonces 

k=i k=i k=i 

+ 1 'f* 

Y {ttk + i^k) = Y i^k + t>k) + (‘^m+l+t>m+l) 

k=l k=l 

m m 

= Y ^k + Y ^k + ^m+l +^m+l 

k=l k=l 


m + l m + 1 

= Y ‘^k + Y ^k- 

k =1 k-i 

As! pues, me S implica w +1 eS, de donde S, por el principio de inducciôn, 
es e! conjunto de todos los enteros positives. 

Las propiedades de las sumas finitas pueden usarse para evaluar^Y/c 
y Y directamente sin necesidad de formulas tentativas (con pruebas 

k-^' n 

subsiguientes por inducciôn matemâtica). Considerem.os primero 


324 Cap. 7 La inducciôn matemâtica 



[4.1] 


Sea S„ = Yj Entonces 


t= 1 


2S„ = I fc + X (n-fc + 1) 

k=i 1=1 


= I (« + 1) 

k = \ 


= M(n + 1). 


[4.3] 


Por tanto 

4.4 


V^. 2 <ï±l) 

1-1 2 


Obsérvese que Y ('*+0 expresa la suma de n términos cada uno de 

k=\ 

los cuales es igual a « + 1. En general 

n 

4.5 I c = ne. 

k= 1 

n 

Derivaremos ahora la formula para ^ A: de otra forma. Este método 

*= I 

esta basado en la formula 


4.6 


Y (<3fc-«k-i) = a„-ao 


y tiene la ventaja de que puede también ser usado para derivar formulas 
Y k^, Y validez de (4.6) es clara si escribimos explicitamente 


*=i )<=i 

la suma: 


Y («fc—ûk-l) = (^1 -«o) + + ••• +(^>1-1 ‘^n-2)+(^n «n-l) 

k=l 

= a„-ao . 

La formula (4.6) puede también probarse de un modo mâs formai : 


k=1 k=1 


„ n •• 

Y “ .Z. "" Z^'^k “ Z^®k = «n-«0- 


Si a. = entonces (4.6) toma la forma Y (A^-(A-l)^) = 

k=\ 
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Asî 


«' = I 


= I ( 2 /c-l) 


— ^ 2/c + ^ (-1) 

k=i k=l 


[4.3] 

[4.2, 4.5] 


= 2 X k-n. 

k= 1 
n 

Por tanto Y. k = i(n^ + n). 

k= ! 

n 

La formula para ^ puede derivarse de un modo anâlogo. Adviértase 

k~ 1 
n 

que Y (k^ — (k—lY) = Por otra parte. 


it=i 


Por tanto 


[4.3] 


Y [/c'-(/c-l)"] = Ÿ Ok^-ik+\) 

*=1 *=1 

= Y (3/c"-3/c) + Y ’ 

l:=l *=1 

= Y ^k^ + Y (-3/c) + n [4.3, 4.5] 

fc=l -lc=l 

= 3 Y k^-3 Y k + n. [4.2] 

1 k=l 

3 ^ k^ — 3 Y k + n = 

k=l k~t 


Y k^ = il "^ + 3 Y k-n 

k=i \ k=\ 

= i[n^+jn(n + ]) —n] [4.4] 

= :à(2/i" + 3n' + n). 
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Usando la anterior técnica podemos derivar una formula para X ^ 

k=l 

n 

luego para ^ y asî sucesivamente. 


fc = i 


Problemas 

6 6 

1. Escribanse explicitamente las sumas; ^ 3^;^ y 3 

4=1 ■ ' 


5 5 

k=l k=l 


2. Escribanse explicitamente las sumas: ^ + Y Z Z 

k=i ' ‘ 

n 

3. Derivese la formula Y, + +^^)- 

k= 1 

4. Calcùlense las siguientes sumas; 

10 8 

a) X b) Y 

4=1 *=3 

c) y (k^ + 2k + l) y (k^+k) 

4=1 fc=i 

12 


e) I i.k-iŸ 


f) Y (n-k + iy 


4=4 


5. Derivese la formula para la suma geométrica: 

K 1 — r" 

Y ar^-^ = a— (r #1). 
4=1 1-r 


n n 

Sugerencia: Considérese Y —r y ar* 

4=1 4=1 

6. Derivese la formula para la suma aritmética: 

n 

y (a + kd) = an+inin + l)d. 
4=1 


5. EL TEOREMA DEL BINOMIO 

Antes de enunciar el teorema del binomio, introducimos unas cuantas 
notaciones estândar para cantidades que se presentan en el enunciado del 
teorema. 

5.1 Definidôn. «!, léase “factorial de n”, donde n es un entera no negativo, 
se define coma signe: 

«! = 1 •2-3-• para n ^ 1, y 
0 ! = 1 . 
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= x + y. 

2) Si weS, es decir, si 

(^+yr = 

entonces 

(x + 3;r+‘ = (x + 3.)-Cx + yr 
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Problemas 

1. Demuéstrese que 



\k + l) fc + lW 
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2. Usando las propiedades del problema 1, calcûlese 


a) 1^1, /c = 0, 1 ,..., 6 


b) 


8 
kj' 

100 


0 , 1 ,..., 8 


c) fc = 0,1,2, 3,97,98,99,100. 

3. Desarrôllense : 

a) (2x —1)^ b) (x — yy 

c) (la + if d) (3x^+2)'’ 

e) {^x-iy Di^x-fyf. 

4 . Determinese (98)* por desarrollo de (10^—2)*. 


5. a) Demuéstrese que i ^ j + f'” 


m + 1 


, donde k = m. 


b) Constrùyase un arreglo triangular de numéros, conocido como 
triângulo de Pascal, como sigue; 

1 

1 1 
1 2 1 

13 3 1 

14 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 


En este arreglo, los numéros que ocupan los lugares primero y liltimo en 
cada fila son 1. Los numéros en cada uno de los otros lugares se obtienen 
tomando la suma de los dos numéros sobre cada lado de él en la fila 
precedente. Demuéstrese que los numéros en la fila (n+l)-ésima son los 
coeficientes de la expansion binomial de {x + y)". 

6. Proporciônese el término que contiene y'’ en la expansion de (x+y/)“. 

7. Proporciônese el término que contiene x® en la expansion de 



8 . 


n 

Demuéstrese que ^ 
t = o 



= 2 ". 
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6. EL SECUNDO PRINCIPIO DE INDUCCIÔN MATEMÂTICA 


Mas adelante tendremos ocasiôn de usar otro tipo de inducciôn mate- 
mâtica. Esta dada en el siguiente teorema y probada con base en el 
principio del buen orden. 

6.1 Teorema. (Segundo principio de inducciôn.) Cualquier conjmto S de 
enteras positivas que 

1) contiene 1 y 

2) contiene m +1 siempre que contiene todos los enteras pasitivos k ^ m, 
es el conjunto de todos los enteras positivas. 

Prueba. Sea 3 el conjunto de los enteros positivos que no estân en S' 
Supongamos que 3 no sea vacio o nulo. Entonces, por el principio del 
buen orden, 3 tiene un elemento minimo; llamémosle b. Entonces, para 
todo k ^ b—\, ke§. Por tanto, beS por (2). Pero be2 y por tanto b^S. 
Esta contradicciôn muestra que nuestra suposiciôn de que 3 era no vacio 
no puede verificarse. 3 vacio significa que S es el conjunto de todos los 
enteros positivos. 

7. RESUMEN 

El propôsito de este capitule es el de introducir dos conceptos que serân 
de considérable importancia en nuestro estudio del anâlisis; la prueba por 
inducciôn matemâtica y la notaciôn con sigmas para la suma. 

El principio de inducciôn y el segundo principio de inducciôn propor- 
cionan un método de prueba de ciertas proposiciones que se verifican para 
todos los enteros positivos, La notaciôn con sigmas para las sumas se 
introdujo en este momento no solamente para dar ejemplos del uso de la 
inducciôn matemâtica sino también para que el estudiante pueda familia- 
rizarse con esta importante notaciôn. 

Problemas de repaso 

1. Pruébese que 2" > n, donde n es un entero positive. 

4"-l 

2. Demuéstrese que — es un entero, si n es un entero positive. 

^ , S"-! 

3. Demuéstrese que —~— es un entero, si n es un entero positive. 

4. Demuéstrese que x" ^ x si x ^ 1, donde n es un entero positive. 

5. Pruébese que si S es un conjunto de enteros mayores que o iguales 
a un entero q^ para el que se verifican las siguientes dos proposiciones: 

1) ?oeS, y 
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2) meS implica w+leS, 

entonces S es el conjunto de todos los enteros mayores que o iguales a . 
6. Pruébese que 2" < «!, si n es un entero y n ^ 4. 


7. Pruébese que ^ 


= 1 2 * 


n + 2 
2 " 


1 — a 


2"+ i 


8. Pruébese que + ) = 

/c = o 1—a 


(a ^1), 


9. Pruébese que ^-j = 


n +1 
2n +1 

” ] — COS 2 wx 

10. Pruébese que ^ sen(2/c—l)x =- 

k =1 2 sen X 

11. Derivese la formula 


/c‘* = —(6n' + 15M^ + 10n^-n). 
k= i 30 


12. Calcùlese 
10 
I 


k-3 


b) Y («-fc + D" 


k- 1 


c) X ik + 2Ÿ 
1 


d) Ÿ (fc^-3/c + 5). 


*=1 


13. Desarrôllense, usando el teorema del binomio: 

\4 


a) {3x-2T 


b) x^y + 


14. Determlnese (101)® por desarrollo de (10^+ 1)®. 

15. Encuéntrese el término que contiene x^^y^ en la expansion de 



16. Por el problema 6 de la secciôn 2, pâg. 318, sabemos que 1 — x es 
un factor de 1 —x", es decir, 1 —x" = (1 —x) P(x). Usando la formula para 
una suma geométrica (problema 5, pâg. 318), determinese P{x). 
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Capitule 


limx 

X 1—> Il 



Limites 

y derivadas 


'‘Si corLsideramos las matemâticas desde el comienzo del mundo hasta 
el tiempo en que Newton viviô, lo que él hizo fue con mucho la mitad 
mejor.” — Leibniz. 


1. INTRODUCCIÔN 

La nociôn de diferenciaciôn y de derivada se desarrolla durante siglos 
de dedicacion humana a la resoluciôn de ciertos problemas especiales, entre 
los que estaban el de encentrar las tangentes a las curvas y el problema 
con él relacionado de determinar los valores mâximo y minimo de las 
funciones. Las raices del problema de las tangentes llegan, desde luego, 
hasta los griegos. Pero no fue sino hasta el comienzo del siglo xvii que los 
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primeros signes claros del concepto de derivada aparecen en la obra del 
matemâtico francés Pierre Fermât (1601-1665). En 1629 Fermât anticipaba 
la derivada en los métodos que usaba para encontrar los valores mâximo 
y minime de funciones y en el precedimiente general que die para encentrar 
la recta tangente en un punte a la grâfica de una funcién. Fermât cencibié la 
recta tangente cerne la pesicién limite de la secante cuande les des 
puntes de interseccion de la secante con la curva se apreximan une a etre. 
Prente, el precese de diferenciacién habia side intreducide y fermalizade, 
y hacia finales del sigle xvii Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz 
(1646-1716) hacian, independientemente, su gran descubrimiento. 

Pero este nos lleva adelante de nuestra historia y mâs alla de la discusién 
de la derivada. Fueron, aquellos, tiempos de grandes logros matemâticos 
y cientificos y el hombre tuvo en sus mânes una poderosa herramienta 
matemâtica. El conocimiento de esta herramienta era intuitive y gran parte 
de le que posteriormente se hizo con él fue exigir una base, una fundamen- 
tacién mâs firme. La concepcién de Fermât sobre le que debia entenderse 
per “pesicién limUe de la secante’’ era ciertamente vaga y los conceptos 
de limite y funcién quedaron sin ser aclarados a todo le largo del sigle xviii. 
Una vez que se alcanzé una mejor comprensién del concepto de limite, 
se hizo posible dar significados mâs précisés a conceptos taies corne el de 
funcién continua, curva continua, continuidad de los procesos fisicos, y las 
nociones de velocidad y direccion instantâneas de un cuerpo en movimiento. 

Son taies conceptos los que van a constituir nuestro tema bâsico en este 
capitule. Definiremos limite —el concepto fondamental— y estudiaremos 
sus propiedades bâsicas. La continuidad y la derivada se definirân después 
en términos de limite, siendo la derivada un tipo especial de limite 
relacionado geométricamente con la pendiente de la recta tangente y fisi- 
camente con la cuantia del cambio instantâneo. Las propiedades fondamen¬ 
tales de la derivada se estudiarân a continuaciôn, derivaremos las réglas 
para la diferenciacién, y finalmente presentaremos algunas aplicaciones para 
ilustrar las Ideas. En el capitulo 10 volveremos a estudiar distintas apli¬ 
caciones con mâs detalle. 


2. TANGENTES 

En esta seccién presentaremos una discusién intuitiva de las tangentes 
como un preliminar para la introduccién del concepto de limite. En la 
seccién 8, pâg. 377, daremos una definicién précisa de recta tangente. 

Consideremos el siguiente problema geométrico. Sea g una funcién real 
de variable real dada y sea Pq = (xq, ^(xq)) un punto sobre la grâfica de g. 
i,Que es la recta tangente a la grâfica de ^ en Pg ? Primero debemos decidir 
qué es lo que queremos decir por recta tangente a una curva. La nocién 
griega de recta tangente estaba limitada a las secciones cénicas (Apolonio, 
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hacia el 262 a.c.)- Para los griegos, la recta tangente a una secciôn cônica 
era una recta con un punto sobre la curva y con todos lôs restantes fuera 
de la curva. Limitada a las secciones cônicas, esta definiciôn era adecuada 
y permitiô a los griegos establecer todas las propiedades importantes de las 
tangentes a las secciones cônicas; por ejemplo, el hecho de que la tangente 
a una circunferencia en un punto es ortogonal ai radio de la circunferencia 
en ese punto. Una de las debilidades de la nociôn griega de tangente es que 
no puede extenderse fâcilmente a arcos de curvas que no tengan “exterior” 
(figura 1) y que no sugiere —al contrario de lo que sucede con el concepto 
de tangente de Fermât— un procedimiento analitico para la determinaciôn 
de las rectas tangentes. 

En la figura 1, la rectal es la tangente a la grâfica de g en el punto Pq de 
acuerdo con el concepto de Fermât de tangente. Esta recta S tiene la 
propiedad de que la recta que pasa por Pq y Q, llamada recta secante, se 
aproxima a la coincidencia con S cuando Q se aproxima a Pq a lo largo 
de la curva. En realidad, ésta es la propiedad definitoria de la recta tangente. 



Para desarrollar un procedimiento analitico de determinaciôn de rectas 
tangentes a curvas, debemos analizar lo que queremos expresar cuando 
decimos que la recta secante que pasa por Pq y Q se aproxima a la 
coincidencia con la recta tangente. Sea Q = (x, g{x)) un punto sobre 
la grâfica de g distinto de Pg = (ao^^Caq)). La recta 

Z = {Po + r(Q-Po)|t6R} = {(Xo,^(Xo)) + /(x-Xo,^(x)-^(Xo))U6R} 

que pasa por Pg y Q es una secante a la grâfica de g. La secante por Pg y Q es 
paralela a Q—Pg = {x — Xo,g{x)—g{xQ)) y tiene pendiente 

X-Xg 

Si la grâfica de g no tiene interrupciones, entonces esperamos que x —Xg 
prôximo a cero sea équivalente a Q prôximo a Pg. Si existe un nùmero m al 
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que podemos aproximar tanto como deseemos el valor de f{x) tomando x 
suficientemente prôximo a Xq (es decir, tomando x-Xq suficientemente 
pequeno), entonces el numéro m se Ilama limite de/en .Vq y estâ denotado por 

2.1 m = lim / = lim — ^ _ ^o) 

Si existe un numéro m, entonces la recta que pasa por Pq con pendiente m es 
la recta tangentes. Asi pues 

= {('’Co,â'(-ïo)) + ?(l, m)}. 

La pendiente de una curva en un punto Pq se define como la pendiente de 
la tangente a la curva en Pq. 

2.2 Ejemplo. Encuéntrese la tangente a la parâbola = g(x) = x^ en 
el punto Pq = (xq, Xq^). 

SoLuciÔN. (Figura 2.) SeaQ = (.v, x^) un punto sobre la parâbola distinto 



de Pq (es decir, con x / Xq). La secante que pasa por Pq y Q tiene pendiente 

2 3 g (x) g (xq) ^ X Xq _(x Xq) (x + Xq) 

X—Xq X — Xq X-Xq 

Ahora bien, si x ^ Xq entonces la fracciôn- — = 1 y, si x estâ prôxima 

X-Xo 

x^-x ^ 

a Xo, el factor x + Xq estâ muy cercano a 2xo. En realidad,-2- pyede 

X-Xo 

hacerse tan prôximo a 2xo como deseemos, tomando x suficientemente 
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prôximo a Xg. La pendiente de la tangente en Pg es Ix^. Nôtese que 
x^-x ^ ' 

-^ no esta definida en Xg ya que entonces tendriamos la division por 

X-Xg 

cero. La recta tangente en Pg es 

5= {(xg, Xo^) + f(L 2xo)} = {(xg + t, Xo^ + 2tXo)}. 

Tomando n — (--2xo, 1) obtenemos una ecuaciôn para S: 

n-(P-Po) = (-2xo, l)-[(x, j)-(xo,Xo^)] = 0 
O 

y = Xo^ + 2xo(x-Xo) = 2xoX-Xo^. 

Las frases taies como “x es prôximo a Xg” y “x + Xg es prôximo a 2xo” 
que acabamos de emplear, carecen de precisiôn. Una de las cosas que debe 
hacerse, es obtener expresiones précisas para estas ideas. |x —Xg] es la 
distancia de x a Xg y es una medida de la proximidad de x a Xg. El requeri- 
miento de que x # Xg es équivalente al de que 0 < |x —Xgj. Ahora bien, 
si 0 < Ix —Xgl < ô donde ô es algûn numéro positivo, entonces x 7 ^ Xg, 
y en el anterior ejemplo 


gix)-g{xo) 

— 

(X-Xg)(x + Xg) 

X—Xq 


X-Xg 


= |X+Xg-2Xgl = |X-Xg| < Ô. 

De aqui vemos que, ciertamente, podemos hacer 

é;(x)-0(xo) ,, 

— ZXg 

X-Xg 

tan pequeno como deseemos tomando |x —Xg| suficientemente pequeno. 

En la ecuaciôn (2.1) tenemos un ejemplo de un “limite”. Este particular 
limite, relacionado con el concepto geométrico de tangente de la grâfica de 
una funciôn g en un punto Pg = (xg, ^(xg)), se llama “derivada de g en Xg”. 

Problemas 

1. Encuéntrese la pendiente de la' secante que pasa por los puntos 
1*0 = ^ 0 ^ + 2) y Q = (x, x^ + 2) de la grâfica de ^ = /^ + 2 si 

fl) Xg = 0, X = Xg + /i y fi = ± 1, ± ± —, ± ± — — 

10 50 100 1000 

b) Xo = l, X = xo + h y fi = + 1, ± -, + 4, ± 4, + -4. 

2 2^ 2^ 2 
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2. Estîmese la pendiente de la tangente a la grâfica de en 

a) Xq = 1 tomando x = 1.1, 0.9, 1.01, 0.99, y 1.001 

b) Xq = 2 tomando x = 2.1, 2.01, 2.001, y 1.999. 

3. Estîmese la pendiente de la tangente a la grâfica de sen en Xq = 0 
tomando x = 1.00, 0.50, 0.25, 0.10, 0.01. 

4. Estîmese la pendiente de la tangente a la grâfica de tan en Xq = 0 
tomando x = 1.00, 0.10, 0.01. 


5. Sea la funciôn g = 3/^. Demuéstrese que si 0 < |x-Xo| < <5, 
entonces 


g{x)-g{xo) 

x-xo 


- 6xo 


< 3 c). 


6. Para la funciôn g = P demuéstrese que si 0 < |x —2| < ^ < 1, 
entonces 1 < x < 3 y 


g(x)-gi2) 
x — 2 


12 


< 7â. 


1. Demuéstrese que 0 < |x-Xol < do x # Xq y x6<Xo-ô, Xo + (5>. 


3. LIMITES 

En la secciôn 2 obtuvimos alguna idea de lo que es un limite, pero 
necesitamos una definiciôn précisa de limite sobre la que basaremos nuestro 
estudio del câlculo. Frases descriptivas taies como “tan cerca como 
deseemos” y “suficientemente cerca” no proporcionan una definiciôn 
adecuada. 

3.1 Definiciôn. El numéro L se dice que es el limite de la funciôn f en 
Xq si para cada numéro e > 0, existe un numéro ô > 0 tal que siempre que x 
esté en el dominio de f y 

0 < |x —XqI < ô 


entonces 

\f{x)-L\ < e. 

Las notaciones 

lim / = L y lim /(x) = L 

XO X~*Xo 

se usan para denotar que L es el limite de/en Xq. 
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Nota. Siempre que hablemos del limite de una funciôn / en Xq, 
supondremos que todo intervalo abierto que contiene a Xq contiene 
también un punto x, distinto de Xq, en el dominio de /. Si tal es el caso, 
entonces el punto Xq se dice que es un punto de acumulaciôn del dominio 
de /. Si Xq no es un punto de acumulaciôn del dominio de /, entonces el 
limite de /en Xq no es ûnico. En realidad, todo numéro L es, entonces, 
el limite de / en Xq . Pues si Xq no es un punto de acumulaciôn del 
dominio de/y 5 es suficientemente pequeno, no hay ningùn numéro x 
en el dominio de / que satisfaga 0 < |x —XqI < 5, y todo numéro L 
satisface los requerimientos para ser el limite de / en Xq . 

Usualmente los dominios de nuestras funciones serân intervalos, y 
todo punto de un intervalo es un punto de acumulaciôn del intervalo. 
En realidad, para un intervalo abierto finito <fl, (donde a < b) todo 
punto del intervalo cerrado [a, b\ es un punto de acumulaciôn de <ûf, i>. 
Por ejemplo, b es un punto de acumulaciôn, ya que todo intervalo 
abierto <c, d'y que contiene b también contiene numéros x menores 
que b y mayores que tanto c como a. 


La imagen geométrica de la definiciôn 3.1 es la siguiente (figura 3): 
localicese el punto (xq , L). Para un numéro e > 0 dado, dibùjense las dos 
rectas horizontales y = L — s y y = L+e. Ahora, la definiciôn de lim f == L 


Y 



I 

I 

I 


_L 


s *0 X0+ ô 
FIGURA 3 


requiere que dado s > 0, podamos escoger ô > 0 tal que aquellos puntos 
(x, /(x)) sobre la grâfica de / (con x A x,,) que se encuentren entre las 
rectas verticales x = Xq—ô y x = Xo + ô se encuentren también entre 
las rectas horizontales y = L — ey y = L + e. 

Nota. Obsérvese que una vez que se ha encontrado un numéro ô 
correspondiente a un e dado, cualquier numéro con 0 < 5^ < ô 
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puede usarse en la definiciôn 3.1. Pues, supongamos, 0 < jx —Xol < <5 
implica que \f(x)~L\ < e. Si 3, < ô, entonces por la propiedad 
transitiva, axioma Oj de los numéros reales, 0 < |x —Xq] < implica 
0 < l.r —x'ol < (5 y, por tanto, implica \f{x) — L\ < e . 

La desigualdad 0 < |x —XqI en la definiciôn 3.1 implica que .v ^ Xq. 
Nosotros excluimos especificamente x = Xy para ser capaces de considerar 
el limite de / en Xy cuando no puede definirse /(.Vy). La ecuaciôn 2.1 es un 
ejemplo en que la funciôn no esta definida en x,,. 

Ilustramos ahora el concepto de limite con varios ejemplos. En eslos 
ejemplos, con et fin de aplicar la definiciôn de limite, comenzamos por 
adivinar el limite L para, a continuaciôn, aplicar la definiciôn y mostrar 
que L es ciertamente el limite deseado. 

3.2 Ejemplo. Sea / la funciôn cuya régla de correspondencia es 
f{x) — .\' + 2. yExiste el limite de/en 2? En caso afirmativo, ycuâl es su 
valor? 

SoLUCiÔN. Para x prôxirno a 2, pero no igual a 2, /(x) esta prôximo 
a 4 (figura 4). Parece, pues, que el limite de/en 2 debe ser 4. La definiciôn de 



limite requiere que: para ciialquier e > 0 existe un ô > 0 tal que 
l/(x)-4| = |x + 2-4| = |x-2| < £ 

siempre que 0 < |x-2| < ô. En este caso, para cada numéro £ > 0 
tomamos d = e. Entonces 0 < lx — 2| < ô = e implica que 

|/(x)-4| = lx-2| < £. 


340 Cap. 8 Lfmites y derivadas 






3.3 Ejemplo. Sea g la funciôn cuya régla de correspondencia es 

x^-4 

x-2 

El dominio de g es el conjunto de todos los numéros reales excepte 2. 
Er.cuéntrese llm g{x). 

x^2 

SoLUCiÔN. Para x / 2 

x^-4 x-2 

^(x) = ^^+ ^•(x + 2) = x + 2. 

X—2 X—2 

Asî pues, cuando x A 2, g(x) = /(x), donde/es la funciôn del ejemplo 3.2. 
Como el limite de una funciôn en Xq no dépende del valor de la funciôn en .Vq , 

lim g(x) = lim /(x) 

x->2 x-2 


— 4 

lim '-= lim (x + 2) = 4. 

x-2 X—2 x-l 

3.4 Ejemplo, Demuéstrese que el limite de/en .v,), donde / es la funciôn 
constante {(x, c)}, es c; es decir, 

lim /(x) = lim c - c. 

X-*Xq X-»Xo 

SOLUCIÔN. Debemos demostrar que para cada numéro e > 0, existe 
un (5 > 0 tal que 

|/(x) —cl = ]c —cl = 0 < £ 

siemprequeO < Ix-Xg] < <5. En este caso podemos tomar como (5 cualquier 
numéro positivo y l/(.x)-c| < e siempre que 0 < |.v-Xol < ô. 
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3.5 Ejemplo. Demuéstrese que el limite de la funciôn / en Xq donde / es 
la funciôn idéntica {(x, x)}, es x^-, es decir, 

lim / = lim x = x^. 

XQ X-*Xo 

SoLUCiÔN. Debemos demostrar que para cada £ > 0, existe un ô > 0 tal 
que 

|/(x)-Xo| = Ix-XqI < 8 

siempre que 0 < [x: —XqI < ô. Tomemos ô — e. Entonces 0 < |jc —Xgl < ô = e 
implica que |/(x:)-Xo| = \x-Xo\ < e. 

En un problema particular, con el fin de aplicar la definiciôn para 
demostrar que L es el limite deseado, debemos demostrar que dado £ > 0, 
pcdemos encontrar un ô > 0 tal que 

\f{x)~L\ < e 

siempre que y 

0 < |x —Xol < S. 

Lo que se requiere es demostrar cômo se escogerâ ô para un e dado cual- 
quiera. Es decir, debemos dar una régla para la selecciôn de ô en términos 
de £. Una forma de hacer esto es la siguiente. Sâquese |x-Xnl como 
factor de |/(x)-Ll : 

|/(x)-L| = lt7(x)| |x-Xo|. 

Ahora, si es posible encontrar un numéro positive rj tal que siempre que 
0 < \x-Xo\ < ri, g quede acotada, digamos que \g{x)\ ^ M, entonces 

|/(x)-Li = |ér(x)| |x-Xol < Aflx-xol 
siempre que 0 < |x —XqI < g. Por otra parte 

M\x — Xfy\ < e 

siempre que |x —Xgl < sjM. De donde si ô = min {rj, ejM} las dos anteriores 
desigualdades se verifican y 

|/(x)-L| = \g{x)\ |x-Xo| ^ 3/|x-Xo| < £ 
siempre que 0 < |x-Xo| < ô. 


3.6 Ejemplo. Encuéntrese lim (2x^ —3x+1). 

SoLUCiÔN. Esperamos que lim (2x^-3x+ 1) = 18-9 + 1 = 10. Ahora 

jf-*3 

|(2x^-3x+l)-10| = |2 x2-3x- 9| = |2x + 3| |x-3|. 

Si |x-3| < 1, entonces 2 < x < 4, 7 < 2x + 3 < 11, y 
|2x + 3| |x-3| < il |x-3|. 
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Pero 


11 Ix—3| < B 

siempre que l-c—3| < e/11. De donde si ^ = min {1, e/11}, entonces 
|(2x"-3x+l)-10| = 12X+31 lx-3! < ll|x-3| < e 
siempre que 

0 < Ix —3] < ô. 

La elecciôn t] = 1 fue una elecciôn adecuada, pero no ciertamente 
necesaria. Si hubiéramos escogido t] — 2, entonces 1 <x<5, 5<2x + 3< 13 
y habriamos escogido 6 = min (2, e/13}. 

Es a menudo ütil saber que todo limite en x,, puede considerarse como 
un limite en cero. Tenemos el siguiente teorema. 


3.7 Teorema. lim f = L si y solo si lim/o(xQ + /) — L. Es decir, si 

Xo 0 

alguno de los limites existe, el otro limite también existe y 
lim / = lim / o(xo + /). 

XQ 0 


Prueba. Mostramos primero que lim f = L implica lim /= (xq+Z) — L. 

Xo 

Si lim f = L, entonces para cada e > 0 existe un ^ > 0 tal que siempre 

xn 

que X esta en el dominio de / y 

0 < |x—Xol < à 

entonces 

|/(x)-L| <e. 

Si reemplazamos x por Xq + Z?, vemos que siempre que h esta en el 
dominio de / o (xq + /) y 

0 < l/i| < ^ 


entonces 

|/(xo + /î)-L| < e; 

es decir, 

lim /(xq + h) = lim /O(xq + /) = L. 

li->0 O 

Reciprocamente, lim / o(xo + /) = L implica lim/= L, ya que reempla- 

0 Xo 

zando h por x — Xq podemos recorrer en sentido inverso los pasos anteriores. 
El prôximo ejemplo ilustra el uso de este teorema. 


3.8 Ejemplo. Encuéntrese lim (/* —2/^ —10/+7). 

2 
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SoLuclÔN. Por el teorema 3.7, 

lim (/3-2/^-10/ + 7) = lim [(/ + 2)^-2(/ + 2)^- 10(/+ 2) + 7] 

2 0 

= lim [/3+4/^_6/-13], 

0 

y esperamos que el limite en cero sea —13. Ahora bien 

|[/, 34 . 4 /, 2 _ 6 / 7 - 13 ]-(- 13 )| = \h^+Ah^-6h\ = \h^+Ah-6\ \h\. 
Si \h\ < l, entonces 

|/7^ + 4/7-6| < |/7|2+4|/7|+6 < 11 


y 


|/7^ + 4/7-6| \h\ < \ \\h\. 


De donde, si ^ = min {1, a/11}, entonces 

\[hi = |/,2 + 4 /,_ 6 | \h\ < \\\h\ < e 

siempre que 

0 < |/;| < ô. 


Por tanto 

lim (/^-2/^-10/ + 7) = -13. 

2 

Como ilustra el siguiente ejemplo, es posible que una fLinciôn no tenga 
limite alguno en un punto .Vg. Si .Vg es un punto de acumulaciôn del dominio 
de /, entonces / no tiene un limite en .Vg si y solo si para todo L existe 
un £ > 0 tal que para todo 5 > 0 hay un x en el dominio de / tal que 
0 < |a--.Xo| < <5 y \f{x)-L\ ^ e. 


3.9 Ejemplo. Sea g la funciôn cuya régla de correspondencia es 

g (x) = — , (x / 0) . 

X 


^Existe el limite de ^ en 0? 

SoLUCiÔN. Damos primero un argumento intuitive que nos permite 
conjeturar que el limite no existe. Para x > 0, Ixj = x, de modo que 
g{x) = +1 para x > 0. Por otra parte, para x < 0, lx| = -.v, de modo 

, . \x\ -X 

que g{x) = ~ = = —1 para x < 0. No hay ningûn numéro L que 

satisfaga los requerimientos de la definiciôn 3.1. Pues no importa cuân 
pequeno escojamos 5 > 0 habrâ algunos valores de x en el intervalo 
— ô<x<ô taies que g(x) = 1 y algunos taies que g{x) = — 1. Puntos 
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(x, g(x)} de ambos tipos no pueden estar en la misma faja horizontal de 
ancho menor que 2, de forma que si s < 1, la banda horizontal determinada 
por las rectas y = L±s debe excluir al menos imo de los tipos de puntos 
(figura 6). 

Para demostrar analiticamente que lim g{x) no existe, debemos mostrar 

jc-»0 

que para cualquier numéro L existe un s > 0 tal que para todos los numéros 
(5 > 0 hay una jc tal que 0 < l.v| < <5 y \g{x) — L\ > a. Consideramos dos 
casos. 

Caso 1. Si L ^ 0, tomamos e = 1. Para cualquier <5 > 0, tomamos x^ 
tal que -<5 < <0. Entonces |g'(x,)-L| = | - 1 — L| = L + 1 ^ 1 = a. 

Caso 2. Si E < 0, tomamos e = 1. Para cualquier ô > 0, tômese un X 2 
tal que 0 < < ^. Entonces \g{x 2 ) — L\ = 1-L > 1 - a. 

( 

3.10 Ejemplo. Pruébese que lim P ~ ^ 

SoLUCiÔN. Debemos demostrar que dado cualquier a > 0 podemos 
encontrar un nùmero <5 > 0 tal que 

2 



siempre que 0 < |x —0| = l^l < ô. Ahora bien, 



si 

< 2c 
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O 


\x\ < yj2e. 


Asi pues, si ^ = yfle, entonces 



< Ë 


siempre que 0 < 


|jc —0| < ô. Por tanto, Iim 

x-»0 




= 1 


3.11 Ejemplo. Demuéstrese que 


lîm donde a ^ 0. 


SoLuciÔN. Dividimos el problema en dos casos. 
Caso 1. a = 0. Aqui deseamos demostrar que 


Hm = 0. 

x -^0 


Es decir, deseamos demostrar que para cualquier ë > 0 existe un ^ > 0 
tal que 

lv^-0| = Jx < e 

siempre que 

0 < |x-0| = |x| < ^ y 

es decir, siempre que 0 < x < Tomemos s > 0. Tenemos que si 
xs^. De donde si <5 = s^, entonces 

^ < e 


siempre que 


0 < |x-0| < ô, 


y por tanto 


liin = 0. 

jc-»0 


Caso 2. a > 0. En este caso notamos que para todo x ^ 0, 

VÏ - v; . (T; - vi) = . 

\/ X \J Cl 


Por tanto 
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Tomemos e > 0. Entonces 


siempre que 


iv^-\/a| < |jc-al < e 
sja 


0 < \x—a\ < 6 


ô = ^e. 

3.12 Ejemplo. Demuéstrese que 

lim ^ ^. 

x~*a 

SoLUCiÔN. Dividimos el problema en dos casos. 

Caso 1. ûf = 0. Aqui deseamos demostrar que 

lim .j/x = 0. 

x->0 

Es decir, deseamos demostrar que para cada e > 0 existe un 5 > 0 tal que 
|.yx-0| = 1.^x1 < e 

siempre que 

0 < |x—0| = lx| < (5. 

Tomemos e > 0. Sabemos que l^^x] < e si |x| < e^. De donde si 5 = e^, 
entonces 

l^i < e 


siempre que 

0 < |x—0| < ô 

y por tanto 

lim .yjc = 0. 

x-O 

Caso 2. a ^ 0. En este caso notamos que 

= ^ 2/3 . . _ 2/3 - 1 ^ 


donde 


\9ix)\ = 


x^/^+(xa)‘/^ 




1 




1 


ix^/^ + (xa)‘/^ 



|x-o| = lg(x)| |x-fil 
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Ahora bien, como æ # 0, existe un numéro t] tal que si |x —u| < entonces r 
y a tienen el mismo signo y xa > 0. Asi pues, si jx-al < rj, \g{x)\ < 

= i,,y(x)i |x-a| < 

Tomemos e > 0. Entonces 

= \g(x)\ \x-a\ < \x-a\ < e 


siempre que 


0 < |x —al < ô 


donde ô = min {ri,£a^^^}. Por tanto 



x-*a 


Ahora que hemos dado varies ejemplos sobre limites, pasamos a fijarnos 
en très teoremas a ellos concemientes. Antes de considerar estos teoremas, 
probamos un lema que nos sera litil tanto aqui como en discusiones 
posteriores. 


3.13 Lema. Si \a\ < r para toda e > 0, entonces a = 0. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces 4 |a| > 0. Tomando e = \ \a\ tenernos 
|a| < i|a| O \ \a\ < 0 —es decir, una contradicciôn. 

El primero de nuesiros très teoremas concierne a la unicidad del limite. 
A este respecte se debe recordar que, de aciierdo a la nota de la pâg. 339, 
siempre que hablamos del limite de una funcion / en Xq , suponemos que Xq es 
un punto de acumulaciôn del dominio de /, Si no ponemos esta restricciôn 
sobre el punto Xq, entonces el siguiente teorema no es cierto. 

3.14 Teorema. Si lim / = Ij 3 ; lim / = L,, entonces = Lj. 

xo xo 

Prueba. Tômese e > 0. Como lim f = existe un (5i > 0 tal que 

Ao 

|/(x)-LJ < e/2 

siempre que x esté en el dominio de / y 

0 < ix-.xol < <5,. 

Ademâs, como üm f = L 2 , existe un <52 > 0 tal que 

A O 

|/(x)-L 2 | < e/2 

siempre que x esté en el dominio de / y 

0 < jx —XqI < Ô 2 . 
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Ahora bien, como Xq es nn punto de acumulaciôn de %,/estâ definida en 
aigün punto A Xq en el intervalo abierto (xq —^i, Xo + (5i> n (xq- dj, 
Xo + (52>. Luego 

ILj—L 2 I = ii-i —/(xi)+/(xi) —L2i 
< ji-i —y(xi)l + l/(xi) —L2I 



Por tanto, de acuerdo con el lema 3.13, L, = L 2 . 

3.15 Teorema. Si existe un intervalo abierto ^ que contiene a Xq tal que 
para todo x # Xq en "i, f{x) < g(x) < h{x), y si lim/ = 11m h — L, 

XO AO 

entonces 11m g existe y 11m g = L. 

XO -^0 

Prueba. (Figura 7.) Tômese e > 0. Para cada £ existe un numéro > 0 
tal que L-e < /(x) < L + e para 0 < |x-Xol < <5. ya que llm/= L. 

XO 

Ademâs Wm h = L implica que para tal e también existe un numéro ^2 > 0 

tal que L-e < h{x) < L + e para 0 < [x-XqI < ^ 2 - Suponemos que ôi 
y Ô 2 se han escogido tan pequenos que los intervalos <Xo-<3j, Xo + i5i> y 
<Xo — ^2> Xq + ^2) estân contenidos en 3 . Si ô es el mâs pequeno de d, y ^2. 



FIGURA 7 


entonces para 0 < jx —XqI < ô, tenemos 

L-e < f{x) ^ g(x) ^ h{x) < L + e 
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y por tanto 


L-b < g{x) < L + b. 


Pero esto significa 

li'm g = L. 

Xo 

3.16 Teorema. Si lim/= L y a < L < b, enfonces existe un numéro 

Xo 

ô > 0 tal que 

a < /(x) < b 

para todo x en el dominio de f que satisfaga 0 < |x —XqI < b. 

Prueba. (Figura 8.) Tômese e = min {b — L,L — a'\, entonces 

3.17 a ^ L — b < L < L + b < b. 

Ahora bien, como lim / = L, para cada e existe un <5 > 0 tal que siempre 

Xo 

que X estâ en el dominio de / y 0 < |x-Xo| < <5, entonces 

|/(x)-L| < B 


O 

L-b < /(x) < L + Ë. 

Combinando esta ültima desigualdad con 3.17, obtenemos 
a < L — b < /(x) < L + b < b 

para toda x en el dominio de / que satisfaga 0 < |x—X qI < ô. 



FIGURA 8 
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A veces es conveniente considerar el concepto de limite restringido a un 
conjunto 8. 

3.18 Definiciôn. Sea 8 un conjunto y sea la funciôn con dominio 8nÜ)^ 
y régla de correspondencia 

/sW = /W para X68n%. 

Entonces el limite de f en Xq restringido ai es L, escrito 

lim / = L (sobre 8) 

XQ 

O 

lim f{x) = L (xe8n‘Dj-), 

jc-»xo 

si y solo si 

lim /g = L. 

XO 

Hay dos casos especiales que son de particular importancia. 

3.19 Definiciôn. El limite de f en Xq restringido a 8 = < —oo, Xq) se llama 

limite izquierdo de f en x^. 

Las notaciones 

lim / = L y lim /(x) = L 

xq- x-»xo- 

se usan para denotar que L es el limite izquierdo de / en Xq . 

3.20 Definiciôn. El limite def en Xq restringido a 8 = (xq, oo> se llama 
limite derecho de f en x^. 

Las notaciones 

lim f = L y lim f{x) = L 

X-*JCo + 

se usan para denotar que L es el limite derecho de / en Xq . 

3.21 Ejemplo. gExisten lim [x] y lim [x] para n un entero ? 

X-»fl x-»ll + 

SoLuciÔN. (Figura 9.) Para xe[n — 1, n>, [x] = n — 1. De donde esperamos 
que lim [x] = n — 1. Tenemos 

x-*n 

lim [x] = n —1 

x-*n ~ 


si para cada e > 0 existe un <5 > 0 tal que 

l[x]-(n-l)| <£ 
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(El caso 11 — 3) 
FIGURA 9 



lîm [a] = n — \ . 

x-*n~ 

De un modo anâlogo podemos mostrar que Hm [a] = n (problema 7). 


Nota. Si 


iim f = L, 

Xo 


entonces para cada conjunto £ tal que Aq es un punto de acumulaciôn 
de £n‘J)^ 

liin / = L (sobre £). 

Xo 


De donde, si existen conjuntos £i y £2 taies que a'q es un punto de 
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acumulaciôn de fij nD^ y £2 y si 

lini / = Lj (sobre 81) 

Jto 

y 

Hm f — L2 (sobre £2) 

-■So 

con Li ¥= L 2 , entonces Hm/no existe. Ademâs, si para algün conjunto £ 

tal que Xq es un punto de acumulaciôn de £nl)^ el limite de/restringido 
a £ no existe, entonces Hm / no existe. En particular, si / esta definido 

xo 

en un intervalo abierto que contiene a Xq y cualquiera de los limites 
Hm / o Hm / no existe, entonces Hm / no existe. Si Hm / y Hm / ambos 

^0“ xo+ Xü xo~ Xo-*' 

existen y Hm / = Hm /, entonces Hm / existe y Hm / = Hm / = Hm / 

XO“ Xo+ xo Xo Xo“ Xo + 

(problema 10). 

En el ejemplo 3.21 vimos que Hm [x] = n—1 y Hm [x] = n ^ n—1. 

x-*n + 

De ello, de acuerdo con la nota anterior, podemos concluir que Hm [x] no 

x-*n 

existe (figura 9). 

3.22 Ejemplo. Encuéntrese Hm / donde 

0 

f x^ 

f(x) = 

l ^ 

si el limite existe. 

SoLUCiÔN. (Figura 10.) Tenemos 
ahora 

Hm / = Hm x^ = 0 

0 + x-^O* 

ya que para cualquier s > 0 
|x^—0| = x^ < e 

siempre que 0<x —0 = x<ô si 
ô = y/s. Ademâs 

Hm f = Hm x = 0 

0 “ ;ç-*0 - 

ya que para cualquier e > 0 
|x —0| = |x| = —X < e 
siempre que 0<0 —x=—x<ô si 


para x p» o 
para x < 0 
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ô=E. De donde como lim f y li'm / ambos existen y son iguales a cero, 
0 - 0 + 

lim / y lim / = 0. 

0 0 

3.23 Ejemplo. Encuéntrese lim f{x), si existe, para la funciôn / con régla 

x->2 

de correspondencia 

( — x + 2 para X6< —oo,2] 

f(x) = 

[(x —2) para X6<2, oo>. 

SoLUCiÔN. Tenemos 

lim f(x) = lim ( — x + 2) = 0 

x-*2 - x~*2 - 

ya que para un £ > 0, entonces |—x + 2 —Oj = |2 —x| < e siempre que 
0 < 2 —X < f5 = £. Anâlogamente 

lim f(x) = lim (x —2)^ = 0 

ya que para un e > 0, entonces |(x —2)^-0| = (x —2)^ < e siempre que 
0 < X —2 < (5 = ^/e. Por tanto, existe lim /(x) y 

x~* 2 

lim /'(x) = lim /(x) = lim /'(x) = 0. 

x-»2 2 ~ X -* 2 


Problemas 

1. Pruébese que 
a) lim 1 = 1 

A'-O 

c) lim (2x+ 1) = 15 
e) lim (x^ —x) = 2 


g) lim (x^+x^ —2x) = 140 


b) lim (3 —x) = 2 


d) lim {2x+ 1) = 1 

A ->0 

/’) lim (x^ + x) = 12 

jt-*3 

h) lim (x^ + 2x + 3) = 3 


2. Encuéntrese cada uno de los siguientes limites y pruébese su aserciôn. 


a) lim (3 — /) 


b) lim 3/ 


c) lim 1/2 


e) lim (r + 1) 
2 


d) lim r 

2 

f) lim al 

Xo 
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g) lîm al^ 

Xo 

i) lîm (3-,/3x) 

X-» 3 

k) lîm(3 —3^^^) 

X~* 1 

m) 11m (al^ + bl + c) 

2 

3. Pruébese que; lîm 1;(| = 0. 

J£--*0 

4. Demuéstrese que: lîm /= Z, si y sôlo si lîm \ f-L\ = 0. 

XO Xo 

5. Pruébese que : si lîm |/j = L, entonces lîm f = L. Proporcionese un 

xo xo 

ejemplo para demostrar que el recîproco es falso. 

6. Pruébese que si lîm \f\ = 0, entonces lîm / = 0. 

•^0 xo 

7. Pruébese que; lîm [x] — n para n un entero. 

X“*n + 

8. Pruébese que: lîm x cos x = 0. 

x-*0 

9. Pruébese el recîproco del teorema 3.16: si c < f{x) < h para todo a 
en un intervalo <c, d'y, XqB{c, d}, y lim / existe, entonces a < lîm f ^ b. 

Xo Xo 

10. Pruébese que: si/estâ definida en un intervalo abierto que contiene 
a Xg, si lîm / y lîm / existen ambos, y si lim / = lim /, entonces existe 

■*0“ Xo+ Xo“ Xo'*’ 

lîm /y lim / = lîm / = lîm/. 

■Xo Xo Xo ” Xo 

11. Demuéstrese que; 

lim / = lim / o(I + a). 

Xo + Û Xo 

Sugerencia. Redûzcanse ambos limites a limites en cero. 

12. Demuéstrese que; 

a) lim f{x) = lira f{2x) 

x-'O x^O 

b) lim / = lîm / ocl, c ^0 

0 0 

c) lîm /{x) = lîm f(a + h^) 

x-*a* h-*0 

13. Encuéntrese lim f{x), si es que existe, si 

X-* 0 

para xe< —oo,0] 

X para xe<0, oo>. 


h) lim —— 
jc-»3 9 —3x 


./■) Iîm(3+y3x) 

X-» 3 

n lim ( 1 ^+ 3 /+ 2) 

2 

n) lim (al^ + bl + c). 

Xo 
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14. Demuéstrese que: 


a) Si / es uiia funciôn constante, entonces lim —/(^ _ q 


a: xo X — X 0 


b) Si / = I, entonces lim = 1. 


X-^Xo X — An 


c) Si / = /^, entonces lim 


/(x)-/(xo) 


2xo . 


^Xo X —Xo 


^Qué es lo que estos resultados significan geométricamente ? 

/(x)—/(X q) 

15. Encuéntrese lim-, para Xq = 0, si es que existe, donde 

X-Xo 


/(x) = 


x^, para X6< —oo,0] 
x^, para xe< 0 , oo>. 


16, Demuéstrese que: si a 7 ^ 0, entonces lim f{at) = L si y solo si 

t-*to 

11m /(x) = L. 

X‘*ato 


4 . ALGUNOS LIMITES TRIGONOMÉTRICOS 

En esta secciôn establecemos los siguientes limites : 


4.1 

lim sen x = Ü, 


x-O 

4.2 

Hm cos X = 1, 


x-*0 


sen X 

4.3 

lim = 1. 


x^O X 


Estos limites no pueden verificarse usando la definiciôn de limite direc- 
tamente sino que requieren el uso de algunos de los teoremas de la secciôn 3. 

Estableceremos los limites anteriores basândonos en teoremas rela- 
cionados con la geometria de la figura 11. Sea P un punto en el primer 
cuadrante de la circunferencia de radio unitario y centro en el origen. 

Supongamos que el arco QP tiene longitud x; entonces 0 < x < 7 t/ 2. 
Sea [P, R] tangente a la circunferencia unitaria en P y [Q, S] tangente a la 
circunferencia unitaria en Q = (1, 0). Tenemos que P = (cos x, sen x) y x es 
la medida en radianes del ângulo QOP mientras que S = (1, tan x). 
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Como [P, Q] es una lînea poligonal inscrita y [P, R] u [R, Q] es una Mnea 
poligonal circunscrita, 

IQ-PI < ;c < 1R-P| + |Q-R|. 

Ahora bien, [P, Q] es la hipotenusa del triângulo rectângulo PTQ y [R, S] es 
la hipotenusa del triângulo rectângulo SPR. Asi pues, |Q-P| > IT-Pl 
= senx y 1R-P| < 1R-S|. Combinando estas desigualdades tenemos 

sen X < IQ—P| < X < |R—Pl + IQ—R| < 1R~S| + 1Q —R| 

= IQ —SI = tan X. 


Asi, para 0 < x < njl, tenemos 

4,4 sen X < X < tan x. 

Multiplicando la primera de estas desigualdades por 1/x y la segunda por 
—— tenemos - 1 < y cos x <- respectivamente. Ahora bien, 

X ’ X X 

IQ-PI = ^(cos X- 1)^ + (sen x-0)^ = 72-2cosx < x 

de modo que para 0 < x < 7i/2, 

2 — 2 cos X < x^ 


O 


1 


X 

- < cos X . 

2 
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Luego para 0 < x < njl. 


. X sen X 

1-< cos X < - < 1 . 

2 X 


Si -7r/2 < X < 0, entonces njl > — x > 0 


1 , sen(-x) 

1-< cos ( - x) <-i- - < 


O, lo que es équivalente, 


1 


^ — sen X 

-< cos X < - 

2 -X 


sen X 

- < 1 . 

X 


Por tanto 

4.5 


I JC sen X 

t-< cos X <- < ] 

2 X 


para - 7t/2 < x < 0 o 0 < x < n/l. 

Pero, por el ejemplo 3.10 (pâg. 345), ilm 1 - = 1, y por el problema 

de la (pâg. 354), 11m 1 = 1. 

Por tanto, los limites 4.2 y 4.3 se siguen del teorema 3.15 (pâg. 349). 
De 4.4, para 0 < x < njl, 

0 < sen X < X 

mientras que si - 7 t/ 2 < x < 0 

0 < sen(-x) = - senx < -x. 

Asi pues, para - 7r/2 < x < 0 o 0 < x < 7r/2 

0 < |sen x| < |x|. 

Esta ùltima desigualdad implica que lim sen x = 0. Como üm 0 = 0 y 
lim |x| = 0, lim |sen x| = 0 por el teorema 3.15. Luego, por el problema 5 

x-»0 x-*0 ^ 

(pâg. 355), lim sen x = 0. 

.v->0 


5. TEOREMAS SOBRE LIMITES 

La definiciôn de limite dada en la secciôn 3 es en ocasiones bastante 
dificil de aplicar a funciones particulares ya que antes de que podamos 
aplicar la definiciôn debemos habernos supuesto cual es el limite. En esta 
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secciôn damos algunos teoremas que nos permiten reducir el limite de una 
combinaciôn de funciones a una combinaciôn de limites mâs sencillos. 


5.1 Teorema. Si f y g son funciones laies que 

lim / = L] y lim gr = 

XO 

y si Xq es un punto de acumulaciôn de Df+g, enfonces lim(/+g') existe y 

XO 

lim [/+âi] = lim / + lim g = L, d-Lj . 

Xq Xq Xo 

Prueba. Tomemos e > 0. Deseamos demostrar que existe un numéro 
(5 > 0 tal que siempre que x estâ en el dominio de f+g y 0 < |x —xd < ô 
entonces 

\[ f + g \ + 1-2)1 < £■ 

Usando ahora la desigualdad del triângulo, tenernos 

|[/+^] (x)-(L,+ L2)| = |/(x)-L|+^(x)-L2l 

< |/(x)-L,| + îg/(x)-L 2 |. 

Por tanto, si podemos hacer cada uno de estos términos menores que s/2 
para x suficientemente prôximo a Xq, tendremos el resultado deseado. 
Como lim / = L,, para cada 6/2 hay un numéro 3, > 0 tal que siempre 

■XO 

que x 6 Î)y y 0 < [x-xd < <5i, entonces l/(x)-Li| < e/2. Ademâs, como 
lim ÿ = L 2 , hay un numéro ^2 > 0 tal que siempre que xeU)^ y 

Xo 

0 < |x —Xol < Ô 2 , entonces |^(x) —L 2 I < 6 / 2 . 

Sea ô el minimo de (5, y ^ 2 - Entonces, siempre que xe’lf+gi'üf+g = 
©y-nSD^) y 0 < jx —XqI < (5, tenernos 

|[/+ 6 '] W-(E,+ 1 - 2)1 < \f{x)-L^\ + \g(x)-L 2 \ < £/2 + £/2 = e. 

5.2 Teorema. Si f y g son funciones taies que 

lim / = L, y lim g = L 2 

Xo XO 

y si Xq es un punto de acumulaciôn de ‘if g, entonces lim {fg) existe y 

Xo 

lim Ifgl = [lim /] [lim 3 ] = L, L 2 . 

Xo Xo Xo 

Prueba. Tomemos e > 0. Expresamos (/ÿ)(x) —L,L 2 en términos de 
\f{x)—L^\ y |^(x) —Z. 2 I para demostrar que hay un numéro b > 0 tal que 
siempre que xe‘S)j-g y 0 < |x —Xgl < ô, entonces |(/ÿ) (x) —/.[ L 2 I < e. 
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Sumando y restando el término g{x)L^, tenemos 

\[f9]{x)~L^Lj\ = \fix)g{x)-g{x)L^+g{x)L^~LiL2\ 

^ lé'WI |/W-L,| + !L,| \g{x)-L2\. 

Si \gix)\ no se hace “grande” para x prôximo a Xq, podemos hacer 
\(.f9) {x)~L^L 2 \ tan pequeno como queramos haciendo \f{x)-L^\ y 
|ÿ(x) —L 2 I suficientemente pequeno. 

Como \im g = L 2 , para el numéro 1 existe un numéro <5i > 0 tal que 

a:o 

si xeBg y 0 < ix-Xo| < <5,, entonces < 1. Por la desigualdad 

del triângulo tenemos; 

5-3 < ILil + l y 0 < I-y-XqI < ^i)- 

Hay ahora nùmeros (52 > 0 y ^3 > 0 taies que 


5-4 |/(x)-Li| < - - -(xeü)f y 0 < |x-Xo| < (52) 

2(|L2i + l) ' ^ ^ 

y 

5.5 \g(x)-L 2 \ < - / ‘ (xea), y 0 < |x-Xo| < (ij). 

•^(1^11 + U 

Sea ô = min {(5,, (52, ( 53 }; entonces, siempre que xelD^^ y 0 < |x-Xol < ô. 
las desigualdades 5.3, 5.4, y 5.5, todas, se verifican. As! pues 

|[/ô'] ix)-LiL2\ ^ |0(x)| i/(x)-L,| + |L,i \g(x)-L2\ 


< (I-L 2 I + I) 


2(1^21 + 1) 


+ |C,| 


2 ( i C, i + 1 ) 


< £/2 + e /2 = e (xetl);.^ y 0 < |x-Xol < S). 
Por tanto, por la definiciôn de limite 

lîm [/ÿ] = L,L2. 

xo 

5.6 Corolario. Si 11m g = L, entonces 11m cg = cL. 

Xo Xq 

Prueba. Sea la funciôn / del teorema 5.2 la funciôn constante {(x, c)}. 
De acuerdo con lo visto en el ejemplo 3.4 (pâg. 341), 11m c = c. 

Xo 


' Como podia ser cero, el 1 ha sido anadido a Lz para evitar la posibilidad de 
division por cero. 
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5.7 Corolario. Si f y g son funciones taies que 


lim f = y Hm g = L 2 

XQ XQ 

y si Xq es un punto de acumulaciôn de ®/-g, enfonces lim {f—g) existe y 

^0 

lim [/— 0 ] = lim /— lim g = Lj — L 2 . 

JCo Xq Xq 

Prueba 

lim [/-g] = lim [/+(-l)g] 

XQ xo 

= lim / + lim ( —[5.1] 

XO Xo 

= lim / 4- ( — 1) lim g [5.6] 

XO Xo 

= lim / — lim g = —Lj . 

Xo XO 

5.8 Teorema. Si lim g = L ^ 0, enfonces lim g~^ existe y 

XQ Xo 


lim 3 ‘ 

XO 


l 

l' 


Prueba. Tômese e > 0. Deseamos demostrar que hay un numéro 5 > 0 
tal que si xe’Di/^ y 0 < Ia-AqI < ^, entonces 


r r 

1 


X - - 

Lg. 

L 


Ahora bien, 

5.9 


r r 

1 


X - - 

\-3- 

L 


1 


IgWIILI 


|L-f/(x)|. 


1 

De donde si no se hace “grande” para x proximo a Xq, podemos 

hacer .5.9 tan pequeno como deseemos haciendo L—g{x) suficientemente 
pequeno. 

Como lim g — L ^ 0, usando el teorema 3.16, hay un numéro (5i > 0 

^0 

tal que 

\g{x)\i > \L\ (xeDg y 0< |x-Xol < <5i). 

Entonces 

rr^ y o< <^i)- 

I0WI |L| 
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Como lim g = L, hay un numéro ^2 > 0 tal que 

•«O 


\g{x)-L\ < 


\L\h 


(jce'Dg y 0 < |x-Xol < <>' 2 ) • 


Sea ô el minimo de y ôj. Entonces 

1 


r r 

1 


X)- - 


L 


,, . 2 1 |L|"£ 

-- \i--g{x)\ < -^— 

\g{x)\\L\ \L\\L\ 2 

= £ (xeî)g_, y 0 < |x-Xol < ()■). 


Por tanto, Hm g ' = — . 

JCq L, 


5.10 Corolario, Si lim f = Lj y lim g - L 2 , si L 2 ^ 0, y si 

-xo jco 

/ /A 

punto de acumulaciôn del dominio de entonces lim ( - existe y 

S xo \gJ 


Xr. es un 


lim ^ 
^0 L0. 


L, 


Prueba. Usando los teoremas 5.2 y 5.8, tenemos 


lim 

■/" 

= Hm 

f- 

= lim / lim 

’l 


-9- 

Xo 

L gj 


-g- 


-L.±.h 

L 2 Li2 


5.11 Ejemplo. Encuéntrese lim (/^ + 3/—2). 

2 

SOLUCIÔN. 


= lïml^ + lim [3/-2] 

[5.1] 

2 2 

= lim + lim [3/] + lim — 2 

[5.1] 

22 2 

= lim / lim 7 + 3 lim 7 + lim — 2 

[5.2, 5.6] 

22 22 

= 2-2 + 3-2-2 = 8 . 

[3.5, 3.4] 


P+2 

5.12 Ejemplo. Encuéntrese lim — 57 -. 

2 3/ 
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SoLuciÔN. Como Hm [37] = 3 lîm I = 6 ^ Q, 
2 2 


Hm 

2 


7^+2 

37 


Hm [7^+2] 

_2 __ 

Hm [37] 

2 

Hm 7 Hm 7 + Hm 2 
2 2 _ 2 

3 Hm 7 

2 


2-2 + 2 
6 


[5.10] 


[5.1, 5.2] 

[3.5, 3.4] 


5.13 Teorema. iS/Hm f = L y Hm g = Xo,« /q punto de acumulaciôn 

XQ tQ 

de >' si existe un numéro c > 0 tal que g{l) # Xq siempre que 

0 < |/ —/qI < c, enfonces 

Hm [/oÿ] = L. 

to 

Prueba. Como Hm f = L, para cualouier numéro e > 0 hay un numéro 
>7 > 0 tal que 

\f{x)-L\ < £ {xe‘Dj^ y 0 < Ix-a+I < rf). 

Podemos reemplazar esta desigualdad por 

5-14 |/(^(r))-L| < e {g{t)B% y 0 < \g{t)-x^\ < g). 

Como Hm^ = Xq, hay un numéro ^, > 0 tal que 
<0 

Ié'W-^oI < n y 0 < |/-/o] < ,3j). 

Como por hipôtesis |^(0 —> 0 siempre que y 0 < It-tol < c, si ^ 
es el menor de los dos numéros y c, entonces tenemos 

5-15 0 < \g{t)-Xo\ < q (reîi), y 0 < |/-to| < <5). 

Combinando 5.14 y 5.15, tenemos 

l/(â'(0)-7.| < e (te‘J\,g{t)e‘j:>j-, y 0 < |r-fol < à). 

Es decir, 

Hm [/o 0 ] = Hm/( 3 ( 0 ) = C. 

to t-^to 
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Problemas 


1. Dada !a funcion / = 7+3, encuéntrense 
a) lîm / b) Hm / 


c) lim / 


d) Hm [/(x)-/(x + 2)] 

x ->0 


e) lim/(3 + /î) 


/) Hm/(2 + ;i). 

k-O 


2. Encuéntrese el limite de cada una de las siguientes funciones en x = 0 


a) /(x) = 


c) /(x) = 


(3 + xf-3^ 


73 + X-73 


b) f(x) = -( ^ ^ 


d) /(x) = 


xV3 + x 
(3+x)"-9 


e) Rx) = 


3(3 + x)-9 


/) /w= V—^ + 


X \ — 3 + X 


3. Encuéntrese lira 

h-^O 


fix + h)-f(x) 
h 


para cada una de las siguientes 


funciones: 
a) / = R 

c) f = R 
e) f = r^ 


b) f = R 
d)f = r^ 
/) / = i” 


4. Encuéntrese cada uno de los siguientes limites: 


a-) lim 

/ l ->0 


sen 2 h 


b) lim 

/i-*0 


sen^ h 
h 


sen^ h 

,, sen^ 3 h 

c) hm-— 

k^o 

d) lim -— 

k-'O 

tan h 
e) lim- 

/) lim h cos h 

ft->o h 

A->0 

^ ,, tan^ h 
g) hm- 

h) lim - cos ( X + - h\seTi~h 

A-*o h sen h 

k-o h \ 2 / 2 


5. Pruébese directamente el corolario 5.7 usando la definiciôn de limite. 
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6. Pruébese para las siguientes funciones que lim / = /(xq) 

Xo 


a) f 21^+31+1 


c) / = 


2J + 1 
/^ + 1 


b) f= 51^+21 + 3 
d)/ = ^ (xo/±l). 


6. CONTINUIDAD 


Para una funciôn definida sobre un 
continuidad es que la curva que 
représente la grâfica de la funciôn 
debe constituir un trazo ininte- 
n'umpido. Si la grâfica de una 
funciôn tiene interrupciones o saltos, 
como es el caso con la funciôn 
“mâximo entero contenido”, enton- 
ces la funciôn no es continua en 
los puntos en donde las rupturas 
aparecen. Ahora bien, si la grâfica 
de una funciôn / no tiene interrup- 
ciôn alguna en el punto (xo,/(xo)) 
(figura 12), entonces, cuando x tiende 
a aproximarse a Xq, /(x) debe 
aproximarse a /(xq). Nos lleva esto 
a la siguiente definiciôn de conti¬ 
nuidad. 

6.1 Definiciôn. La funciôn f es 
cada £ > 0 existe un ô > 0 tal que 


intervalo, nuestra idea intuitiva de 



el punto Xq en ‘Dj si para 


continua en 

\f{x)-f{Xo)\ < E 


siempre que xe‘Df y Ix —XqI < ô. 

Si Xo pertenece a Dy, pero no es un punto de acumulaciôn de 2)y, 
entonces / es continua en Xq , pues podemos encontrar un ô > 0 tal que no 
baya ningùn punto de By distinto del Xq en (xg —ô, Xg-fô), y entonces el 
ûnico punto que satisface xeBy y |x—X qI < ô es Xq y |/(xo)-/(xo)l = 0 < £ 
para cualquier £ > 0. De dônde, como afirmamos, / es continua en Xq. 

Si Xq es un punto de acumulaciôn de Sy, entonces la definiciôn 6.1 es 
équivalente a la funciôn / es continua en el punto Xq en By si 

lim / = /(xo). 

*0 
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En este caso no necesitamos la restricciôn 0 < |a--Xo| va que claramente 
l/(■^o)-/Uo)l = 0 < £. 

6.2 Ejemplo. Demuéstrese que si /= 1+2, entonces/es continua en 2. 

SOLUCIÔN. El dominio de/ es /« = < - oo, oo> y, per tanto, 2 es un punto 

de acumulaciôn de O/. Tenemos f(2) = 4 y, de acuerdo con el ejemplo 3.2 

(pâg. 340), lim / = 4. Asi pues, lim / = 4 = /(2). Luego/es continua en 2 
2 2 

6.3 Definiciôn. La funciôn j es continua sobre un conjunto 8 cil/ si la 
funciôn restnngida es continua en coda punto de S. 

En la mayoria de los casos de interés 8 es un intervalo. Si 8 es un intervalo 
abierto, entonces la definiciôn 6.3 es équivalente a la funciôn f es continua 
sobre el intervalo abierto 3 si/es continua en cada punto de 3 - 

Si S es un intervalo cerrado, entonces la definiciôn 6.3 es équivalente a la 
funciôn/es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] si / es continua sobre 
el intervalo abierto <«, h} y si 


lim / = f{a) 


y 

lim ./ = fib). 

h - 

De los ejemplos 3.4 y 3.5 (pâg. 341 ), se sigue que la funciôn constante, c, y 
la funciôn identidad, I, son continuas en todos los puntos Xq. Asi pues, 
estas funciones son continuas sobre el intervalo < - co, oo>. El ejemplo 3.21 
(pâg. 351i) muestra que la funciôn “mâximo enlero contenido” {(.v, [a])} no 
es continua en n donde n es un entero, ya que en este caso lim [.v] no existe 

lim [x] = n-\ y lim [x] = n. Sin embargo, la funciôn “mâximo 

x-*n- x-rn'* 

entero contenido” es continua sobre el intervalo [n, n+l>— en n solo se 
requiere que lim [x] = n = [n]. 

Correspondiéndose con los teoremas sobre limites 5 . 1 , 5 . 2 , y los 
corolarios 5.7, 5.10, tenemos el siguiente teorema sobre continuidad. 


6.4 Teorema. Si las funciones f y g son continuas en Xq, entonces f+g, 
f~9i y fd son continuas en .Yq, j — es continua en Xq siempre que 9(.Yq) A 0. 


Prueba. Si Xg no es un punto de acumulaciôn de entonces / + g es 

continua en Xg. Si Xg es un punto de acumulaciôn de entonces Xg 

es un punto de acumulaciôn tanto de 3)^ como de ‘J/ y lim / = /(.Vg) 
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y \\m g = gixo). Por el teorema 5.1, 

Mm [/+0] = Mm f + \\m g 

Xo ■^0 

= /(jCo) + 3(-Xo) = [/+0](>^o) 

y /+^ es continua en Xq . 

Si Xq no es un punto de acumulaciôn de entonces fg es continua 
en Xg. Si Xq es un punto de acumulaciôn de entonces Xq es un punto de 
acumulaciôn tanto de 3)^- como de 3)^, y Mm/ = /(xo) y Mm = ^(xq). 

Xo •’co 

Por el teorema 5.2, 

Mm [/g] = Mm / Mm g = f(xo)g{xo) = [/^ICxq) 

Xo Xo Xo 

y fg es continua en Xq . 

Las pruebas para la diferencia, f—g, y el cociente, fjg, son anâlogas y 
se dejarân como problemas (1 y 2). 

6.5 Teorema. Si f es continua en Xo, Mm^ = X(,, y Iq tin punto de 

to 

acumulaciôn del dominio de f g, entonces 

Mm [/ofif] = /(xo). 

^0 

Prueba. Como / es continua en Xq, para cada nùmero e > 0 existe un 
nùmero > 0 tal que 

6.6 |/{Ar)-/(xo)| < e 

siempre que xe% y |x-.Vol < ri- Ademâs, como Mm ^ = Xq, para > 0 
hay un ô > 0 tal que 

6.7 \g(t)-x^^\ < n 

siempre que te‘i')g y 0 < |/ —toi < 

Ahora bien, si te‘S)j-^g y 0 < [/-toi < ^, entonces te», y por 6.7. 

lér(r)-Xol < g. 

Ademâs g(t)e‘J)j-, y de ello, por 6.6 

< e- 

Hemos mostrado asi que para cualquier nùmero e > 0 existe un nùmero 
ù > 0 tal que 

l[/°5](0-/Uo)l <« 

siempre que te‘S)y^g y 0 < jt-tol < Es decir, que 

Mm [/oÿ] = /(xo). 
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Nota. Obsérvese que si lim g existe y /es continua en lim g, entonces 
el teorema 6.5 nos dice que 

lîm f(g(t)) = /(lim g(t)). 

6.8 Corolario. Si g es continua en t^ y f es continua en g{to), entonces f og 
es continua en / ■ 

Prueba. Si ?o ito es un punto de acumulaciôn de entonces fog es 
continua en tg. Si t,^ es un punto de acumulaciôn de entonces, como 
^0 debe ser un punto de acumulaciôn de y lim g = g{tfj). 

Entonces, por el teorema 6.5, 

lim lfog-\ = /(Êf(to)) = [/og] (tg) 

y f og es continua en tg. 

Recuérdese que una funciôn de la forma 

/ = Z «JZ 

donde las a* son funciones constantes, se llama funciôn polinomial o 
simplemente polinomio. Como una funciôn polinomial esta construida por 
multiplicaciôn y adiciôn de la funciôn identidad y de funciones constantes, 
y estas funciones son continuas sobre el intervalo <-oo, oo>, entonces, 
por el teorema 6.4, se signe por inducciôn que cualquier funciôn polinomial 
es continua sobre el intervalo <-oo, oo>. 

Una. funciôn racional es una funciôn que es el cociente de dos funciones 
polinomiales. Por el teorema 6.4 una funciôn racional es continua en todos 
los puntos, excepto en aquéllos en que el denominador se hace cero. Sin 
embargo, una funciôn racional no esta definida en taies puntos; por tanto, 
las funciones racionales son continuas en todos los puntos de su dominio 
de definiciôn. 

Una funciôn se llama continua si es continua en todos los puntos de su 
dominio. Las funciones polinomiales y las funciones racionales son funciones 
continuas. 

El ejemplo 3.11 (pâg. 346) muestra que la funciôn raiz cuadrada, es 
continua en su dominio de definiciôn [0, oo> y el ejemplo 3.12 (pâg. 347) 
muestra que la raiz cùbica, es continua en su dominio de definiciôn 
< —03,00>. Mas adelante, en el capitule 14, definiremos F para todo 
numéro real r y veremos que F es una funciôn continua. Asi pues, usando 
el corolario 6.8, podremos concluir que todas las funciones algebraicas 
simples son funciones continuas. 
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Ahora bien, es también cierto que las fiinciones trigonométricas son 
continuas en todos los puntos en que estân definidas. Primero vamos a 
demostrar que la funciôn seno es continua en el intervalo ( — 00 , 00 }. 
Usando los limites 4.1 y 4.2, los teoremas 5.1 y 5.2 y el corolario 5.6, 
tenemos, para cualquier X6< — 00 , 00 } 

lim sen(x + li) = 11m [sen x cos h + cos x sen /i] 

Ji ->0 Ji ->0 

= sen X lim cos It + cos x lim sen h 

h->0 h->0 

= sen X. 

Asi pues, la funciôn seno es continua en el intervalo < — 00, oo>. Anâloga- 

mente, lim cos(x + /j) = cos x para cualquier xe( — 00, go>, de modo que 
;i->o 

la funciôn coseno es también continua en el intervalo ( — 00, oo>. De ello 
y del teorema 6.4, se signe que las restantes funciones trigonométricas son 
continuas en todos los puntos en que estân definidas. Por ejemplo, la 
funciôn coseno es cero en nn + Tij2 con « un entero. Para estos valores 
las funciones tangente y secante no estân definidas y por consiguiente no son 
continuas en nn + njl. Sin embargo, son continuas en todos los puntos de 
su dominio de definiciôn. 

En resumen, sabemos ahora que iodas las funciones polinomiales, racio- 
nales, potenciales y trigonométricas son funciones continuas. Ademâs, del 
corolario 6.8 se sigue que todas las composiciones de estas funciones son 
también funciones continuas. 

El siguiente teorema es anâlogo al teorema 3.16 (pâg. 350). 

6.9 Teorema. Si f es una funciôn continua en x^y a < f{xf) < b, entonces 
existe un nùmero ô > 0 tal que 

a < /(x) < b 

para todo x en el dominio de f que satisfaga Ix —XqI < <5. 

Prueba. (Figura 13 .) Sea e = min {6 —/(xq),/(xq) —a}; entonces 

6.10 a < /(xo)-e < /(xo) </(xo) + e <b. 

Ahora bien, como / es continua en Xq, existe para el e tomado un ^ > 0 
tal que siempre que x esté en iüy y |x —XqI < ô, entonces 

\f{x)-f{xo)\ < £ 

O 

/(xo)-£ < /(x) < /(xo) + e. 
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Combinando esta ûltima desigualdad con 6.10, obtenemos 
a < f{xo)-e. < f(x) < /(xo) + e < b 
para todo x enD^ que satisfaga Ix —XqI < <5. 

6.11 Corolario. Si f es una funciôn continua en Xq y /(xg) > 0(/(xo) < 0), 
entonces existe un nùmero <5 > 0 tal que f{x) > 0 (/(x) < 0) siempre que 
X esté en 3)y y |x —Xgl < ô. 

Problenias 

1. Pruébese que: si las funciones f y g son continuas en Xg, entonces 
f—g es continua en Xg. 

2. Pruébese que: si las funciones f y g son continuas en Xg y g{xQ) 0, 
entonces fjg es continua en .Vg. 

3. Pruébese el corolario 6.11. 

4. Pruébese que la funciôn coseno es continua en el intervalo ( — co, oo). 

5. Demuéstrese que las siguientes funciones son continuas en el intervalo 

< — 00 , oo): 

«) f{x) = sen(/lx+fi) b) /(x) = sen (cos .v). 

6. Pruébese que la funciôn / definida por 

j {x) = X sen - , X 7 ^ 0 

X 

/(O) = 0 

es continua en < —oo, oo). 
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7. i Es la funciôn / definida por 


,,, , tan X 
J{x) = -, x#0 


/(O) = 1 


continua en <—7t/2, 7i/2>? 

8. Para las siguientes funciones / encuéntrense los puntos (si es que hay 
algunos) donde la funciôn no es continua: 


a) f(x) = cot X 


c) f(x) = 


x ^-2 


x^ —4x^ + 4x 


. \/(x) = -2, X6 < - CO, 3] 
^ (/(^r) = 2x+1, ;ce<3, oo> 


b) /(x) = x^—x^ + 1 
X H- 3 

d) f(x) = ^ ^ 

X + X “h 1 

(/W = ^3 X6<( — 00, 0] 
/) |/W = X, X6<0, i> 
[/(x) = 1, X6[l, 00> 


9. Pruébese que la funciôn / definida por 

sen X 

1 

m = 


para x 0 


es continua en < —oo, oo>. 

10. Demuéstrese que 


1 para x = 0 


,, sen ch 

lim - = c. 

ji->o h 


Sugerencia. Nôtese que, para h ^ 0, —-— = cf{ch) donde / es la 
funciôn del problema 9. 

*11. Sea e el conjunto de todas las funciones definidas y continuas 
sobre un intervalo J. Muéstrese que C es un grupo respecto a la operaciôn 
de adiciôn de funciones. 

*12. Sea C el conjunto de todas las funciones / definidas y continuas 
sobre un intervalo 5 y taies que /(x) / 0 para todo xë J. ^Demuéstrese 
que C es un grupo respecto a la multiplicaciôn de funciones. 
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7. VELOCIDAD 


Daremos ahora un ejemplo de problema fîsico que requiere la nociôn 
de limite. Nos ocuparemos del movimiento de un punlo geométrico u objeto 
cuyas dimenskmes son despreciables comparadas con la distancia entre los 
objetos O con el movimiento que se estudia. Este objeto se llama partlcula. 
Asi, por ejemplo, la tierra puede considerarse una partlcula cuando se 
considéra su movimiento respecte del sol, pero esta muy lejos de ser una 
partlcula para nosotros cuando nos movemos sobre su superficie. 

Consideremos una partlcula que se mueve a lo largo de una linea recta 
(figura 14). Cuando el tiempo cambia, la posiciôn de la partlcula en la 

h t *2 

-1-1-^^-X 

0 X 

FIGURA 14 


recta cambia. Denotemos por .v(/) la distancia dirigida de la partlcula a 
punto de referencia 0 en el instante t; entonces .v = {(t. A(t))} es una 
funciôn —la funciôn tiempo-desplazamiento. En el tiempo la partlcula 
tiene la posiciôn .v, = .v(t|) y en el tiempo ^2 posiciôn .Vj = .v(t 2 .)' 
distancia .V 2 -a', se llama desplazamiento de la partlcula en el intervalo de 
tiempo [t,, / 2 ]' Si,como se muestra en lafigura 14,.Vj > a, ,entonces A 2 —Aj 
es un desplazamiento positive. La velocidad media v de la partlcula durante 
el intervalo de tiempo [t,, i^] esta dennida como 



Supongamos ahora que intentamos définir la velocidad instantânea de la 
partlcula en el'instante /q cuando esta pa.sando por la posiciôn .Vq = A(to)- 
Si encontramos las velocidades médias sobre intervalos de tiempo mâs y 
mâs pequeiïos que comiencen o terminen en /q, estas velocidades médias 
pueden aproximarse a un valor bien definido denotado por (léase 

“a prima en Iq"). Este valor limite 


a'(/o) = lim 

r-(o 


x(t)-x(to) 

‘->0 


de las velocidades médias medidas sobre intervalos de tiempo mâs y mâs 
pequenos alrededor de r^, si existe, es ciertamente una medida de cuân 
râpido se mueve la partlcula cerca de Iq. Es, pues, natural définir la 
velocidad, sn el tiempo Iq, como x’{I q). 
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Es a menudo conveniente representar grâficamente el desplazamiento y 
la velocidad. Podemos hacer esto dibujando la grâfica de la funciôn tiempo- 
desplazamiento x = {(?, .v(/))} (figura 15). En el tiempo la particula 
tiene un desplazamiento jc, = a(/,) desde O y esta representada por el 



punto A = Anâlogamente, en la particula tiene un despla¬ 

zamiento X 2 = x{i 2 ) desde O y esta representada por el punto B. La velo¬ 
cidad media de la particula en el intervalo de tiempo [/,, / 2 ] es 

<2 — () 

y corresponde geométricamente a la pendiente de la secante [A, B], La 
velocidad instantânea .v'(/o) corresponde a la pendiente de la tangente a 
la grâfica de la funciôn desplazamiento .v en el punto D = (/q, .v(/o)). 

7.1 Ejemplo. Considérese una particula que se mueve a lo largo de una 
recta para la que la funciôn tiempo-desplazamiento es 

= {(/, t^)}. 

^Cuâl es la velocidad en el tiempo /g? 


SoLUCiÔN. La velocidad en tg es 


v{to) = x'do) = lim 

r-to 

= lim 

(-(o 


A-(t)-,\(to) 

i-h 


lim 

(-(o 


' ‘o 


t-ln 



d + lo) 


lirn (r + (o) 

I ->(0 


Compârese este resultado con el ejemplo 2.2 (pâg. 336). 


2t 


0 • 
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Problemas 


1. Encuéntrese la velocidad en el tiempo para los movimientos a lo 
largo de una recta descritos por las siguientes funciones tiempo- 
desplazamiento : 


a) X = {(t, 16 / 2 )} 
c) x= {(/, 16/2 + 5)} 
e) x= {(/, 2 / 2 - 3 )} 


h) x= {(/, 4)} 
d) x = {(/, t + 2)} 

f) X = {(/, /")}, 


2. La aceleraciôn promedio a de una partlcula durante el intervalo de 
tiempo [/i, t 2 ] se define por 


_ ^ V2-V1 ^ v(t 2 )-v(ti) 

h-h /j-/, 


Definase la aceleraciôn instantânea en el tiempo /q usando la definiciôn 
de velocidad instantânea como modelo. 

3. Lo siguiente es un registre tiempo-distancia del comportamiento de 
dos automôviles en una prueba sobre aceleraciôn : 


Tiempo 

(segundos) 

Distancia (en métros) 

Auto A 

Auto B 

0 

0 

0 

5 

35 

40 

10 

80 

100 

15 

150 

210 

20 

240 

320 

25 

380 

470 

30 

600 

670 

35 

900 

900 

40 

1 220 

1 200 


Preséntese, dibujando grâficas continuas, una comparaciôn del comporta¬ 
miento de los dos carros respecte a 

a) tiempo-distancia, 

h) tiempo (en segundos)-velocidad (en kilômetros por hora), 
c) tiempo (en segundos)-aceleraciôn (en kilômetros por hora/segundo). 
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8. LA DERIVADA 


En la secciôn 2, la pendiente de la recta tangente a la grâfica de una 
funciôn g en un punto Pq = (jcoj ^(-^o)) se definla por 

jc-»xo X — Xq I Xq 

En la secciôn 7 definimos la velocidad como 

l™ = llm , 

t-*to t — Iq Io i to 

donde x era la funciôn tiempo-desplazamiento de una partîcula que se 
movla a lo largo de una recta. 

Estas dos definiciones contienen el mismo tipo de limite. Como esta 
clase de limite ocurre frecuentemente en matemâticas y en las aplicaciones 
de las matemâticas, se estudia como si constituyera una entidad por si 
solo y se le da el nombre de “derivada”. 

Nota. Siempre que consideremos derivadas de funciones, supondremos 
que todas las funciones que aparezcan en nuestras discusiones estân 
definidas sobre un intervalo 3 consistente en mâs de un punto o en la 
union de varios de taies intervalos. 

8.1 Definiciôn. Si f es una funciôn, enfonces f (léase “f prima"), la 
derivada de f, es una funciôn con régla de correspondencia 

f (xo) = lim —- 

xo / — Xq 


que tiene como dominio el conjunto de todos los nûmeros del dominio de j para 
los que existe tal limite. 

Asi pues, la derivada de una funciôn f en Xq se dénota por J'{xq) y 


ffxç,) 


lim 


/( a ) -f(xo) 


x-x„ 


Sea 


g(.x) = 


f(x)-f(Xo) 

X-Xo 


como 


Um g = Hm g ^(xq + I) 

Xo 0 


= lim gixo + h), 

h -*0 
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obtenemos 


/'(xo) = lîm + /Uo) ^ ./(xo + /i) /(xq) 


La cantidad /(xo + Zî)—/( xg) es el cambio de valor de la funciôn cuando Xg 

cambia en la cantidad /z, y la razôn - - —_/ï_o) razôn de cambio 

h 

promedio. La derivada de / en Xg es el limite de esta razôn de cam¬ 
bio promedio y se llama razôn “instantânea” de cambio en Xg (figura 16). 



La definiciôn de recta tangente puede formularse ahora usando el 
concepto de derivada (figura 16): la recta tangente C a la grâfica de una 
funciôn / en el punto Pg = (Xo,/(xo)) es la recta que pasa por Pg de 
pendiente /'(xg) —la derivada de /en Xg— si la derivada existe. Asi pues, 
la recta tangente a la grâfica en Pg es la recta 

{(xo,/(Xg)) + /(l,/'(xo))} ; 

una ecuaciôn de la recta tangente C es 

y = /'(•Vg)(x-Xg)-l-/(Xo). 

La velocidad de una funciôn x en el tiempo tg es x'(?g), la derivada 
de X en tg, si es que la derivada existe. 

Si X es un numéro en el dominio de /', entonces decimos que / es 
diferenciable en x. 
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8.2 Definiciôn. La funciôn f es diferenciable sobre un intervalo 3^ si la 

funciôn restringida es diferenciable en cada punto de 3- 

Si 2 es un intervalo abierto, entonces la definiciôn 8.2 es équivalente a la 
funciôn f es diferenciable en el intervalo abierto 3 si / es diferenciable en 
todo punto de 3- 

Si 3 es un intervalo cerrado [a, h] (a < h), entonces la definiciôn 8.2 es 
équivalente a la funciôn / es diferenciable en el intervalo cerrado [«, h] 
si /es diferenciable en cada punto de! intervalo abierto <üf, 6> y si 

iim 

(1-0+ h 


lin, 

h 

existen. 

Ademâs de /', se usarâ con frecuencia la notaciôn Df para denotar a la 
derivada de /. Advertimos al estudiante que Df no significa f multiplicadc 
por D sino que mâs bien lo que représenta es una funciôn derivada de la 
funciôn / por la operaciôn de tomar la derivada de / —la operaciôn se 
llama diferenciaciôn. Cuando se usa esta notaciôn, se escribe frecuen- 
temente D^f{x) para denotar a /'(.x) en lugar de escribir [D/] (x). Poi 
ejemplo, si /(x) = sen x, escribiremos /'(x) = sen x. 


8.3 Ejemplo. Encuéntrese el valor de la derivada de / en 2 si / = P. 


SoLUCiÔN. Tenemos 


/'(2) = lim 

h ->0 


fi2 + h)-f(2) 
h 


x-> 2 X — 2 


lim 


x^-4 


x-2 X —2 

Este es el limite evaluado en e! ejemplo 3.3 (pâg, 341). Por tanto, /'(2) = 4 
8.4 Ejemplo. Encuéntrese la derivada /' de /, si / = P. 

SoLUCiÔN. Tenemos 


/'(x) = lim 

Ji-O 


/(x + /!)-/(x) 


lim 

/ i -*0 


{x-^hŸ-x^ 


= lim 

h ->0 


x^ +2xh + — x^ 


= lim 

A -»0 


(2x + /i) = 2x. 
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Asi pues, esta funciôn es diferenciable para todos los nümeros en el inter- 
valo < — 00, co>. Dp =2/ y la régla de correspondencia de la derivada 
de es (x) = 2x o D^x^ = 2x. Notese que este resultado contiene el 
resultado del ejemplo 8.3. Compârese este resultado con los ejemplos 2.2 
(pâg. 336) y 7.1 (pâg.373). 

8.5 Ejemplo. Encuéntrese la recta tangente a la parâbola y = en el 
punto (2, 4). 

SOLUCIÔN. La pendiente de la recta tangente es /'(2) donde f = P. 
Pero, por el ejemplo 8.4, f’{2) = 4. Por tanto, la recta tangente es 

C = {(2,4) + r(l,4)}. 

Una ecuaciôn para la recta tangente C es 

y = 4Cx-2) + 4 
o 

y = 4x —4. 

8.6 Ejemplo. Encuéntrese la derivada /' de la funciôn constante 
/= {U,c)}. 

SOLUClÔN. 


f'ix) = Uni 

h ->0 


f(x + h)-f{x) 


= lim 

/i-O 


c-c 0 

-= nm - 

h A-*o h 


= 11m 0 = 0. 

h^O 

As! pues, la derivada de cualquier funciôn constante {(x, c)} es la funciôn 
cero {(x, 0)}. La grâfica de una funciôn constante es una recta horizontal. 
Es su propia recta tangente en cada uno de sus puntos y esta tangente tiene 
pendiente 0. 


8.7 Ejemplo. Encuéntrese sen D. 

SOLUCiÔN. Usando 3.29 del capitule 6 (pâg. 277), para cualquier xeR, 

„ ,, sen (x + h) — sen X 

sen X = lim -- - - 

h^o h 


2 cos jx + jh) sen (jh) 
h-*o h 
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cos (x+ 2 ^ 1 ) sen (jh) 
h->0 \h 


= lim cos (x + ^h) litn 

h^O fc-O 


sen (^/i) 

ih 


= cos X , 

donde el limite de 4.3 (pâg. 356) y la continuidad de la funciôn coseno 
han sido empleados. Asi pues 

D sen = cos. 

8.8 Ejemplo. Encuéntrese la derivada DI de la funciôn identidad 
/ = {(x, x)}. 


SOLUCIÔN. Para cualquier xeR, 


D^I{x) = DjjX = lim 

h->0 


l(x + h) — I(x) 

Jt 


,, x + h — x 

hm- 

h^o h 


= lim - = 1. 
(i-^o h 

8.9 Ejemplo. Encuéntrese 
SOLUCIÔN. 


7x + /r -7x 


D^^x = lim 

h~*0 h 


Multiplicande el numerador y el denominador por Jx+ h+^fx, obtenemos 


/)j:\/x = lim 

fi->0 


[ ^x + h- yjx _ ^x + h + ^ \ 
1 h yjx + h + X I 


,, x + h — x 1 

= lim - - - -—- = —— , 

h^o hl-,J^h +^lx~] 2jx 

donde se usô la continuidad de la funciôn raiz cuadrada para obtener el 
limite (ejemplo 3.11, pâg. 346). 

El siguiente teorema enuncia una relaciôn entre diferenciabilidad de una 
funciôn en un punto y continuidad en el punto. 


8.10 Teorema. Si la funciôn f es diferenciable en Xq, enfonces f es 
continua en Xq . 
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Prueba. Si / es diferenciable en Xq, entonces 


f'(Xo) = lim 

h-O 


/(Xo + /0-/(Xo) 

h 


La funciôn / es continua en Xg si 


lim f(xo + h) = f{Xo) = lim /(xg) 

/i-O (,-0 


O, equivalentemente, si 

lim {/(Xo + /i)-/(xo)} = 0. 

h-^0 


Ahora bien, 


lim {/(^o + />)-/(Ao)} = lim 

h-O 1,-0 



= lim 

h-O 


/(xo + /;)-/(xo) 

h 


lim h 

h-O 


= /'(Xo)-0 = 0 


de modo que / es continua en Xq. 

El reciproco del teorema 8.10 no es cierto. Es decir, una funciôn/puede 
ser continua en Xq, pero no ser diferenciable en Xg. Por ejemplo, la funciôn 
valor absoluto / = {(x, |xl)} es continua en cero, pero no es diferenciable 
en cero. La funciôn valor absoluto no es diferenciable en cero porque 


lim miinzm . ii,„ üL+üidîi, w 

h-O h h-O h h-O h 


no existe, como mostramos en el ejemplo 3.9 (pâg. 344). Sin embargo, la 
funciôn es continua en 0 ya que por el problema 3 (pâg. 355) sabemos que 

lim |0 + /)i = lim |/(i = 0 = |0i. 

h-O h-O 

La grâfica de esta funciôn no se rompe en cero, pero no tiene una tangente 
en cero (figura 17). 
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8.11 Corolario. Si la funciôn f es diferenciable sobre un intenalo 3, 
entonces f es continua en 3. 

Prueba. ApHquese el teorema 8.10 a /j. 


Nota. Se piieden introducir las derivadas izquierda y derecha que se 
definen como sigue; la derivada izquierda de / en Xq es 


/' 


iim 

h^o- 


/'(Xo + /i)-/(xo) 

h 


y la derivada derecha de f en Xq es 


.r^xo) 


lim 

(.-O* 


y(xo+/»)—/( x q) 

h 


Si una funciôn / estâ definida en un intervalo abierto que contiene 
a Xq, entonces /tiene una derivada (es diferenciable) en Xq si y sôlo si 
tiene tanto derivada izquierda como derivada derecha en Xq y ambas 
son iguales (problema 4). Por ejemplo, la funciôn valor absoluto 
/= {(x, ix|)} tiene una derivada izquierda en cero, /''(O) = — 1, y 
una derivada derecha en cero, f ^ (0) = + 1. Sin embargo, no son iguales. 
Por tanto, la funciôn valor absoluto no es diferenciable en cero. La 
funciôn valor absoluto es diferenciable en y — c», 0] y en [0, co), pero 
no es diferenciable en cero. 


Problemas 

1, Usando el ejemplo 8.7 como modelo, demuéstrese que 

D cos = — sen. 


2. 

Encuéntrese para cada uno de los 

siguientes casos la derivada de / 

a) 

/ = 

2/+1 

b) 

/ = 

5-6/^ 

c) 

/ = 

ml+b 

d) 

/ = 

7^ + 3/ 

e) 

/ = 

al^ 

.f) 

/ = 

fl/^+W+c 

g) 

/ = 

1 

b) 

/ = 

/ 

/ + 5 



1-2 

i) 

/ = 

I 

j) 

/ = 

1 



1^ + 3 



2/^ + 1 



1^+21 


/ = 

7^ + 2 

k) 

/ = 

I 

l) 

7 
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3. Encuéntrese la derivada de / cuando: 


a) /(x) = 2-3x 

b) f{x) = 

mx + b 

c) /(x) = ax^ 

d) /(x) = 

2x —x^ 

e) f{x) = 4x^ + 2x^ 

/) f{x) = 

2 



x + J 

9) f{x) = 

h) f(x) = 

x + 4 

X 

0 J\x) - ^ 

x + 2 

J) fix) = 

x^ + 1 

X 


4. Pruebese que: si una funciôn / esta definida en un intervalo abierto 
que contiene a Aq, entonces / es diferenciable en Xq si y solo si tiene tanto 
derivada derecha como derivada izquierda en Xq y las dos son iguales. 


5. Encuéntrese la derivada de 
a) fix) = [x] 

f/W = 2x, xE<-oo, 3] 

^ 1/W = 3, x6<3, oo> 


/ cuando: 

t>) f(x) = {Ix 

|/W = X6<-00, 

1/W = 0, X6<0, oo> 


0 ] 


9. TEOREMAS SOBRE DERIVADAS 

En esta secciôn sistematizaremos nuestro estudio de las derivadas 
estableciendo algunas de sus propiedades fundamentales e ilustrando cômo 
estas propiedades (que pueden llamarse réglas) pueden aplicarse para 
calcular numerosas derivadas partiendo de las pocas y sencillas formulas 
que hemos derivado por el câlculo directe del limite: 

Hm + 


9.1 Teorema. Si J y g son diferenciables en un intervalo entonces 
f -y g es diferenciable en 2 y 

DU+g] = Df-yDg en 2■ 


Prueba. En la prueba podemos suponer que las funciones f y g tienen, 
ambas, como dominio el intervalo J. En otro caso,/y g se reemplazarian 
por las funciones restrmgidas a 3. En particular, en los puntos extremos de 
un intervalo cerrado ünicamente pedimos derivadas a un solo lado. Sea x 
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un numéro cualquiera en 3^, entonces 

[f+ci~\(x + h)-lf+g'](x) „ fix + h) + gix + h)-fix)-gix) 

lim —-- iim- - 

fi-^O h >i-*0 n 

- lim I fix + h)-fix) g{x + h)-gix) | 

h^o [h h i 

= Hm + Um + 

k->0 h h^o h 

= Dfix) + Dgix) = IDf+Dg'] (x). 

Por tanto 

D{f+g} = Df+Dg en 3. 

No es cierto que f+g diferenciable en 3 implique f y g diferenciables 
en 3- Por ejemplo, si 

n para x racional / 1 _ { 0 para x racional 

f{x) - I Q ^ irracional ^ ~ \ 1 para x irracional 

entonces f+g = ^ sobre /? y ni / es diferenciable ni g lo es. 

9.2 Ejemplo. Encuéntrese D{P + I+4). 

SoLUCiÔN. DI^, DI, y DA estân definidas sobre toda la recta <-oo, oo>. 
Por tanto D{P + I+A) esta definida sobre < — co, oo> y 

D[P + I+A] = DI^ + D[I+A\ [9.1] 

= DI^ + DI+DA [9.1] 

= 27+1+0 [8.4, 8.8, 8.6]. 

9.3 Teorema. Si J y g son diferenciables en un inlervalo 3, entonces fg es 
diferenciable 3 J 

DUa] = fDg+gDf en 3- 

Prueba. En la prueba, podemos suponer que las funciones f y g tienen 
el intervalo 3 como dominio. Sea x un numéro cualquiera en 3, entonces 

11m [/g] (x + h)-Ug'] (x) ^ /(x + h)g{x + h) -/(x) g (x) 

h^o h *->0 h 

Sumando y restando el término f{x + li)g{x) en el numerador —el término 
f{x)g{x + h) puede, si se quiere, usarse en su lugar— y reagrupando 
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términos, la expresiôn anterior toma la forma 

lini + ls(x + h)~g(x)] + g(x) U(x + li)-J\x)] 

h-O /j 

- Mm /(, + („ llm ta ûî±ht:IM. 

i<^0 fi-^0 h /i-o ;i-o h 

= f{x)Dg{x) + y{x)Df{x) = l/Dg + gDf} (a). 

Por tanto 

D[fg] = fDg+gDf en 3. 

Adviértase que Hm f(x + h) = f{x) ya que /''(.v) existe y, por tanto. por 

;i->o 

el teorema 8.10 (pâg, 379), / es continua en .v. 

9.4 Corolario. Si g es diferenciahie en un inlenalo y c es una funciôn 
constante, entonces cg es diferenciahie en 2 y 

D[cg] = cDg en il. 

Prukba. Sea, en el teorema 9.3, la funciôn / la funciôn constante 
c = {(.V, (')}. Por el ejemplo 8.6 (pâg. 378), c es diferenciahie en R y Z)c = 0 
en R. De donde c es diferenciahie en 7) y £>c = 0 en 3. 

9.5 Ejemplo. Encuéntrese £)[(/^4-/ + 4) sert]. 

SoLL'CiÔN. (P + f + 4) y sen son diferenciahles sohre R (ejemplos 9.2 y 8.7). 
Por tanto (/^ + / + 4) sen es diferenciahie sohre R y 

D[{/^-:-!+4) sen] = (/^ + / + 4)Dsen + sen Z)(/^ + / + 4) [9.3] 

= (/^ + /+4) cos + (2/+ 1) sen [8.7, 9.2]. 

9.6 Teorema. Si g es diferenciahie en un intercalo 7) }’ para todo Ae^, 
g{x) # 0, entonces g ' es diferenciahie en 7) y 

' = -g'^ldg en 2- 

Prueba. De nuevo podemos suponer en la prueha que la funciôn g tiene 
el intervalo 7 como dominio. Sea a un numéro cualquiera en 7; entonces 

1 _ 1 _ 

lîni 9^\x + h)~-g fx) ^ g(x + h) gjx) 
i‘-‘0 h h->o h 

= l'im ÿ^x.)-g{x + h) 

/.-O hglx + h)g{x) 
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lim I -1 g{x + h)-gix) 
h^o\g(x + h)g{x} h 


D^g(x) = -g ^(x)D^g(x) 


pues la diferenciabilidad de ^ en x y g(x) # 0 implica 

11m-i- = — . 

h^og(x + h) g(x) 


Por tanto 


Dg ^ = -g ^Dg en J. 


9.7 Corolario. Si f y g son diferenciables en un inlervalo 5 y toda 
f 

xe^, g{x) # 0, entonces - es diferenciable en^i y 

g 


Prueba. 


4 -:]= 

“Kl- 


gDf-fDg 


DU9~^'\ 


= fDg-^+g-^Df 
= -fg~^Dg + g~'Df 
gDf-fDg 


Por tanto 


- 9 - 


gDf-fDg 


9.8 Ejemplo. Encuéntrese D tan. 

SoLUCiÔN. Como sen y cos son diferenciables sobre R, para cualquier 
intervalo J que no contenga punto alguno en que cos sea cero, 

^ sen 
D tan = D — 


cos D sen — sen D cos 
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[8.7, problema 1, pâg. 381] 


cos^ + sen^ 
cos^ 


Con la ayuda de los leoremas 9.3 y 9.6, podemos ahora encontrar la 
derivada de las funciones potenciales /” para n un entero cualquiera. 

9.9 Teorema. DI" = nl"^ ’ para n un entero cualquiera. 

Nota. Debe notarse que cuando n < 0, 0 no esta en el dominio de /" y, 
por ello, es claro que tampoco en el dominio de DI". 

Prueba. Estableceremos primero la formula para un n entero positive 
por inducciôn matemâtica. Sea S el conjunto de todos los enteros positives n 
para los que la formula se verifica. 

1) 1 e8 ya que, por S.S, DI = I = 1 

2) Si Are S, es decir, si £•/* = kl''^', entonces 

= D[/‘/] = l'^DI + lDl‘‘ 

= l'+likl'^-') 

= (1 +/.)/*“ 

y A'+leS. Por tanto, por el principio de inducciôn, S es el conjunto de 
todos los enteros positives y la formula queda probada para cualquier n 
entero positive. 

Para n = 0, por 8.6, £>/“ = D\ = 0 = 0/“' y la formula se verifica 
para n = 0. 

Si n es un entero négative, si w = —n, entonces m es un entero positive 
y podemos aplicar el teorema 9.6. Por tanto 

DI" = DI-'" = Diry' = -{ry^Dr [9.6] 

= -ml-"'-' = ni"-' 

y la formula se verifica para un entero cualquiera n. 

Nota. Mas adelante, en el capitule 14, veremos que la formula del 
teorema 9.9 se verifica para cualquier numéro real r. Hasta este momento, 
r se ha definido solo para un numéro racional r. De aqui en adelante 
usaremos la formula DT = ri'-' para cualquier numéro racional r 
aunque solo la hayamos probado para r entero o igual a ] (en el 
ejemplo 8.9) o igual a \ (en el problema 56 de la secciôn 8). 


[9.3] 

[ 8 . 8 ] 
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9.10 Ejemplo. Encuéntrese Z)(5/® + 2/^ + 3/). 


SoLUCiÔN. Como cada término en 5/^+2/^ + 3/ es diferenciable en R, 
5/^+2/^+ 3/es diferenciable en R y 

£>(57^+2/^ + 3/) = 5DI^+2DP + 2>DI [9.1,9.4] 

= 25/‘‘ + 6/^ + 3 [9.9]. 


Problemas 

1. Pruébese que: si / y ^ son diferenciables en un intervalo 'J, entonces 
f—g es diferenciable en 2 Y D{f—g) = Df—Dg en 2- 

2. Demuéstrese que: 7) cot = — csc^. 

3. Demuéstrese que: D sec = sec tan. 

4. Demuéstrese que: D esc = — esc cot. 

5. Pruébese que para n funciones /i,/ 2 ,...,/„ diferenciables en un 
intervalo J, 

f= i Dfi ««' 5 - 

«=1 i=l 

6. Demuéstrese que si / es una funciôn poiinomial 

/ = î 

k-0 


entonces 


n 

Df = X; en R . 

*= i 


7. 

a) 

c) 

e) 

9) 

i) 


Encuéntrese cada una de las siguientes derivadas: 


£)(5/^ + 2/+3) 
D {P + sen) 
D(sen + tan) 
D(sec^ —tan^) 
D{2 tan) 


k) 7)(/^ —sen) 


m) D{P sen) 


b) D{I+iP + \P) 
d) D{P+cok) 
f) £>(sec —tan) 
D{21 tan) 

D{21 cot) 


h) 

j) 

l) D{s&n — P) 


n) D 


1^ 


1+7 


o) D 
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r) D(sen esc) 


r,/sen\ 
g) D[ — 

\csc/ 

, ,, /l + seiî\ , , 

s) D - /) D[/^o(/^ + l)]. 

\1 -f COS/ 


8. Encuéntrese cada una de las siguientes derivadas: 


a) D^{Ax^ + -\-l)x) 

c) (x^ + cos x) 
e) D^(x^ cos x) 
g) D^(scn^ x + cos^ x) 
/) D^{2senx) 
k ) (cos X + X sen x) 


b) DAix + ^x^ + ix^) 
d) D^(x + sen x) 

/) D^(sen x + cos x) 
b) D^(sej\ x — cos x) 
j) /)^(2cosx) 

/) Z),(x+1)^ 


m) D, 


sen X 


o) D^(sen x cos x) 

q) D^(x^ sen x) 
^sen x^ 


s) D, 

Vtan XJ 
u) D^{scn X tan x) 

w) D^[(2x-3) cos x] 
Aanx^ 

>’) D, 


n) D^\ - sen x 
Ka 


P) 

\ sec X 
r) Z)^(tan x cot x) 

0 D,(2x + 1)-^ 

^x+r 


<x-l/ 
x) £>j(3 sen X — 2 cos x) 

z) D^(xcscx). 


10. LA DERIVADA DE LA COMPOSICIÔN DE FUNCIONES 

En esta secciôn consideraremos un teorema que da una régla, llamada 
a veces “régla de la cadena”, para encontrar la derivada de la composiciôn 
de dos funciones. Muchas funciones que aparecen en el anâlisis y sus 
aplicaciones estân o definidas por una composiciôn de dos o inâs funciones o, 
aunque no estén definidas explicitamente en tal forma, pueden expresarse 
como una composiciôn de funciones simples. Por ejemplo, si F(x) = 
sen (.v^ + 2x + 3), podemos reconocer que F = f ^ g, donde / = sen y 
g = /^ + 2/+3. Puede entonces aplicarse la régla de la cadena para calcular 


388 Cap. 8 Limites y derivadas 



la derivada de F, ya que esta régla da la derivada de F en términos de las 
derivadas de/y ^ y estas derivadas son ya conocidas. 

Antes de considerar este teorema, haremos la siguiente observaciôn. 
Si / es una funciôn diferenciable en un punto Xq, entonces, para cualquier 
punto xo+ /?£%, podemos escribir /(xq + A) en la forma 

10.1 /(xo + A) = /(xo) + hf (xo) + {h) 

donde (p(0) se define como 0 y «p es continua en 0. Fâcilmente se deduce 
lo afirmado si observamos que para h #0, 10.1 implica 


11m (p{h) = lim 

J1-.0 h^O 


/(xo + h)—f(xQ,) 


- f'iXo) 


= /'(Xo)-/'(xo) = 0. 


Por tanto, (p es continua en 0 ya que ^(0) = 0. 

10.2 Teorema. Si g es diferenciable sobre un intervalo y f es diferenciable 
sobre un intervalo que contiene gQi) = ^entonces f^g es 

diferenciable en 2 y 

D[f -g] = [{Df)‘^g]Dg en 3. 

Prueba. (Figura 18.) Suponemos que si una funcion g es continua en un 
intervalo 5, entonces el coivjunto gQ) = {ÿ(x)lxe3} es un intervalo. Es 
decir, la imagen de un intervalo bajo una funcion continua es un intervalo. 
Probaremos este resultado en el teorema 4.6 de la pagina 435. De nuevo, 
aqui podemos suponer que la funciôn g tiene el intervalo 2 como dominio 
y la funciôn/el intervalo g-CS). Sea Xo un numéro cualquiera en 3. Queremos 
demostrar que 

k->0 k 

Sea h{k) = g{xoFk)-g{xf). Como g es diferenciable en Xq, g es continua 
en Xq. De donde h es continua en 0 con A(0) = 0. Usando 10.1, tenemos 

f{g (Xo + k)) = f{g (xo) + h(k)) 

= f (g {-^^o)) + k (k) [/' {g (Xo)) + (P {h {k))], 

donde <p{0) esté definida como 0 y <p es continua en 0. Entonces 

/(g(xo + /c))-/(g(xo)) ^ [f'(g(xg)) + (p{h(k)y} , 

k k 
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'ni=g'(x^) 

m2=f'(g(x^)) 




= f' <g(x^))g'(x^} 


FIGURA 18 


ya que, por el corolario 6.8 (pâg, 368), lim (p(fi(k)) = (p(h(0)) = 0. Por 
tanto, D(f O g) esta definido en Aq y 

= imf) ^ff]-Dg en 3 . 

Como una consecuencia inmediata de los teoremas 10,2 y 9.9 sobre 
funciones potenciales, tenemos el siguiente importante corolario. 
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10.3 Corolario. Si g es diferenciable en un intenalo B, enfonces g”, donde n 
es un entera, es diferenciable en°i y 

Dg” = ng’'~^ Dg en B. 

Nôtese que para « < 0 debemos exigir que para todo .yeB, g{x) / 0. 

Prueba. Tomemos / = /”; entonces f » g = 1" g = g" y 

Dg" = D{I" O g] = [(D/") ° g] Dg 
= [«/"-' og]Dg = ng"-^Dg. 


10.4 Ejemplo. Encontrar Z)^ sen (x^+2.v +3). 

SoLUCiÔN. Podemos aplicar el teorema 10.2 con j como la fiinciôn 
seno y g como la funciôn polinomial /^ + 2/+3. Como / y g son ambas 
diferenciables en R, f^g es diferenciable en R. Tenemos entonces 
Df = cos, Dg = 21+2, y 

Z)[sen ü (/^ + 2/+ 3)] = [cos o{l^ + 21+ 3)] (2/4-2) 

D,, sen (x^ + 2x + 3) = [cos (x^ + 2 x + 3)] (2 x 4 2). 

10.5 Ejemplo. Encuéntrese -^ + 2 sen x + 3). 

SoLUCiôN. En este caso g es la funciôn seno y/es la funciôn polinomial 
/2 4 . 2 /+ 3 . Como fy g son, ambas, diferenciables-en R,/' g es diferenciable 
en R. Entonces Df = 21+2, Dg = cos, y 

D [(/^ + 2 /4- 3) sen] = [(2 / + 2) = sen] cos = [2 sen 4 2] cos 


o 

/),,[sen^ x + 2 sen x4-3] = [2 sen x4-2] cos x. 

10.6 Ejemplo. Encontrar Djj(x^ 4 - 2 x + 4)^. 

SoLUCiÔN. Podriamos efectuar la operaciôn indicada en (x^ 4 2x44)^ 
obteniendo asi un polinomio de grado 10 y usar entonces el teorema 9.1 
repetidamente. Sin embargo, usando el teorema 10.2 (o el corolario 10.3) 
con f = y g = I^ + 2I+A, tenemos 

D{I^ o{l^ + 2l+A)] = [5/^ o(/242/44)](2/42) = 5(/^42/44)* (2/42) 

O 

D,,(x^42x44)^ = 5(.y^42x 44)‘^ (2x42) 

en R, ya que /, g, y por tanto f ‘^g, son diferenciables en R. 

Vamos ahora a presentar aqui juntas todas las fôrmulas de derivaciôn 
que hemos desarrollado en las ùltimas très secciones. Estas fôrmulas no 
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son validas sin restricciones. Las restricciones sobre su validez pueden 
encontrarse en los teoremas correspondientes 

9-1 D[f+g] = Df+Dg 

9-3 D[fg] = fDg+gDf 

9-4 D[cg] = cDg 

— ^9" ^ Dg («, un entero cualquieraj 
gPf-fPg 
9 ^ 

10.2 PU ° g] = {{Pf) O g]Dg. 

Las siguientes son formulas de derivadas de algunas funciones particblares : 


8.6 

De = 0 


8.8 

PI = 1 


9.9 

d7” = «/"-! 

{n, un entero cualquiera) 

8.7 

P sen = cos 



P cos = — sen 

[Problema 1, p. 381] 

9.8 

P tan = sec^ 



P cot = — csc^ 

[Problema 2, p.387] 


P sec = sec tan 

[Problema 3, p.387] 


P CSC = - esc cot 

[Problema 4, p. 387J. 

Problemas 




9.7 


P 


1. Encuéntrese cada una de las 
a) D, tan(x^ + 2) 

c) P^ cot (sen x) 
e) P^ tan^ x 

g) P y sec^ y 


siguientes derivadas; 
b) sen 5x 
d) P /J {an y 
f) sec^ 4z^ 

h) f,C(sec"x)(3 + 4x)'] 


i) D(, cos (4710) j) Détail — 

X— 1 

k) D, sen (cot + (5) /) n 

11 + tan ly J 
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2. Encuéntrese cada una de las siguientes derivadas: 
a) D^{x^ + 2Ÿ b) D^(3 sen 2x - cos 5x) 


c) sen^ x 

e) sen^ 3 x 


g) D^scn 


d) Dy sen 3y 
f) tan* X 


h) D.sec- 
3 


0 DA2X + 1) 


k) D,[ ~ 
i-1 


-2 


j) D, 

l) D, 


(10-xy 

tan X 


3. Encuéntrese cada una de las siguientes derivadas; 


a) D[/'^^osen] 
c) c,tano3/] 


e) D 


P 


2 + 1 


g) D[_l^ O (esc + cot)] 

0 


b) D[senc(4 + 2/)] 
d) D[/^ O (sec + tan)] 

/) D [tan O sec] 

h) £)[tan o/^ osen] 

J) D 




— cos 


k) D[seno(/2 4-3/)] 
m) D 

o) D [sen O cos] 


sen 

1/2 .fl2 




l) Z)[csco/''"o(/^+2)] 
n) D 

p) D[tanocot]. 




jf', 



4. Demuéstrese que: si h es diferenciable sobre un intervalo 5, g es 
diferenciable sobre un intervalo que contiene a hQ), y / es diferenciable 
sobre un intervalo que contiene d>.{g oh) (5), entonces 

D[f O {g O h)] = [Df o{g O A)] [Dg o H\Dh en “i. 

Nota. Son esta régla y su extension las que sugieren el nombre de 
“régla de la cadena”; el operador D progresa a lo largo de la cadena. 
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11. LA DERI V AD A SEGUNDA 


De acuerdo con la definiciôn 8.1, la derivada /' de una funciôn/dada 
es otra funciôn. La funciôn /' puede tener una derivada, a la que dénotâmes 
por /" O D^f. La funciôn /" (léase “/ doble prima”) se llama derivada 
segunda de f. Anâlogamente, la derivada de /" se llama la derivada tercera 
de f y se dénota por /"' o D^f, etc. Para derivadas de ôrdenes mâs altos, 
se usan notaciones como /^ ..., donde el orden se dénota por un 
indice en numéros romanos (con letras minùsculas) o también como 
/(4)^ y(5)^ _ ^ j-in) ^ dondc cl indice se encierra entre paréntesis. También 
se usan las notaciones Por ejemplo, si /(x) = x^ + 2x + 4, 

entonces f'{x) = 2x + 2 y f"{x) = 2. 

En la secciôn 7 se senalô que la velocidad se definia por 

»«o) =■ *'(,,) = lim 

î (q 

Es decir, la velocidad es la derivada del desplazamiento. La aceleraciôn 
se define como la derivada de la velocidad; es decir, la aceleraciôn es la 
segunda derivada del desplazamiento 

a = v' = x". 

En mecânica es una prâctica easi general usar la notaciôn de Newton 
para la derivada. En esta notaciôn, un punto sobre la letra dénota la 
primera derivada y dos puntos sobre la letra la segunda. En esta notaciôn 
tenemos, por tanto, 


Problemas 

1. Encuéntrense la primera y la segunda derivadas de cada una de las 
siguientes funciones 

a) / = 3L^ + 27^-5/V2/ + l b) f=I^-2r' 


c) 


/ = 


1 


1 -/ 


d) g = cos^ 


e) f = TVseno(4/) 


/) Kx) = 


3x 

x^ + 3 


g) F(0) = — 
sen 0 

i) G(x) = 

X —4 


h) fiy) = sec y 


j) H{x) — cot X 
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2. Pruébese que; si D"f y lyg existen sobre un intervalo 3^, entonces 
£)"(/ +g) existe en 3^ y que 

D"[f+g] = D’‘f+D''g en J. 

3. Pruébese que: si U'f y D"g existen sobre un intervalo 3, entonces 
D"{fg) existe sobre 3 y 

A esta formula se le llama régla de Leibniz para la n-enésima derivada del 
producto de dos funciones. Ûsese la prueba del teorema del binomio como 
modelo. 


4. Pruébese que 

D"r 


—(n < m) 
0 (n > m). 


5, Demuéstrese que; 

a) sen = (- 1)" sen b) D^" cos = ( -1)” cos. 

6. Üsense las formulas de los problemas 2 a 5 para encontrar; 


a) D^il^ sen) 
c) + cos) 


b) D^(/® + sen) 
d) £)^®(/^cos). 


12. DIFERENCIALES 

Recuérdese (10.1) que si una funciôn / es diferenciable en un punto x y 
x + he‘J)f, entonces 

/(x + Zi) = f{x)Lhf'{x)-\rh(p{x-, h) 


donde 


lim ç>(x; h) = 0. 

fl->0 


Escribimos ahora cp{x; h) en lugar de (p{h) para exhibir la dependencia 
de cp de x. La expresiôn 

/(x + /!)-/(x) = hf'{x) + h<p{x-, h) 

se llama incremento de / correspondiente al incremento h en x. El incremento 
en / se dénota por A/(x; A); sin embargo, en las aplicaciones se encuentra 
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a menudo simplemente A/ o A/(x). Tenemos 

A/(x; h) = /!/'(x) + /î^(x; h). 

Cuando (p{x-, h) es suficientemente pequeno podemos usar la expresiôn 
hf'{x) como una aproximaciôn a Af{x;h). Tenemos enfonces 

f(x + h) = f{x) + Af(x; h) » f{x) + hf'{x). 

Es decir, podemos usar la recta tangente (figura 19) 

C = {{x+h, f{x) + hf'{x))\heK] 

como una aproximaciôn a la grâfica de / cerca del punto (x, f(x)). 

La expresiôn hf’{x) se llama diferencial de / y se dénota por df{x\ h). 
La diferencial de / es una funciôn de dos variables. Esta funciôn se dénota 
por df y no ha de pensarse en ella como si significara / multiplicada por d. 
Aunque df es una funciôn con dominio en R^, en las aplicaciones es 
frecuente que se usen df o df{x) para denotar los valores de la funciôn. 

12.1 Ejemplo. Calcülese un valor aproximado para ^145 usando la 
diferencial como una aproximaciôn al incremento de la funciôn. 

SoLUCiÔN. Tenemos 

/(x) = x^^^ 

y 

/'(x) = ix-‘/^ 
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Tomando x = 144 y /i = 1, obtenemos 

^[lÂs = /(144 + 1) » /(144) + d/{144; 1) 

= /(144)+1-/'(144) 

= JHÂ + —^ = 12.0417. 

Por câlculo directo, usando el bien conocido algoritmo para encontrar la 
ralz cuadrada, lo que hallamos es 

7Ï45 = 12,0416. 

El valor obtenido por la aproximaciôn es demasiado grande, como podla 
esperarse, ya que la tangente se encuentra sobre la curva y = . 

12.2 Ejemplo. Encuéntrese un valor aproximado de sen 31°. 


SOLUCIÔN. sen 31° = sen (30°+1°) = sen Aqui/ es la funciôn 

seno, X = 7t/6 y h = tt/ISO. De donde 

df{x\h) = hf'(x) = h cos x 


y 


fix + h) a /(x) + d/(x; h) 


se hace 


, O TT n Jt 1 

sen 31 « sen - H-- cos - = - + 

6 180 62 


n X yfï 
180x2 


= 0.5 + 0.01512 = 0.51512. 

En una tabla de cinco cifras de la funciôn seno, encontramos: sen 31° 
= 0.51504. 

De nuevo, el valor obtenido es demasiado grande, ya que cerca de 
X = Tr/ô la tangente a la curva seno se encuentra sobre la curva. 

Es habituai encontrar representada a la cantidad h por dx y que se 
llame diferencial de x. Con esta notaciôn 

df{x;h) = df{x;dx) = f'{x)dx. 

No hay nada en la definiciôn de dx (o h) que implique que dx es una pequena 
cantidad —es un numéro real cualquiera. En las aplicaciones, los fisicos o 
los ingenieros se encuentran a menudo interesados solamente en el caso 
en que dx es pequena. Esto induce a veces al estudiante a pensar que dx debe 
ser pequena, lo que no es el caso. 


Diferencial es 
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12.3 Ejemplo. Un tubo de hierro de 10 pies de largo tiene un diâmetro 
exterior de 4 pulgadas y un grueso de pared de i de pulgada. Üsese una 
diferencial para encontrar el peso aproximado del tubo si el hierro pesa 
450 libras por pie cùbico. 


SoLUCiÔN. El tubo es un cilindro hueco de 10 pies de longitud, 4 pulgadas 
de diâmetro exterior, y un diâmetro interior de 4-2(^) = | pulgadas. 
Expresando las dimensiones en pies, tenemos 

longitud: 1 = 10 pies 

radio (exterior): r = = 'g pies 

grueso: dr = = - — pies. 

4x12 48 


Ahora bien, el volumen de un cilindro de longitud 10 pies y radio r es 
V(r) = IQnr^. De donde 

àV{r-, dr) ~ V'(r)dr = 20 nrdr 


y 



20n-- — 
6 48 


107t 

144 


— 0.218 pies^. 


Éste es el cambio aproximado en volumen de un cilindro de longitud 10 pies 
si reducimos el radio de 2 pulgadas a J de pulgada. De aqui que el volumen 
del hierro es aproximadamente de 107t/144 pies^ y el peso del tubo es 
aproximadamente : 

Peso - 450 = 98.2 libras. 

144 


Usando mcrementos encontramos que el peso es de 92.04 libras. Si 
tomamos el radio interior como r y usamos la diferencial como aproxima- 
ciôn, encontramos que el peso es aproximadamente de 85.9 libras. Asi 
pues, si aproximanos el peso usando la diferencial tenemos un error en 
exceso de 6 libras, es decir, un exceso de 6.5%. 

Hemos dicho que cuando /i (o dx) es suficientemente pequeno, la 
diferencial es una buena aproximaciôn al incremento de una funciôn. En 
los anteriores ejemplos fuimos capaces de verificar la précision por câlculo 
directo o consultando una tabla de la funciôn. En los ejemplos 12.1 y 12.2 
la aproximaciôn era buena, pero en el ejemplo 12.3 no lo era. Si en el 
ejemplo 12.1 hubiéramos intentado aproximar ^2Ô usando una diferencial, 
hubiéramos tenido un error de aproximadamente un 33% en el incremento 
y de alrededor del 5% en el valor calculado. Vemos, pues, que mientras 
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que si es cierto que tenemos un método de aproximaciôn, no tenemos, en 
cambio, ninguna forma de déterminât la précision de la aproximaciôn. En el 
capitule 14 diremos cômo establecer una cota superior para el error de 
nuestra aproximaciôn y al mismo tiempo aprenderemos a mejorar la 
precisiôn de ésta. 

Usando la notaciôn dx para h, si dx ^ 0, podemos escribir 


12.4 


= /'(X). 

dx 


La ecuaciôn 12.4 sugiere una notaciôn frecuentemente usada para la 

7 ^ 

funciôn derivada: —. La notaciôn correspondiente para los valores de 
dx 

la funciôn derivada es 



o 


d_m 

dx 


La derivada segunda se dénota por 


±(iL 

dx \dx 


O 


dx^ ' 


Anâlogamente, las derivadas mâs altas se denotan por 
dx^ ’ dx* ’ ’ dx" 

La régla para la derivada de la composiciôn de funciones afirma (bajo 
las condiciones del teorema 10.2, pâg. 389) que 

D[f g] = (f g)g'. 

Por tanto 

d[f ^g] (x; dx) = f (g{x))g'{x)dx\ 

es decir 

12.5 d[f og]{x\dx) = f'{g{x))dg{x-, dx) = df{g{xy, dg{x-dx)). 

Este resultado puede expresarse en la forma 

d[f ° g] = (/' °g)dg. 


Problemas 

1. Encuéntrese df{x; dx) para cada una de las siguientes funciones: 
a) /(x) = sen 2x b) /(x) = 7x(x+l) 
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3. Usando diferenciales, calcûlese un valor aproximado de cada uno de 
los siguientes y compârese con el valor obtenido por calcule directe o 
de una tabla: 

a) v'T70 b) ^168 

c) ^123 d) ^78 

é) sen 27° /) cos 47° 

g) tan 48° h) sen 62°. 

4. La medida del diâmetro de un circule es 2.54 cm. Sabemos que esta 
medida tiene una aproximacién de 0.025 cm. Proporciénese un valor 
aproximado del mâxirno error en el valor calculado del area del circule. 

5. El lado de un campo cuadrado mide 317 métros. Sabemos que esta 
medida tiene un margen de error de 0.030 métro. Proporciénese un valor 
aproximado del mâximo error en el valor calculado del area del campo. 

6. Una estera de hierro hueca tiene un diâmetro exterior de 61 cm y 
una pared de 6.35 mm de espesor. Encuéntrese el peso aproximado si el 
peso del hierro es de 2196 kilogramos por métro cuadrado. Si el peso del 
agua es de 305.15 kilogramos por métro cuadrado, ^Aotarâ la estera o 
se hundirâ? 

7. El calibre (diâmetro) de un cilindro en una mâquina de combustion 
interna es de 8.890 centimetros y su carrera de 12.700 centimetros. Si el 


400 Cap. 8 Limites y derivadas 



cilindro se recalibra hasta un diâmetro de 8.915 centimetros, icuâl es 
aproximadamente el aumento en el volumen del cilindro ? 


8. La razôn de compresiôn, r, es la razôn entre el volumen del cilindro 
y la câmara con el piston al fondo de su carrera, Vg, al volumen con el 


piston en lo mâs alto de su carrera, V^: r 


K 

—. En el cilindro del problema 7, 

^ c 


sea = 46.88 cm^ (pulgadas cùbicas); entonces Fg = 271.25 cm®. La 
razôn de compresiôn antes de volver a calibrarla es 


_K_ 271.25 
~ ~ 46.88 


5.786. 


Encuéntrese la razôn de compresiôn aproximada después de recalibrar 
el cilindro. 


13. RAZÔN DE CAMBIO 


Scan x{t) y y(t) valores en el tiempo t de un par de magnitudes fisicas 
X y y. Las magnitudes fisicas son funciones y se dice a veces que son 
“funciones de tiempo” o “variables”. Las magnitudes fisicas x y y puede 
ser que estén relacionadas por alguna. ley o restricciôn geométrica o fisica 

13.1 j = /ox; 

es decir, 

y(t) = /(x(f)). 

Por ejemplo, x(t) puede ser la longitud de un lado de un cuadrado en el 
instante t, y y{t) puede ser el ârea del cuadrado, en cuyo caso y— P o x: = x®. 
En su relaciôn con x (ecuaciôn 13.1), y se llama variable “dependiente” 
y X variable “independiente”. Dado un valor de x, el correspondiente valor 
de y esta determinado por la relaciôn funcional 13.1. 

Sean Xq = xftg) y y^ =-y{tg)-, Xg y yg son valores de las magnitudes 
fisicas en algùn instante tg. Supongamos que Xg cambia en la cantidad Ax. 
El cambio correspondiente Ay en yg es 

Ay = /(xg + Ax)-/(xg), 

y la razôn promedio de cambio de y con respecto a x es 


13.2 


Ax 


/(xo + A.x)-/(xo) 
Ax 


(Ax #0). 


El limite de esta razôn promedio de cambio de y con respecto a x cuando 
Ax -> 0 es f'(xg). El valor /'(xg) de la derivada /' se llama razôn de cambio 
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(instantânea) de y cou respecta a x en Xq. La derivada /' se Ilama razôn 
de cambio de y con respecta a x. La razôn de cambio de y con respecte a x se 
dénota a menudo por D^y, es decir, 

D^y = D^f^^x = /' ex. 

El valor de la razôn de cambio de y con respecte a x en Xq se dénota por 
(£’;cj);t = xo ; es decir, 

[£>xJ']x = xo = [£'x/ = ^]x = xo = 

Las derivadas x y j) se llaman razones de cambio de las magnitudes 
fisicas X y y con respecto al tiempo. Asi pues, las notaciones D,x = x y 
D,y = y se usan a menudo para denotar estas razones de cambio. Si x y y 
estân relacionadas por 13.1, entonces la régla para la diferenciaciôn de 
una composiciôn de funciones da 

13.3 j) = (/' O x)x 

O 

Ht) = f'(x(t))x(t). 

Reescribiendo 13.3 en términos de la notaciôn para una razôn de cambio, 
obtenemos 

D,y = D,yD,x. 

Asi pues, la régla para la derivada de la composiciôn de funciones nos dice 
que “la razôn de cambio de y con respecto a t es igual a la razôn de cambio 
de y con respecto a x por la razôn de cambio de x con respecto a t". 

Examinemos un poco mâs la relaciôn entre razones de cambio. La 
ecuaciôn 13.2 nos dice que la razôn promedio de cambio de y con respecto 
a X es 

^ ^ /(xo + Ax)-/(xo) 

Ax Ax 

Si Ax corresponde a un cambio A/ en t^, entonces Ax = x(?o + Ar) —xftg), 
y si Ax # 0, entonces 

^ ^ ^ ^ ^ /(xo + Ax)-/(xo) ■.■(to + At)-x(to) 

A/ Ax A/ Ax A/ 

Esto nos dice que la razôn promedio de cambio de y con respecto a t es 
igual a la razôn promedio de cambio de y con respecto a x por la razôn 
promedio de cambio de x con respecto a t. La régla para la derivada de la 
composiciôn de funciones afirma, como hemos visto, que lo mismo es cierto 
para las razones instantâneas de cambio. Tenemos, pues, 

,, Ay ,, Ay Ax ,, Ay ,, Ax 

hm — = lim — — = um — lim — . 

At ->0 At A (->0 Ax Al Ax ->0 Ax A (-->0 Al 
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13.4 Ejemplo. En un cierto instante ïq. la longitud de un lado de un 
cuadrado es de 20.32 cm y cada lado del cuadrado esta aumentando en 
longitud a razôn de 0.508 cm/min. ^Cual es la razôn de cambio del ârea 
del cuadrado con respecto al tiempo y con respecto a la longitud de un lado 
en el instante to^ 

SoLUCiÔN. Sean 

x(t) = longitud (en centimetros) de un lado en el tiempo t (en minutes) 
A (t) = ârea (en centimetros cuadrados) del cuadrado en el tiempo t (en 
minutos). 

Sabemos que 

x(/o) = 20.32 cm 
x(/o) = 0.508 cm/min. 

La relaciôn entre A y x ts 

A(t) = x^(t). 

Por tanto 

A(() = x^(t) 

y 

D,A(t) = 2x(t) x((). 

De donde la razôn de cambio del ârea con respecto al tiempo en /q es 

Â(to) = 2x(?o)x(?o) = 2(20.32) (0.508) == 20.65 cm^/min 

y la razôn de cambio del ârea con respecto a la longitud del lado en el 
tiempo (g es 

= 2(20.32) = 40.64 cm^/cm. 

13.5 Ejemplo. Determinese la razôn de cambio de la energia cinética de una 
particula con respecto a su velocidad. Demuéstrese que la razôn de cambio 
de la energia cinética con respecto al tiempo es la fuerza actuante sobre 
la particula multiplicada por la velocidad. 

SoLuciÔN. Sean 

m = masa de la particula, 
v(() = velocidad de la particula en el tiempo (, 

T(t) = energia cinética de la particula en el tiempo t. 

La energia cinética de una particula con masa m y velocidad v es 

T ==imv\ 

Por tanto 

D^T = = mv 
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y 

D,T = T — mvv = mva, 

donde a(t) = v{t) es la aceleraciôn de la partlcula en el tiempo /. La segunda 
ley de Newton sobre el movimiento afirma que 

F = ma, 

donde F{t) es la fuerza actuante sobre la partlcula en el tiempo t. De donde 

D,T = f= Fv. 

Vemos, por estos ejemplos y esta discusiôn sobre terminologla, que las 
razones de cambio son derivadas y que las réglas generales para la diferen- 
ciaciôn nos permiten obtener relaciones entre razones de cambio. En la 
aplicaciôn a problemas flsicos especlficos las funciones (las variables) que 
en ellos aparecen deben identificarse y uno debe conocer las leyes cientificas 
que expresan las relaciones entre estas funciones. 

Problemas 

1. Si 4 es la longitud de un alambre de cobre a 0° centigrades, la 
longitud, l(T), a T grades centigrades es aproximadamente 

/(r) = /o(i+ar+èn, 

donde a — 0.16 x 10"^ y b = 0.10 x 10“^. Encuéntrese la razôn de cambio 
de la longitud del alambre con respecte a la temperatura cuando T = 22°C 
y 4 = 100 cm. 

2. Usando los dates del problema 1, encontrar la razôn de cambio de 

la longitud del alambre con respecto al tiempo cuando T = 100°C y la 

temperatura estâ cambiando a razôn de 3°C por segundo. 

3. Una plancha circular estâ siendo calentada y su diâmetro estâ 
expandiéndose a razôn de 0.02 x 10“^ cm/seg. Encuéntrese la razôn de 
cambio respecto al tiempo del ârea cuando el diâmetro es de 3 centimetros. 

4. Un barco navega hacia el norte a razôn de 10 nudos y otro hacia 
el este a razôn de 20 nudos. A las 10 ; 30 el segundo barco cruza la trayectoria 
del primero en el punto en e! que el primero habia estado a las 10:00. 
Encuéntrese cômo estâ cambiando la distancia entre los barcos a las 09:30 
y a las 11:00. 

5. Un depôsito con la forma de un cono invertido, tiene una altura 

de 10 métros y una base de 10 métros de diâmetro. Si el depôsito estâ 

llenândose a razôn de 2 m^/seg, ^a qué velocidad se estâ elevando el 
nivel del agua cuando el nivel se encuentra a 3 métros de la parte superior 
del depôsito? 
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6. Si el diâmetro de una esfera de métal se expande con el calor a 
razôn de 0.01 centimetro/seg. encuéntrese la razôn a la que aumenta el 
volumen de la esfera cuando el diâmetro es de 5 centimetros. 

7. Un voltaje constante de 12 voltios es lo que se suministra a un 
circuito. Si a medida que el circuito se calienta aumenta su resistencia a 
razôn de 0.1 ohm/seg., encuéntrese la razôn de cambio de la corriente 
cuando la resistencia es de 4 ohms. Üsese la Ley de Ohm £ — RI. 

8. En el extremo de una cuerda de 12.60 métros que pasa por una polea 
situada a 6.90 métros sobre el suelo se coloca una pesa. Si un hombre 
sostiene el otro extremo de la cuerda a 1.50 métros del suelo y se aparta 
a razôn de 1.20 metros/seg., ia qué velocidad se estâ elevando la pesa 
cuando el hombre estâ a 2.10 métros del punto directamente debajo de la 
polea? 

9. Un aviôn pasa sobre un faro a las 10:30 volando hacia el oeste a 
482.70 km/hr y otro aviôn pasa sobre el faro a las 10:40 volando hacia el 
sur a 563.15 km/hr. Encuéntrese a qué velocidad se estân separando los 
aviones a las 10:00, en la hipôtesis de que ambos aviones vuelan a la misma 
altura. 

10. Dos aviones que vuelan a la misma altura se dirigen hacia un 
faro. Uno vuela hacia el norte a una velocidad constante de 515 km/hr y el 
otro vuela en direcciôn norte 60° Este a 579.36 km/hr. En cierto momento, 
el primero estâ a 112.75 kilômetros del faro y el segundo a 80.47 kilômetros 
del faro. Encuéntrese la razôn a la que los aviones se acercan en tal instante 
y también 5 minutes mâs tarde. 

11. Un tanque de agua cônico con el vértice hacia abajo, tiene una 
altura de 5 métros y un radio de 1.50 métros. Si la altura del agua en el 
tanque estâ disminuyendo a razôn de 30 cm/hr, encuéntrese la razôn a la 
que el volumen de agua decrece cuando la altura es de 2.40 métros. 

12. El coeficiente lineal de expansiôn térmica es el aumento en longitud 
por unidad de longitud (medida a 0°C) por grado centigrado. Para muchos 
sôlidos este coeficiente es del orden de magnitud de 10 El coeficiente 
cûbico de expansiôn es el aumento en volumen por unidad de volumen 
(medido a 0°C) por grado centigrado. El coeficiente cùbico, de acuerdo 
con las medidas experimentales, se encuentra que es aproximadamente 3 veces 
el coeficiente lineal. Expliquese por qué podia esperarse esto. 


14. ECUACIONES DIFERENCIALES 

En las secciones precedentes hemos considerado el problema de encontrar 
la derivada de una funciôn dada. En muchos casos nos encontramos con 
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el siguiente problema: se sabe que alguna de las derivadas de una funciôn 
y quizâ la funciôn misma, satisfacen una ecuaciôn dada. Tal ecuaciôn 
se llama ecuaciôn de derivadas o mâs frecuentemente, ecuaciôn diferencial. 
En algunos casos, los valores de la funciôn y/o algunas de sus derivadas 
pueden ser conocidos en algunos puntos. ^Qué funciôn o funciones satis¬ 
facen estas condiciones? Los valores prescrites para la funciôn se llaman 
a menudo condiciones de frontera o iniciales. En esta secciôn considérâmes 
un tipo particularmente simple de ecuaciôn diferencial. 

Si se da la derivada de una funciôn, ipodemos encontrar la funciôn o 
funciones que tiene la derivada dada? Por ejemplo, ^podemos encontrar 
todas las funciones / taies que /' = 27? Sabemos que DI^ = 27; en 
realMad, si anadimos una funciôn constante c cualquiera a 7^, entonces 
D{P + c) = 27. Asi pues, cualquier funciôn de la forma / = 72 + c es una 
soluciôn de la ecuaciôn diferencial /' = 2 7. 

La pregunta, desde luego, queda en pie: îHay algunas funciones distintas 
de las de la forma / = 7^ + c para las que /' = 27? A esta pregunta se le 
contesta con la negativa, usando el siguiente hecho (véase el corolario 4.2 
del capitulo 10, pâg. 458): si// = f 2 tn un intervalo J, entonces / = /Le 
en 5 para alguna funciôn constante c. Otra forma de enunciar este hecho es: 
si 7)(/ -/) = 0 en 3-, entonces / -/ = c en 3. Es decir, las funciones 
constantes son las ünicas funciones con derivada cero sobre un intervalo. 

Antes de poner ejemplos en los que este resultado se aplique, hacemos 
la observaciôn de que, por nuestras anteriores fôrmulas para derivadas, 
ya conocemos las soluciones de la siguientes ecuaciones diferenciales: 

Si/' = al", entonces/ = 7"'^*-l-c, (n # - 1 ) 

Si /' = cos, entonces / = sen 4- c. 

Si /' = sen, entonces / = cos 4- c. 


Si /' = sen" cos, entonces / = 
Si /' = cos" sen, entonces / = 


;^sen""' + c, («#-l). 
-^cos"+‘4-c, (n # -1). 


14.1 Ejemplo. Encuéntrese /(x) si/'(x) = x y/(2) = 5. 

Soluciôn. Como /' (x)= x, tenemos/(x) = ix^4-c para algün numéro c 
adecuado. Ahora bien, /(2) = ^2^4-c = 24-c = 5, de modo que c = 3 y 

/(x) = Lx^4-3. 

Que esta funciôn satisface las condiciones pedidas puede y debe ser com- 
probado. Nôtese también que sabemos que ésta es la ùnica funciôn que 
satisface la ecuaciôn diferencial dada y la condiciôn inicial. 
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14.2 Ejemplo. Encuéntrese /(x) si /'(x) = sen"^ 2x cos 2x y / 

SoLUCiÔN. Tenemos 

/(x) = sen^ 2x + c 
= -jV sen® 2x + c. 

Ahora bien,/|^^^ = tV sen* re + c = c = 3, de modo que c = 3 y 

/(x) = tV sen® 2x+3. 

14.3 Ejemplo. Fue descubierto por Galileo que cerca de la superficie de 
la tierra un cuerpo que cala libremente (es decir, en el que no actuaban 
mâs fuerzas que las de la gravedad) ténia una aceleraciôn constante si no 
se ténia en cuenta la resistencia del aire. En o cerca de la superficie de la 
tierra, esta aceleraciôn debida a la gravedad, es aproximadamente 
de 9.754 m/seg^. 

Se dispara una bala verticalmente hàeia arriba con una velocidad 
inicial de 73.15 m/seg desde lo alto de una torre de un puente que esta 
182.88 métros sobre el agua. a) i,Hasta qué altura llega aproximadamente la 
bala? b) (.Cuânto tarda la bala aproximadamente en llegar al agua? 

SoLUCiÔN. Escojamos un eje de coordenadas vertical con origen en el 
nivel del agua y midamos el tiempo en segundos desde el instante en que 
se dispara la bala. En el momento inicial, / = 0, el desplazamiento inicial 
es;;(0) = 182.88 métros y la velocidad inicial es t-(0) = j)(0) = 73.15 m/seg. 
Ahora bien, la aceleraciôn es la derivada de la velocidad, de modo que 

vit) = -g 



y 


vil) = -gi + c,. 


Como la velocidad es la derivada del desplazamiento, 
yit) = vil) = -gt + c^ 


yit) = -yt'' + C;l + C 2 . 

Las condiciones iniciales determinan Ci y C 2 . Para t = 0 tenemos 
ii(0) = c, = 73.15 m/seg 


y 


>>(0) = C 2 = 182.88 m. 


La constante g es aproximadamente de 9.754 m/seg^ y, por tanto, la 
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aceleraciôn, velocidad y desplazamiento de la particula son, aproximada- 
mente 

a(t) = —9.754m/seg^ 

v(t) = —9.754/ + 73.15 m/seg (t > 0) 

y(t)= -4.877r^ + 73.l5/+182.88 m (? > 0). 

a) Ahora bien, a la mâxima altura la velocidad es cero, de modo que 

vit) = -9.754r + 73.15 = 0 

implica t = -L- segundos, y la mâxima altura es 

/15\ 4.877-15^ _ 15 

i' — --+ 73.15 • — + 182.88 = 457.17 m. 

\2j 4 2 

b) Cuando la bala alcanza el agua, y(t) = 0 o sea, 

-4.877t^ + 73.15/+182.88 = 0. 

La raiz positiva, t = 17.2 segundos de esta ecuaciôn es, por tanto, la 
soluciôn deseada. 

Problemas 

1. Encuéntrese / dado que 

a) /' = /^ fil) = 3 

b) f = sen O (3/), fin) = 0 

c) f = cos^ sen, fin) = 7/2 

d) f = /4-cos, /(O) = -2 

e) /' = [sen^ c (5/)] cos o (5/), = "10. 

2. Si a es la aceleraciôn, v la velocidad y x la coordenada de una particula 
sobre una recta coordenada, encuéntrese x(/) si: 

a) ait) = 3, î’(2) = 6, x{2) = 4 

b) ait) = 6?, r(0) = 4, x(0) = 0 

c) ait) = ~6t, r(l) = 1, x(l) = 0 

d) ait) = -32.2, r(0) = 0, x(0) = 1610 

e) ait) = cos 3/, t (0) = 0, xinj9) = 6 

/) ait) = 3 cos^?, r(0) = 0, x(7t) = 1. 

3. Un cable soporta un peso de w libras por pie, medido a lo largo de la 
horizontal. Si el origen se toma en el punto mas bajo del cable, entonces 
las fuerzas que actùan sobre una secciôn del cable son las que se muestran 
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en el diagrama adjunto. Sumando fuerzas, para el equilibrio, tenemos 

T(0) + T(x)-«)xj = 0 

donde T(x) es la tension en P = (x,y). Si T == (H, V), las ecuaciones 
correspondlentes de las componentes son 

Hix) = -//(O) = H 


y 


V{x) = wx. 


La direcciôn de T(x) es la de la tangente a la curva en P: 


/W 


K(x) _ wx 
Hix) ~ H ■ 


Demuéstrese que la forma de la curva en que el cable cuelga es una parâbola. 

4. La razon de cambio con respecte al tiempo del volumen de una bola 
de naftalina es proporcional al area de su superficie. Se ha observado que 
una bola de naftalina de 0.75 cm de radio tiene un radio de 0.375 cm al 
cabo de 6 meses. Determlnese el radio como una funciôn del tiempo [es 
decir, determlnese la funciôn r tal que r{t) es el radio de la bola de naftalina 
en el instante f]. 


15. LIMITES INFINITOS 

En esta secciôn extenderemos nuestra nociôn de limite. En los limites que 
hemos considerado hasta ahora, tanto e! limite L como el punto Xq en 
que el numéro estâ determinado son numéros reales. Queremos ahora 
considérât dos extensiones del concepto de limite. Puede suceder que 
cuando x se aproxima a Xq, los valores de una funciôn / vayan creciendo 
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indefinidamente. En este caso, diremos que el limite de / en es oo. De 
manera anâloga, los valores de / pueden decrecer sin limite cuando x se 
aproxima a Xq . En este caso diremos que el limite de / en Xq es - oo. La 
segunda clase de extension se présenta cuando queremos considerar el 
comportamiento de los valores /(x) de una funciôn / cuando x crece 
indefinidamente. 

15.1 Definiciôn. Una funciôn f se dice que tiene el limite infinito, oo, 
en Xq si Xq es un punto de acumulaciôn de 2)^ y para coda nùmero M > Q 
existe un numéro ô > Q tal que 

/(x) > M 

siempre que xe‘î>j- y 

0 < |x —XqI < ô. 

Las notaciones 


11m / = 00 y 11m /(x) = oo 

^0 X-*Xo 

se usan para denotar que el limite de / en Xq es infinito. As! pues, si 
el limite de / en Xq es oo, / no tiene un limite en Xq, pero falla en tener un 
limite de un modo muy especial. Debe notarse que oo no es un nùmero 
real. Es simplemente un simbolo usado para denotar que /(x) excede 
cualquier nùmero dado para x suficientemente prôximo a Xq . 

15.2 Ejemplo. Demuéstrese que lim/“^ = oo. 

0 

SoLUClÔN. Tomemos M > 0. Entonces )/x^ > Tl^iempre que 0 <x^ <\jM 
0 , lo que es lo mismo, siempre que 0 < x < l/^M. De donde si ù = 1,\/M, 
entonces 1/x^ > M siempre que 0 < |x| < ù y 11m 1/x^ = oo. 

X -* 0 

Una definiciôn anâloga se da a continuaciôn para el caso en que el 
limite de/ en Xg sea — oo. 


15.3 Definiciôn. Se dice que una funciôn f tiene el limite — co en Xq si Xq 
es un punto de acumulaciôn de 3)^ y para cada nùmero A/ > 0 hay un nùmero 
ô > 0 tal que 

/(x) < — M 

siempre que xelDy y 

0 < |x —XqI < ô. 

Las notaciones 


11m/ = — 00 y 11m f(x) = -oo 

Xç) X~*XO 
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se usan para denotar que el limite de / en jcq — co. De nuevo, aqui /falla 
en tener un limite en Xq , pero de un modo muy especial. 


15.4 Ejemplo. 


Demuéstrese que lim 
2 


1-4 

{I-2f 


— 00 . 


SoLUCiÔN. Tomemos M > 0. Si |x—21 < 1, entonces —3 < x — 4 < — 1 y 

x-4 -1 

{x-2f {x-2Ÿ' 


Ahora bien, si |x —2| < \jyjM, entonces 


1 

{X-2Ÿ 


-M. 


De donde si 5 = min {1, Ij^M} se verifican ambas de las anteriores 
desigualdades y 


x-4 -1 

(x-2Ÿ^{x-2f 


< -M 


siempre que 0 < |x-2| < ^. Es decir, lim 

x -,2 


X-4 

{x-2f 


— 00 . 


15,5 Ejemplo. ^Tiene -p —^ un limite finito o un limite infinito en 2? 

1 

SoLUCiON. (Figura 20.) Para x prôximo a 2, pero mayor que 2, ^ es 

un numéro positivo grande, mientras que para x prôximo a 2, pero menor 
1 

que 2, ^ es negativo y tiene un gran valor absoluto. Es, pues, de esperar 

1 

que lim —: no exista ni como limite infinito. 

1—4 

1 

Probamos ahora que tal es el caso, es decir, que 1) lim ^ = 00 y 
1 

2) lim —- = — 00 . 

2“ 1-4 

1) Tomemos M > 0. Si 0 < x—2 < 1, entonces 7 <- 1 < 7 y 

5 x + 2 4-' 

1 1 1 

^- =- > -. 

x^ —4 (x + 2)(x —2) 5(x-2) 
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4(x-2) 
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I en 



De donde si 


‘■*-"''”{'■ 4^1 


las dos anteriores desigualdades se verifican y 


1 1 

<-< -M 


—4 4(x —2) 


1 

siempre que —5<x —2<0. Es decir, lim -5 r — — co. 

x-*2- ^ ^ 

Cuando considérâmes el limite de una funciôn / cuando x aumenta por 
encima de cualquier numéro, supondremos siempre que para todo numéro 
real A'^ > 0 , no importa cuân grande sea, hay elementos x en el dominio 
de / taies que x > N. Esta condiciôn es anâloga al requerimiento de que Xq 
sea un punto de acumulaciôn del dominio de / en el limite usual y se 
expresa a veces diciendo que 00 es un punto de acumulaciôn del dominio 
de /. Una observaciôn anâloga se aplica al caso en que x decrece sin 
limitaclôn alguna. 


15.6 Definiciôn. Un numéro L se dice que es el limite de una funciôn f 
en ^ (o cuando x aumenta indefinidamente), lo que se escribe 

lim f = L O lim /(x) = L, 

00 x->ro 

si para cada e > 0 existe un numéro N tal que 

|/(x)-Ll < e 

siempre que xeî)^ y x > N. 

La definiciôn de lim f = L es anâloga. 

— « 

15.7 Ejemplo. Demuéstrese que lim /"" = 0 para cualquier n entero 

00 

positivo. 

SoLUCiÔN. Observemos primero (problema 4, pâg. 409) que para todo 
entero « ^ 1 y todo x ^ 1, 


De donde 


1-0 


i-0 

x" 


X 


Tomemos s > 0. Tenemos ahora 



X 


1 

= - < e 

X 
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siemprequex > ^. Dedonde,siescogemos= mâx|l,^|, entoncessiempre 
que X > N ^ 

i -0 < - -0 <£ 

A X 

y lim x"” = 0 para todos los enteros h > 1. 

JC-»C0 

Finalmente, puede suceder que cuando x aumente indefinidamente, 
una funciôn / también aumente por encima de cualquier numéro (o 
disminuya por debajo de cualquier numéro). 

15.8 Definiciôn. Una funciôn f tiene limite co en œ si para coda numéro 
M > 0 hay un nùmero N tal que 

f{x) > M 

siempre que xe'Jly x > A'. 

Pueden darse anâlogas definiciones para 

lim y = — CO, lim y = co, y lim y = — oo . 

* - CO -00 

15.9 Ejemplo. Demuéstrese que para todos los enteros positives n, 

00 para « > 0 

11m aT = 

[ - 00 para a < 0 

SoLuciÔN. Consideremos el caso a > 0. La prueba para a < Oes anâloga. 
Notemos primero que si a > 0, entonces 

ax" ^ ax 

para todos los enteros n ^ 1 y toda x > I. Tomemos M > 0. Entonces 

ax > M 

siempre que x > Mja. De donde si A^ = mâx {1, M/a}, entonces, siempre 
que X > N, 

ax" ^ ax > M 


y 

para a > 0. 


lim ax" = CO 

X-*- OO 


15.10 Ejemplo. 


Encuéntrese lim 

X-*çO 


5 x^ + 3 X + 2 
2x+ 1 
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SoLUCiÔN. Notese primero que 

5x^ + 3x + 2 5x + 3 + 2lx 

-= - (x / 0) 

2x+l 2+1/x 

y para x grande el denominador a la derecha es aproximadamente 2, 
mientras que en el numerador el término 5x dominarâ para x grande. 
De aqul que esperemos que el limite sea co. Ahora bien, para x ^ 1, 

5x^ + 3x + 2 _ 5x + 3 + 2/x ^ ^ 

2x + l 2+1/x 3 


siempre que x > f M. De donde si N = mâx (1, entonces 


5x^ + 3x + 2 
2x+1 


> M 


siempre que x > N y 

5 x^ + 3x + 2 

hm -= CO. 

x-*<X) 2x + 1 

La técnica usada en el ejemplo 15.10 de dividir el numerador y el 
denominador por la mâxima potencia de x en el denominador para 
determinar la naturaleza del limite en oo puede usarse para cualquier 
funcion racional. Sea 


u„/" + an-i/" ’+...+ao 

b„r+b„_,r-‘ + ...+bo’ 


{a„ 7 * 0, # 0). 


Entonces, el comportamiento de R en co es el mismo que el de 



en 00 . Los ejemplos 15.7 y 15.9 nos dicen cuâl es el comportamiento de la 
ùltima expresiôn en oo. 


Problemas 

1. Demuéstrese que lim al" = — oo para a < 0. 

00 

2. Pruébese que: si f y g son funciones taies que 

lim f = y lim g = +2 

OO 00 
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y SI CO es un punto de acumulaciôn de 2)^+^, entonces \im[f+g] existe y 
lîm [/+éf] - lim / + lim = L, +L 2 . 

00 (X) 

3. ExpHquense las modificaciones que deben hacerse en las pruebas 
de los teoremas 5.2 (pâg. 359) y 5.8 (pâg. 361) si Xo se reemplaza por 00 . 

4. Pruébese que: si lim / = co y lim^ = E / 0 y si 00 es un punto de 
acumulaciôn de , entonces 


11m fg = 

00 


00 si L > 0 
-CO si L < 0. 


5. Pruébese que: para una funciôn racional 


— "bU n, 1 / + . . . + fl g 

" + + 1^0 


donde 


a„¥=0 y # 0, llm R = lim ^ 

K 00 h,„ 


6. Encuéntrense cada uno de los siguientes limites: 


a) 

lim 

4 

b) 

lim 

1^-4 


3 

il-3f 

2 

{I-2Ÿ 

f) 

lim 

x + 2 

d) 

lim 

x+1 


x->4 

x^ — 16 

X-. 1 

x^ -1 

e) 


31^ + 21 + 1 



3/ + 2 

lim 

[ + 3 

f) 

lim 


CO 

00 

/" + 3/+1 

g) 

lim 

X-*O0 

3 X -f- 2 X -f-1 

X + 3 X +1 

h) 

lim 

JC-* 00 

x^+1 

3x^ + 2 

i) 

lim 

x+ 1 

7 

j) 

lim 

x^ + 3 


Ai-* — a) 

X +3 


X-» - 00 

x+1 


16. RESUMEN 

En este capitule hemos comenzado nuestro estudio del câlculo. Se 
introdujo el concepto bâsico de limite y con la ayuda del concepto de limite 
se definieron la continuidad y la derivada. La continuidad es la propiedad 
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analitica que corresponde a la propiedad de conexidad de la grâfica de una 
funcion, y la diferenciabilidad se corresponde con la propiedad de no 
tener una grâfica con ângulos bruscos. 

Los detalles que aparecen al encontrar formulas para las derivadas de 
una extensa clase de funciones que nos evitan la necesidad de volver una 
y otra vez a la definiciôn, deben verse ahora como detalles, aunque impor¬ 
tantes, en la construccidn de una teoria y en la adquisicion de evaluaciôn 
y comprensiôn de los conceptos bâsicos. Después de desarrollar el âlgebra 
de las derivadas y las formulas para unas pocas funciones —constante, 
identidad, seno y coseno— pudimos derivar formulas para las funciones 
polinomiales, racionales, todas las trigonométricas, y las composiciones de 
éstas. Estas funciones son todas diferenciables y, por tanto, continuas en 
todo su dominio de definiciôn. Hemos aprendido también algo sobre unas 
cuantas aplicaciones de la derivada. 

Pero aùn queda mucho por hacer. En el siguiente capftulo volverernos 
a nuestro estudio de los nùmeros reales. Discutiremos el axioma del supremo 
y probaremos varios importantes teoremas del anâlisis. Esto nos permitirâ 
seguir adelante y aprender mâs sobre las funciones continuas y la derivada. 
Esto, a su vez, nos permitirâ extender nuestro conocimiento de las 
aplicaciones geométricas y fîsicas de la derivada. 

Nos queda también por presentar y estudiar el concepto bâsico del 
câlculo intégral, la intégral y las relaciones que existen entre la derivada 
y la intégral que expresa el teorema fundamental del câlculo. También 
hemos de estudiar varias funciones de importancia tanto en las discusiones 
teôricas como en las aplicaciones. 


Problemas de repaso 

1. Pruébese cada uno de los siguientes limites: 


11m (5-x) = 0 

X-* 5 

b) lim 

lim (x^ + 3x + 2) = 142 

d) Hm 

x -»3 

Encuéntrese cada uno de los siguientes 

,, sen3/î 

iim- 

h->0 h 

b) Hm 

/i-O 

,, sen^ h 
hm —— 
ft-o 

d) Hm 

Hm sec h 

h->0 

/) lim 
*-♦0 


d) Hm (2x^ + 3x + l) = 28. 


sen^ h 


h cos h 
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3. Demuéstrese, escribiendo cada expresiôn en términos de la definiciôn, 
que lim/(xo + /!) = lim /(xq). 

h-*0 x-*xo 

4. Pruébese que la funciôn definida por 

para xe< —oo, 1] 

fix) = 

X para xe<l, oo> 

es continua para todo xeR. 

5. Encuéntrese cada una de las siguientes derivadas 



6. Üsense diferenciales para hallar valores aproximados de 

a) ^Ï43 b) ^‘26 

c) sen 61° d) tan 44°. 

7. Un circulo ha de tener un ârea de 16 cm^. cQué tolerancia puede 
establecerse en la medida del radio para asegurar un error menor de 0.5 cm^ 
en el ârea? 

8. La intensidad de iluminaciôn en un punto es inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia de una fuente de luz. Si una luz se encuentra 
a una distancia de 8.25 métros, ^cuâl es la distancia aproximada que 
necesita moverse la luz para obtener un incremento en la iluminaciôn 
del 3%? 
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9. Proporciônese el porcentaje de error permisible aproximado en x para 
que el porcentaje de error en x" sea menor que un 1%. 

10. Se aumenta la longitud de cada uno de los lados de un cuadrado 
en Ax. Trâcese un cuadrado que muestre la diferencia entre el aumento 
real del area y la aproximacidn diferencial de este aumento. 

11. El alcance horizontal R de un proyectil bajo condiciones idéales es 

2 

R = — sen 26 
9 

donde v es la velocidad inicial y 0 es el ângulo inicial de inclinaciôn de la 
trayectoria. Si v es 457.5 métros por segundo y 6 = 30°, y si hay un error 
posible en 6 de 30.5 cm, proporciônese el posible error aproximado en el 
valor calculado para R debido al error en 6. 

12. Demuéstrese que el porcentaje de error en la raiz n-ésima de un 

1 

numéro es aproximadamente - veces el porcentaje de error en el numéro. 
iQué es lo que se puede decir respecte a la potencia «-ésima del numéro? 

13. Demuéstrese que la funciôn delinida por 

/(x) = x|x|, xeR 

es diferenciable para todo xeR y que /"(x) existe para x 7 ^ 0 , pero que 
/"(O) no existe. Dibùjense las grâficas dey /". 

14. Demuéstrese que la funciôn definida por 

1 

X sen - para x 5 ^ 0 
g{x) = X 

0 para x = 0 

es continua para todo xeR. ^Cuâl es el dominio de g'7 

15. Demuéstrese que la funciôn definida por 

x^ sen - para x # 0 

/(x) = X 

0 para x = 0 

es diferenciable para toda xeR, pero/' no es continua en 0 y que/"(x) 
existe para x 5 ^ 0, pero que/"(O) no existe. 

16. Estâ vertiéndose agua dentro de un recipiente cônico de 6.10 métros 
de profundidad y 6.10 métros de diâmetro en el extremo mâs alto, a razôn de 
2.832 métros cûbicos por hora. lA qué razôn aumenta la altura del agua 
cuando ha alcanzado una altura de 3.05 métros? 
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17. La posiciôn de una particula en en el instante ? es (1001, 16t^). 
iCuâl es la razôn de cambio respecte al tiempo de la distancia de la 
particula al origen en el instante / = 10? 

18. LJna piedra lanzada a un estanque généra ondas concéntricas que 
marchan a la velocidad de 1.53 métros por segundo. ^Cuân râpidamente 
aumenta la superficie del agua perturbada 6 segundos después de que la 
piedra golpeô la superficie? 

19. Un hombre de 1.83 métros de altura se aleja a una velocidad 
de 2.44 métros por segundo de una iâmpara colocada a 4.58 métros de 
altura. Determinese la razôn a la que el extremo de su sombra se esta 
moviendo y la razôn a la que la longitud de esta sombra esta aumentando. 
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Capitule 


/(xO) ^ /(x) 



El axioma 


del suprême 


1. INTRODUCCIÔN 

En la lista de axiomas para los numéros reales dada en el capltulo 1 nos 
limitamos en lo que al ùltimo axioma se refiere a dar solo un nombre para 
él; el axioma del supremo. La consideraciôn de este axioma ha sido diferida 
hasta este momento, no porque sea menos importante que los otros axiomas 
sino para que podamos apreciar mejor el papel que juega en el anâlisis. 

Es este axioma el que distingue el sistema de los numéros reales del 
sistema de los numéros racionales —el sistema de los numéros racionales 
satisface todos los axiomas del sistema de los numéros reales, excepto el 
axioma del supremo. Asi, sin este axioma, no podriamos demostrar la 
existencia de numéros irracionales taies como ^2, sino que, hasta el 
momento, teniamos que presumir su existencia. En este capltulo probaremos 
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la existencia de las ralces «-ésimas de cualquier numéro real para n impar 
y de cualquier numéro real no negativo para n par. Este resultado se sigue de 
un teorema sobre funciones continuas. Otras propiedades fundamentales 
de funciones continuas que son de considérable importancia en anâlisis 
serân también probadas. 

2. COTAS DE UN CONJUNTO 

Si S es un conjunto finito de numéros reales —es decir, si S consiste en 
un numéro finito de numéros reales— entonces S tiene un elemento minimo 
y un elemento mâximo. Sin embargo, si S es un conjunto infinito de numéros 
reales puede ser que tenga un elemento mâximo y uno minimo, pero puede 
ser también que no. Por ejemplo, el intervalo cerrado [a, b], donde a < b, 
tiene un elemento minimo, a, y un elemento mâximo, b. Pero el intervalo 
abierto <ût, è> no tiene ni elemento minimo ni elemento mâximo. Supon- 
gamos que {a, è> tuviese un elemento mâximo, llamémosle c. Entonces 

a < c < b y hay un nûmero entre cy b ^por ejemplo, Este numéro 

estâ en <a, è> y es mayor que c. Esto contradice la hipôtesis de que c era 
el elemento mâximo de <a, b'). Asi pues, {u', b) no tiene elemento mâximo. 

El intervalo <a, co> tampoco tiene elemento mâximo. En realidad, para 
cualquier numéro x hay un elemento en <a, co> mayor que x (por ejemplo 
x+l s\x^a O a-\-l six<a); tal, no es el caso con <la,b'). Decimos 
que (a, b} estâ acotado superiormente mientras que (a, oo> no estâ 
acotada superiormente. 

2.1 Definiciôn. Un conjunto S de numéros reales estâ acotado superior¬ 
mente (O tiene una cota superior) si existe un nûmero c tal que, para todo 
xe§, X ^ c. Un cualquier tal nûmero c se llama cota superior de S. 

Para el intervalo abierto {a, b), b o cualquier numéro mayor que b es 
una cota superior. 

En una forma anâloga definimos una cota inferior para un conjunto. 

2.2 Definiciôn. Un conjunto S de nûmeros reales estâ acotado inferiormente 
(o tiene una cota inferior) si existe un nûmero c tal que, para todo xeS, .x Jî c. 
Un cualquier tal nûmero c se llama cota inferior de S. 

Para el intervalo abierto fa, bj, a o cualquier numéro menor que a es 
una cota inferior. 

2.3 Definiciôn. Un conjunto S de nûmeros reales esta acotado si existe un 
nûmero c tal que para todo xeS, |x| < c. 

Es fâcil ver que un conjunto S estâ acotado si y solo si es superiormente 
e inferiormente acotado, ya que |x| ^ c es équivalente a — c ^ x ^ c. 
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Evidentemente, si algùn numéro c es una cota superior (inferior) de un 
conjunto S, entonces cualquier numéro mayor (menor) que c es también 
una cota superior (inferior) de S. Asi pues, la existencia de una cota superior 
(inferior) de un conjunto asegura la existencia de infinitas cotas supe- 
riores (inferiores) para el conjunto. En el caso del intervalo abierto 
<( 2 , by, el conjunto de cotas superiores tiene un elemento mînimo, a saber, 
el b. El nùmero b se llama “supremo” de b) . En general, el supremo 
de un conjunto se define como sigue. 

2.4 Definiciôn. Un nùmero c se llama supremo de un conjunto S, lo que 
escribimos c = sup S, si c es una cota superior de S y ningûn nùmero menor 
que c es una cota superior de 8. 

Como cualquier numéro menor que c puede escribirse como c — e 
donde 8 > 0, podemos reformular la anterior definiciqn en la siguiente 
manera. 


2.5 c = sup 8 si 

1) para todo xeS, x ^ c, y 

2) para cualquier £ > 0 existe un .veS tal que .v > c — e. 

La condiciôn (1) afirma que c es una cota superior de 8 y la (2) enuncia 
que ningûn nùmero menor que c es una cota superior de 8. 

El infimo de un conjunto 8, escrito Inf 8, se define de un modo anâlogo. 
El estudiante debe escribir esta definiciôn por si mismo. 


2.6 Ejemplo. Determinense (si existen) el supremo y el infimo del 
coKjunto 


8 = 


n es un eiUero positivo cualquiera 


SOLUCIÔN. Después de pensarlo un poco, parece lôgico suponer que 
sup 8=1 e inf 8 = 0. Intentaremos verificar esto usando (2.5) y la 
formulaciôn correspondiente para el infimo. Primero demostramos que 
sup 8=1. 

1 

1) Para todo entero positivo «. - < 1 y 

n 

2) para cualquier £ > 0 existe un entero positivo n (simplemente, 1) 

1 

tal que - > 1 —e. 
n 

Asi pues, sup 8=1. 

Pasamos ahora a demostrar que inf 8 = 0. 
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1) Para todo entero positive ^ 0 y 

n 

2) para cualquier g > 0 existe un entero positive n tal que - < s. 

n 

Que la condiciôn (2) se verifica realmente en este caso, es una consecuencia 
de la propiedad arquimediana del sistema de los numéros reales, propiedad 
que probaremos en la prôxima secciôn. 

Nétese que en el anterior ejemplo el supremo es un elemento del 
conjunto y el Infime no es un elemento del conjunto. En general, supremo 
e infime de un conjunto pueden ser y pueden no ser del conjunto. Si el 
supremo de un conjunto es un elemento del conjunto, entonces el conjunto 
tiene un elemento mâximo (que es el supremo). Ademâs, si un conjunto tiene 
un elemento mâximo, entonces tal elemento es el supremo del conjunto. 
Estas afirmaciones se verifican fâcilmente usando 2.5 (problemas 7 y 8). 
Relaciones anâlogas se verifican entre el Infimo y el minimode un conjunto. 
Asi pues, el supremo (infimo) de un conjunto puede considerarse una 
generalizaciôn del mâximo) (minimo) elemento del conjunto. 


Problemas 


1. Demuéstrese que el intervalo abierto <u, 6> no tiene un elemento 
minimo. 

2. iSon los siguientes conjuntos acotados superiormente, acotados 
inferiormente, acotados? 

a) {-CO, b) b) {«!«, entero positivo cualquiera} 


Q <!(-!)"- 

n 


d) <^n + (-l) 


iera| 

n, un positivo cualquieral. 


n, entero positivo cualquiera 
, 1 


3. Escribase una definiciôn anâloga a la 2.5 para el infimo de un 
conjunto de numéros reales. 

4. Verifiquese que a es el infimo de << 2 , 6> y de [a, 6]. 

5. Determinense el supremo y el infimo (si existen) de los siguientes 
conjuntos. Verifiquese que las contestaciones satisfacen 2.5 y la condiciôn 
correspondiente para el infimo. 

a) <2,7> b) [-3,5] 

c) {«!«, un entero positivo cualquiera} d) {1,4,9,13}. 

6. Pruébese que un conjunto de numéros reales tiene cuando mâs un 
supremo. 
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7. Demuéstrese que si S tiene un elemento mâximo, entonces S tiene 
un supremo y que el elemento mâximo de S es el supremo de S. 

8. Demuéstrese que si el supremo c de S es un elemento de S, entonces S 
tiene un elemento mâximo, y que c es el elemento mâximo de S. 

9. Demuéstrese que si el supremo c de un conjunto S no es un elemento 
de S, entonces c es un punto de acumulaciôn de S. 

10. Demuéstrese que si c = sup S, entonces, para cualquier e > 0 
existe un xeS tal que 0 < c — x < e. Asî pues, si 3 un intervalo abierto 
que contiene a c, entonces existe un xeS tal que xe'J. 

11. Si c es el supremo de S, pruébese que —c es el infimo de —S; 
donde — S dénota el conjunto de numéros que son los in- ersos aditivos de 
los nùmeros que estân en S. 

3. EL AXIOMA DEL SUPREMO 

Una pregunta importante que ha sido ignorada en la discusiôn de la 
secciôn precedente es: ^todos los conjuntos superiormente acotados tienen 
supremo? En el sistema de los numéros reales todos los conjuntos de tal 
tipo tienen supremo. En realidad, eso es precisamente lo que nos dice 
el axioma del supremo. 

Daremos ahora el ûltimo axioma del sistema de los numéros reales. 

(3.1) Axioma L. Si S es un conjunto no vacio de elementos de R superior¬ 
mente acotado, entonces S tiene un supremo en R. 

Usando el axioma del supremo, podemos probar la afirmaciôn hecha 
en el ejemplo 2.6 de que para cualquier e > 0 existe un entero positive n tal 

que - < £. Esto es una consecuencia inmediata de la propiedad arquimediana 
n 

de los numéros reales que ahora probaremos. 

3.2 Teorema. Si a y b son nùmeros reales positives cualesquiera, existe 
un entero positive n tal que b < na. 

Prueba. Daremos una prueba indirecta. Supongamos que para todos los 
enteros positives n, b ^ na. Sea 

S = {na\n, entero positive cualquiera). 

De acuerdo con nuestra hipôtesis, S estâ superiormente acotado {b es una 
cota superior). Luego, por el axioma L, S tiene un supremo, llamémosle c. 
Como c — a es mener que c, c —a no puede ser una cota superior de S y, 
por tanto, hay un elemento de S, llamémosle n^a, tal que n^a > c — a. 


El axioma deissupremo El axioma del supremo 
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Entonces («o+ 1 )û > c. Pero (no+ l)a6S. Esto contradice el hecho de que c 
es el supremo de S. Por tanto, la hipôtesis de que para todo n, b ^ na no 
puede verificarse. As! pues, existe un n tal que b < na. Lo que prueba el 
teorema. 

3.3 Corolario. Para cualquier e > 0, existe un entera positiva n tal 

que - < E. 
n 

Prueba. Hâgase a = e y b = 1 en el teorema 3.2. 

Ea propiedad arquimediana nos da un medio de probar otra relaciôn 
entre los numéros reales y los enteros positivos que parece intuitivamente 
obvia. Esta relaciôn se admitiô tâcitamente cuando definimos la funciôn 
“mâximo entero contenido” en el capitulo 3. 

3.4 Teorema. Para cualquier mimera real b, existe un entero m tal que 
m~ \ ^ b < m. 

Prueba. Demostramos, primero, que existen enteros p y q taies que 
P < b < q. Si b > 0 entonces, haciendo a = I en el teorema 3.2, existe 
un entero positivo q tal que h < q. Si b ^ Ç) hacemos q = i. Asi, para 
cualquier numéro real b, existe un entero positivo q tal que b < q. Aplicando 
ahora este resultado al numéro real —b, tenemos que existe un entero 
positivo al que llamamos —p tal que —b< —p. Luego existen enteros py q 
taies que p < b < q. 

Pareceria, pues, que b debe encontrarse entre dos numéros consecutives 
en el conjunto {p,p+\, p + [q~p) = Para demostrar que éste es 
el caso, sea S el conjunto de todos los enteros positivos n taies que p + n > b. 

S es un conjunto no nulo de enteros positivos (q-peS) y, por tanto, 
de acuerdo con el principio del buen orden (pâg. 316), S tiene un elemento 
minimo, digamos «q. Haciendo, entonces, m = p + n^, tenemos 

w — 1 ^ b < m. 

Lo que compléta la prueba. 

Usando ahora el corolario 3.3 y el teorema 3.4 podemos demostrar que 
entre dos nùmeros reales cualesquiera hay un numéro racional. A veces 
este hecho se formula diciendo que “los nùmeros racionales son densos en 
los nùmeros reales”. 

3.5 Teorema. Si a y b son dos nùmeros reales cualesquiera taies que a<h, 
entonces existe un numéro racional r tal que a < r < b. 

Prueba. Segün el corolario 3.3, existe un entero positivo n tal que 

I 

~ < b —a. Ahora bien, como la distancia entre racionales sucesivos de 
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la forma — c& - < b-a, parece lôgico que algùn nùmero racional de esta 
n n 

forma deba encontrarse entre a y b. Segûn el teorema 3.4, sabemos que 
existe un entero m tal que 

m~l ^ an < m; 


es decir, 

m — 1 m 

-< a < — 

n n 


. , m m 1 ^ 

Asi pues, a < — y, como-< a, 

n n n 


m 1 , 

— ^ U “f — b. 

n n 


m 

Por tanto, el niimero racional r = — se encuentra entre a y b. 

n 

En la introducciôn a este capltulo afirmamos que el axioma del supremo 
distingue el sistema de los numéros reales del sistema de los numéros 
racionales; es decir, los numéros racionales satisfacen todos los axiomas 
para el sistema de los nùmeros reales, excepto el axioma del supremo. 
Damos ahora un ejemplo de un conjunto que esta superiormente acotado, 
pero que, en el sistema de los numéros racionales, no tiene supremo. 

3.6 Ejemplo. Demuéstrese que el conjunto S de todos los numéros 
racionales positives cuyos cuadrados son menores que 2 es acotado 
superiormente, pero no tiene supremo en el sistema de los numéros 
racionales. 


SoLUCiÔN. Es claro que S es superiormente acotado; por ejemplo, 2 es 
una cota superior de S. Ahora bien, usando el axioma del supremo y el 
problema 6, pâg. 424, sabemos que S tiene un supremo y solamente uno 
en el sistema de los nùmeros reales al que llamaremos c. Demostraremos 
que = 2, de donde, como ningûn nùmero racional tiene su cuadrado 
igual a 2, S no puede tener supremo en el sistema de los nùmeros racionales. 

Estableceremos que = 2 demostrando que < 2 y > 2 conducen a 
contradicciones. Nôtese que si c = sup S entonces c debe ser positivo. 

Caso 1. Si < 2, entonces podemos demostrar que hay un nùmero 
racional reS (es decir, tal que < 2) tal que r > c. Esto contradice la 
hipôtesis de que c es el supremo de S. Ahora bien, si < 2, entonces 
< 4 y por tanto c < 2. Ademâs para « ^ 2, 


0 < 


2-c^ 


< - < 1 . 

n 
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Z, — (, 

Sea b = c + («, algùn entero positive), entonces b es un numéro 

il 

real mayor que c. Para una elecciôn adecuada de «, obtenemos b^ < 2 


b^- 


c^ + 2c 
2-c 


2-c^ 


+ 


= + 


n 


2c + 


2-c- 


2-c 


< c^ + 


.2 , (2-c") 


5 para « > 2 


c^ + (2 —c^) = 2 para n-^S. 


Asi pues, b — c + 


es un numéro real mayor que c tal que b^ < 2. 


Segùn el teorema 3.5 hay un numéro racional r tal que c < r < b. 
Entonces < 2 y re$. Lo que contradice el hecho de que c = sup S 
y de aqul que < 2 no puede verificarse. 

Caso 2. Si > 2, entonces podemos demostrar que hay un 
nùmero real b que es mener que c y que es una cota superior de S. 
Esto contradice el supuesto de que c sea el supremo de S. Si > 2, 


entonces c^ + 2 < c^ + c^ = 2c^ y por tanto 


c" + 2 
2c 


c" + c^ 
2c 


< c. Haciendo 


, tenemos 0 < b < c. Ademâs 


b "-2 


£^jMc" + 4 
4c^ 


- 2 


c‘^-4c^ + 4 
4c^ 


2 c 


> 0 . 


De donde b^ > 2 y b es una cota superior de S que es menor que c. 
Esto contradice el hecho de que c = sup S y demuestra que c^ > 2 no 
puede verificarse. 

Por tanto, c^ = 2 y S no tiene supremo en el sistema de los nùmeros 
racionales. Esto compléta la soluciôn del ejemplo 3.6.* 

Nôtese que en la soluciôn del ejemplo 3.6 hemos demostrado la existencia 
del nùmero ^2 (el supremo de S). Ademâs, usando el problema 10 de la 
secciôn 2, pâg. 425, vemos que ^2 puede aproximarse por nùmeros 
racionales tanto como deseemos (para cualquier e > 0, existe un xeS tal 
que 0 < ^2 — x < e). 


r Si no se quiere interpretar el enunciado del problema en el sentido de que tan solo 
afirma que el supremo de S no es racional, falta, para completar la prueba, hacer ver 
que sup S = r implica que no existe un c racional distinto de r que sea la menor cota 
superior racional de S. [N. del T.] 
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Podrîamos hacer la pregunta de si no es también cierto que un conjunto 
no nulo § de numéros reales inferiormente acotado no tiene siempre Infimo. 
Es fâcil probar que tal es el caso aplicando el axioma del supremo al 
conjunto -§ (el conjunto consistente en los inversos aditivos de los 
elementos de S). Dejamos esta prueba al estudiante.(problema 2). 


Problemas 


1. Determlnense el supremo y el infimo (si existen) de los siguientes 
conjuntos. Veriflquese que las contestaciones dadas satisfacen 2.5 y las 
condiciones correspondientes para el infimo. ^Tienen estos conjuntos 


mâximo y minimo ; 


a) O - - 


n, un entero positivo 


itivoj- 


b) -^(- 1 )" 


n, un entero positivo 


c) ^n+(-l)"- «, un entero positivo 
n 


c/j J- + ( - l)"!! I n, un entero positivo 

(n 


2. Pruébese que si S es un conjunto no nulo de elementos de R 
inferiormente acotado, entonces 8 tiene un infimo en R. {Sugerencia . 
ùsese el axioma L y el problema 11 de la secciôn 2.) 

3. Si ût y è son numéros reales positivos cualesquiera, demuéstrese que 
existe un entero positivo m tal que 


{m-\)a ^ b < ma. 

4. Constrùyase un conjunto S de numéros racionales que tenga ..Jh 
como su supremo. Verifiquese que sup S = ^3. 

5. Constrùyase un conjunto S de numéros racionales que tenga ^3 
como su infimo. Verifiquese que inf 8 = ^'3. 

6. Pruébese que entre dos numéros reales distintos a y b hay infinitos 
racionales. 

7. Si S y IF son conjuntos de numéros reales taies que para cualquier 
xe£ hay un yeS^ tal que x ^ y, demuéstrese que 

sup 8 < sup IF. 

8 . Si 8, IF, y Q son conjuntos de numéros reales taies que para cada 
xe8 y cada hay un zeS tal que x+j < z, demuéstrese que 

sup 6 + sup IF < sup S. 
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4. EL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 

En la secciôn anterior demostramos la existencia del numéro Jl, 
construyendo un conjunto de numéros racionales que tenlan como su 
supremo a un numéro cuyo cuadrado es 2. Es ciaro que podemos demostrar 
la existencia de otras ralces de numéros en una forma anâloga. Sin embargo, 
no es necesario hacerlo as! puesto que podemos probar el siguiente resultado 
general: para n impar la «-ésima ralz de cualquier numéro real existe 
como un nümero real y para n par la n-ésima ralz de cualquier numéro 
real positive existe como un numéro real. Este resultado se sigue de un 
teorema llamado teorema del valor intermedio. 

Geométricamente, el teorema del valor intermedio enuncia que si / es 
continua sobre [a, b] y si la grâfica de / esta por debajo de la recta y = t 
en û y por encima de esta recta en b, entonces la grâfica de / debe intersectar 
la recta en algûn punto c entre ay b (figura 1). De esto puede inferirse 
que si una funciôn /es continua sobre un intervalo, entonces la curva que 
représenta la grâfica de / no puede tener salto alguno en este intervalo. 


/(b) 

t 

fia) 

Y 

^ fib) 

Y 


- _ ^ 

t 

fia) 




r 

— i 

1 . _ 

0 

a c 1 

— X 0 

d a h e 


FIGURA 1 FIGURA 2 

Por ejemplo, si una funciôn f es continua sobre [d, e] la curva que représenta 
su grâfica no puede ser anâloga a la curva de la figura 2. Pues f es continua 
en [a, b], pero no hay ningûn punto es {a, b} tal que /(c) = t. 

4.1 Teorema. (El teorema del valor intermedio.) Si f es continua sobre 
[a, b] y f(a) < f{b) y si t es un nümero cualquiera tal que f{a) < t < f{b), 
entonces existe un punto ce <a, b} tal que /(c) = t. 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los puntos xe(a,b} taies que 
< i- Este conjunto S no es nulo (aeS) y estâ superiormente acotado 
{b es una cota superior). De donde, por el axioma del supremo, S tiene un 
supremo, llamémosie c. Como aeS y b es una cota superior de S, es ciaro 
que C6[a, b], Demostraremos que /(c) = t demostrando que la hipôtesis 
/(c) # t nos lleva a una contradicclôn. Entonces, si /(c) = ?, c no puede 
ser ni a ni 6 y, por tanto, ce (a, fi>. 
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Caso 1. Si /(c) < t, entonces ce[a,by y, segün el teorema 6.9 del 
capitule 8, pâg.369, existe un 5 > 0 tal que 

f{x) < t para todo xeK^c — ô, c-\-ô')r\{a, b]. 

Asi pues, existe un punto xe<c, 6] tal que /(x),< t y este contradice 
el hecho de que c = sup S. 

Caso 2. Si /(c) > ?, entonces ce <a, b] y, por el teorema 6.9, del 
capitule 8, pâg. 369, existe un 5 > 0 tal que 

f{x) > t para todo xe <c — <5, c+ n [a, b]. 

Asi pues, no hay ningùn punto de S a menos de una distancia ^ de c y 
esto contradice el hecho de que c = sup § (problema 10 de la secciôn 2, 
pâg. 425). 

Asi pues, el supuesto de que /(c) / t conduce a una contradicciôn y 
concluimos que f(c) — t y ce (_a, by. Esto compléta la prueba del teorema 4.1. 

En el teorema 4.1 supusimos que f{a) < f{b). Un resultado anâlogo se 
verifica, desde luego, si f{a) > f{b). 

4.2 Corolario. Si f es continua sobre [a, b] y fia) y /(b) tienen signas 
opuestos, entonces existe un numéro ce {a, by tal que fie) = 0. 

Este corolario es simplemente un caso especial del teorema 4.1. Lo 
enunciamos explicitamente porque se usa en la determinaciôn aproximada 
de las raices de las ecuaciones. 

4.3 Ejemplo. Calcùlense aproximadamente las raices de la ecuaciôn 

3x^ + 2x —4 = 0. 

SoLUCiÔN. Sea / = 3/^ + 2/-4. Como /(x) aumenta cuando x aumenta, 
la ecuaciôn puede tener cuando màs una raiz real. Busquemos ahora dos 
numéros en que / tenga valores de signos opuestos. Por ejemplo, /(O) = — 4 
y /(l) = 1. Como / es continua en [0, 1], la ecuaciôn tiene una raiz entre 
0 y 1. Asi pues, podemos tomar 0 o 1 como una aproximaciôn a la raiz y 
el error sera menor que 1. Escogeriamos 1 ya que /(l) es mener que /(O) 
en valor absoluto. Si deseamos una aproximaciôn con error menor que 0.1 
déterminâmes dos décimas sucesivas en que los valores de / sean de signos 
opuestos. Después de algunos câlculos encontramos que /(.9) = -.013 y, 
por tanto, la raiz de la ecuaciôn debe encontrarse entre 0.9 y 1.0. Como 
/(.9) es mas pequeno que /(l) en valor absoluto, escogemos 0.9 como la 
aproximaciôn a la raiz y ésta es correcta dentro de un error de 0.1. Podriamos 
continuar en esta forma para obtener una aproximaciôn con error tan 
pequeno como deseâsemos. 
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Usaremos ahora el teorema del valor intermedio para probar la 
existencia de la «-ésima ralz de cualquier numéro real positivo. 

4.4 Teorema. Si a es un nümero rea! positivo y n es un entero positivo, 
entonces existe un numéro rea! positivo y solo uno b tal que b" = a. 

Prueba. Sea p un entero tal que a < p; entonces p ^ \ y tencmos: 

0 < a < P ^ p". 

La funciôn I" es continua sobre [0, p\ y 

/"(O) = 0 <a < p" = r{p). 

Por tanto, segùn el teorema dei valor intermedio, hay un numéro be^O.p} 
tal que /"(b) = h" = a. Como /"(x) aumenta cuando v (positivo) aumenta, 
b es ei ûnico numéro con tal propiedad. 

Si n es impar, la existencia de la «-ésima raiz de un numéro real négative 
cualquiera puede probarse de un modo anâlogo (problema 2). 

Ahora que hemos establecido la existencia de la raiz cuadrada de 
cualquier numéro positivo, consideraremos un procedimiento para obtener 
una aproximaciôn décimal de la raiz cuadrada de un numéro positivo a. 
Este procedimiento es esencialmente el método del ejemplo 4.3 apiicado 
a la ecuaciôn x^~a = 0. 

Sea «0 el mayor entero tal que 

Entonces 

^0 ^ < Lq + 1. 

Sea /c, el mayor entero entre 0 y 9 inclusive tal que 

Entonces 

/Co + < ^0 + ^ . 

10 10 


Sea k 2 el mayor entero entre 0 y 9 inclusive tal que 

k-, 


^0 - “I" 

10 10 


^ a. 


Entonces 


. /c 1 /ct 

ko+ — + ~ 
10 10 ^ 


^ -Vu ■< /cq 4- —- + 

10 


/C2 + 1 
10" 
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Continuando de esta forma podemos llegar a una aproximaciôn a con 
tantas cifras décimales exactas como deseemos. 

Ilustramos este procedimiento encontrando una aproximaciôn décimal 
de ^2 con très cifras décimales exactas. En este caso kf, = \. Necesitamos 
a continuaciôn determinar el mayor entero entre 0 y 9 tal que 



O, lo que es équivalente, 


h. 

10 



< 2-1 = 1 


/ci(2-10 + fc,) < 10^ 


As! pues, ÂTi = 4. A continuaciôn determinamos el mayor entero entre 
0 y 9 tal que 



< 2 


O, lo que es équivalente. 


^2 

10^ 


O -, 4 /C2 

2 + 2-— + -4 
10 10^ 


< 2-1 


A _ ü - 
10 10^ " 10^ 


/c2(2-10^ + 8-10+fc2)^4-10^ 


Por tanto, k^ = 

Para la ejecuciôn de este problema introduciremos un esquema que es 
familiar al estudiante y que pone el anterior procedimiento en una forma 
abreviada. 


1.4 1 4 2 
^ 2.00 00 00 00 
1 

24jrÔÔ~ 

96 

281 [ 4 00 
2 81 

2824| 1 19 00 


28282 


1 12 96 
6 04 00 


5 65 64 
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Por tanto, 1.414 es una aproximaciôn décimal a ^/2 con très cifras décimales 
exactas. 

En el capitulo 1 definimos intervalos finitos abiertos, cerrados, y 
semiabiertos e intervalos infinitos. Dijimos entonces, que el término 
“intervalo” se usaria para denotar cualquiera de estes tipos de intervalos. 
Todos estes tipos de intervalos tienen la propiedad de que para cualesquiera 
dos puntos del intervalo todos los puntos entre ellos se encuentran también 
en el intervalo. En realidad, esta propiedad caracteriza a los Intervalos. 

4.5 Teorema. Un conjunto S de numéros reales es un intervalo si y solo 
si tiene la propiedad de que para cualesquiera dos puntos x, y Xj en S, 
con Xi < Xj, <(x,, .Xj ) cz S. 

Prueba. Es fâcil verificar que cada uno de los varies tipos de intervalos 
tiene esta propiedad. Supongamos que el conjunto S tiene esta propiedad. 
Si S es el nulo o consiste en un solo punto, es un intervalo. Supongamos 
pues que S consiste de, al menos, dos puntos. 

Si S es acotado, sean a = inf 8 y b = sup S. Demostraremos que S es 
uno de los intervalos <o,[«,/>>, (.a, b], o [a, b], Tomemos x tal 
que a < X < b. Como u = inf S y è = sup S, hay puntos Xj y X 2 en S taies que 

a < X, < X < X 2 < b. 


Por tanto, xeS y 

S = <la,b} si «^8, 

S = [a, b} si aeb, b^S 
8 = (a, b] si aÿ8, be^ 

8 = [a, b] si 06 8, beS. 

Si S no estâ acotada, la prueba es anâloga. Por ejemplo, supongamos 
que 8 estâ inferior, pero no superiormente acotada. Sea a = Inf 8 . 
Demostraremos que 8 es o oo> o [a, oo>. Tomemos x > a. Como 
a = inf 8 y 8 no estâ superiormente acotada, hay puntos x, y X 2 en 8 taies 
que 

a < X, < X < X2. 


Por tanto, .ve 8 y 

8 = <a, oo)> si fl ^8 
8 = [a, oo> si ae 8 . 

Una vez que hemos establecido la anterior caracterizaciôn de los 
intervalos podemos demostrar que el teorema del valor intermedio implica 
que la imagen de un intervalo bajo un mapeo (funciôn) continuo es un 
intervalo. 
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4.6 Teorema. Si 2 es un intervalo y f es una funciôn continua sobre J, 
entonces fQ) = {/(;«) es un intervalo. 

Prueba. Si fQ) es el nulo o consta de un solo punto, entonces es un 
intervalo. Supongamos que fQ) consta de al menos dos puntos. Tomemos 
/(^i) y f{x 2 ) en fQ) con f{xf) < /(xj). Si te </(xi), /(a 2 )>, por el teorema 
del valor intermedio existe un punto (o <X 2 ,Xi» tal que 

/(c) = t. Por tanto, te fQ). Segùn el teorema 4.5, ello nos dice que fQ) es 
un intervalo. 

Por ejemplo, mapea <1,2> sobre <1,4> y la funciôn seno mapea 
<0, 27r> sobre [—1, 1]. 

Problemas 

1. Aproximense las ralces de las siguientes ecuaciones con un error 
mener que 0.1. 

a) x^ + 3x—5 = 0 b) x^ + 2x-f 10 = 0 

c) x^ —5 = 0 d) x"^ —8 = 0 

2. Pruébese que: si a es un numéro real négative y n es un entero 
positive impar, entonces existe un numéro real négative b tal que b" = a. 

3. Determinese una aproximaciôn décimal a ^/5 que sea correcta hasta 
très cifras décimales. 

4. Expliquese detalladamente un procedimiento para obtener una 
aproximaciôn décimal de la raiz cùbica de un numéro positivo real. 

5. Determinese una aproximaciôn décimal a sj2 que tenga dos cifras 
décimales correctas. 

6 . Si S es un conjunto de numéros no négatives y m = Inf S y 
M = sup S, demuéstrese que = infS^ y = sup 8^, donde 8^ 
représenta el conjunto de los numéros que son los cuadrados de los 
numéros en S. 

7. Muéstrese que entre - dos numéros reales distintos a y b hay 
un numéro irracional. {Sugerencia: segùn el teorema 3.5, pâg. 426, 
hay un nùmero irracional entre ^2a y ^2b.) 

8. Demuéstrese que entre dos numéros reales distintos hay infinitos 
numéros irracionales. 

9. Demuéstrese que el rango de la funciôn seno es el intervalo cerrado 

[- 1 , 1 ]. 

10. Determinense las imâgenes de los siguientes intervalos segùn las 
funciones que se dan. 

a) [ 0 , 3];/3 b) <0, 3];/-* 

c) < —2, 2);—27+1 d) [0, 3]; funciôn “mâximo entero contenido” 
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5. EL TEOREMA DE HEINE-BOREL 


Usando el axioma del supremo podemos probar otra propiedad bâsica 
del sistema de los numéros reales llamada la propiedad de Heine-Borel. 
Esta propiedad es de una naturaleza geométrica y, con frecuencia, su 
aplicaciôn résulta mas conveniente que el m.ismo axioma del supremo. 

Antes de enunciar esta propiedad vamos a définir lo que entendemos 
por una cubierta de un conjunto. 

5.1 Definiciôn. Una colecciôn de intervalos abiertos se dice que cabre un 
conjunto S si cada punto de S pertenece al menas a uno de los intervalos 
abiertos. 

Daremos ahora algunos ejemplos para ilustrar esta definiciôn. 

5.2 Ejemplo. Sea S el intervalo <0,1]. ^Cubre S la colecciôn de intervalos 

abiertos donde y " = 1.2, ... (figura 3)? 


Sa- 



FIGURA 3 


SoLUCiÔN. La colecciôn {3„} cubre <0, 1]. Para demostrar esto tomemos 
un C6<0, 1]. Por el corolario 3.3, pâg. 426, para algùn n, l/« < c. Luego 
ce3'„. 

5.3 Ejemplo. Sea S = donde n = 1,2,... iCubre a S la colecciôn de 

intervalos abiertos donde ^ cierto numéro 

positivo ? 

1 

SoLuciÔN. Claramente cubre a S ya que “ ^ Sn- 

En ambos ejemplos la colecciôn de intervalos abiertos es una colecciôn 
infinita. ^Podemos escoger de la colecciôn {((„} un nûmero finito de 
intervalos abiertos que cubra a S en cada uno de estos ejemplos? 

En el ejemplo 5.2 no podemos escoger un numéro finito de intervalos 
abiertos de los de en tal forma que esta finita colecciôn cubra a S. 
Consideremos una colecciôn finita de intervalos abiertos de { 3 „}. Sea 3 ™ el 
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intervalo abierto con el indice mayor en esta colecciôn finita. Entonces, 

cualquier punto en el intervalo (o, ^ no se encuentra en ninguno de los 

intervalos abiertos de esta colecciôn finita. De donde que ninguna colecciôn 
finita de intervalos abiertos de pueda cubnr a S. . 

En el ejemplo 5.3 podemos escoger un nùmero finito de intervalos 
abiertos de los de {3^,} que cubrirâ a S. Usando la propiedad arquimediana 

de los numéros reales, para algùn entero positive m, - < ô. Entonces 
1 , 2 , es una colecciôn finita que cubre a S, ya que, 

para n > m 

^— Ô<0<-< — + ô. 
m n m 

La cuestiôn de la existencia de un nùmero finito de intervalos abiertos | 

de una cubierta de S taies que ellos mismos cubran a S queda contestada | 

para el caso en que S sea un intervalo cerrado segùn el teorema de Heine- I 

Borel. 1 

5.4 Teorema. (Teorema de Heine-Borel.) Si el intervalo cerrado [a, b] 
esté cubierto por una colecciôn de intervalos abiertos {3ot}. entonces puede 
escogerse un numéro finito de intervalos abiertos de la colecciôn {3(,} de tal 
forma que [a, b] quede cubierto por la nueva colecciôn finita. 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los puntos xs[a,b] taies que un 
nùmero finito de intervalos en {3*} cubra a [a, x]. Como a esta en algùn 
intervalo de {3^}, [a, a] esta cubierto por un nùmero finito de intervalos 
(en realidad, por un intervalo) de {3,}- Asi pues, aeSe^ es, por tanto, no 
nulo. Ademâs, 5 estâ superiormente acotado {b es una cota superior de5). 

Luego, por el axioma del supremo, S tiene un supremo, llamémosle c. O 
punto cG[a,b] y, por tanto, pertenece a algùn intervalo 3c de {3a}- Segùn 
el problema 10 de la secciôn 2, pâg. 425, existe un punto XQË^tal que XqgSc- 
Como XqêS, una colecciôn finita de intervalos de {3a} cubre {a, b\. Si 
anadimos 3c u esta colecciôn finita, entonces tenemos una colecciôn finita 
de intervalos abiertos de {3a} 4 ue cubre a [a, .x,] donde Xie3c y Xj >c. 

Como c = supS, Xi no puede estar en 51, luego no puede estar en [a,b\. 

Por tanto Xi > b. Asi pues, tenemos {a, ô] c: [a, x,] y [fl, xJ estâ cubierto por 
una colecciôn finita de {3a}- Esto demuestra que [a,b\ estâ cubierto 
por una colecciôn finita de intervalos de {3a}- 

Problemas 

1. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos. Consideremos el 
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conjunto de intervalos abiertos donde n es un entero positive cualquiera 

y 



iCubre a S la colecciôn {3„}? En caso afirmativo, ^puede escogerse un 
numéro finito de intervalos de de tal modo que cubra a S? 

2. Sea S = [0, 1> y {3^^} un conjunto de intervalos abiertos taies que 
para cada X6[0, 1> 

Ttr » • 

^Cubre a S? En caso afirmativo, ^cubre a S un subconjunto finito 
de 

3. Sea S = [a, b] y sea <5 un numéro positivo. Si {3^} es una colecciôn 
de intervalos abiertos taies que para cada xe{a, b\ 

3x = ix-à, x+ô> 

ccubre {3x} a S? En caso afirmativo, ôcubre a S un subconjunto finito 

de {3,}? 


6. CONTINUIDAD UNIFORME 

De acuerdo con la definiciôn dada en el capitulo precedente, una 
funciôn / es continua sobre un conjunto S (contenido en si para cada 
xeS y para cualquier e > 0 existe un ô > 0 tal que \f{x)- f{y)\ < s para 
todo ye <x—ô, ;v+(5> n S. En general, este numéro ô dépende tanto 
de X como de e. Si podemos encontrar un <5 que dépende solo de e y no 
del punto particular ;veS, entonces decimos que f es uniformemente 
continua en S. 

La nociôn de continuidad uniforme no se usarâ hasta que lleguemos 
a la integraciôn. Pero la introducimos aqui porque un teorema sobre la 
continuidad uniforme es una de las mâs importantes aplicaciones del 
teorema de Heine-Borel. 

6.1 Definiciôn. La funciôn f es uniformemente continua sobre un 
conjunto S contenido en By si para cualquier e > 0 existe un ô > 0 tal que 
para todo xeS 

\f{x)—f{y)\ < e siempre que ye^x—ô, x+ôj . 

Ilustraremos esta definiciôn con algunos ejemplos. 
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6.2 Ejemplo. ^Es P uniformemente continua en R? 

SoLUCiÔN. Tomemos e > 0. Deseamos determinar si existe un d > 0 tal 
que, para todo xeR y para todo x+d>, 

\I^{x)-I^{y)\ = |x^-/l = \x+y\ Ix-yl < £. 

Parece claro que para todo xeR podemos encontrar un ^(x) > 0 tal que 
si Ix-jI < 5(x) entonces [x+t'l \x-y\ < e. 

Sin embargo, la elecciôn de 5(x) dep|»derâ de cual sea el punto particular 
xeR. A medida que x se hace mayor en valor absoluto d(x) debe escogerse 
mas pequeno (figura 4). Asi pues, parece que no es uniformemente 



Ulilizaremos un razonamiento indirecte para probar que / = / no 
es uniformemente continua en R. Supongamos que para un e > 0 dado, 
existiera un d > 0 tal que para todo xeR 

\fix}-f{y)\ = \x+y\ \x-y\ < £ 

£ ^ n t 

siempre que |x->’l < ô. Tomemos ahora x = -y>’ — xT^- tntonces 

/ „ â 2 e ô 

\f{x)-f{y)\ = (x + y)lx-y| =(^2x + -j- > 2x • - - ^ ' 2 “ 
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Esta contradiccion muestra que nuestra hipotesis no puede verificarse y que, 
por tanto, / no es uniformemente continua en R. 


6.3 Ejemplo. es uniformemente continua en <0, 2> ? 

SoLUCiÔN. Tômese s > 0. Deseamos déterminai si existe un <5 > 0 tal que, 
para todo xe <0, 2> y para todo ye {x-ô, x+ 0} n <0, 2>, 

\P{x)-P{y)\ = \x^-y'^\ = \x+y\ \x-y\ < e. 

En este caso, como x y y pertenecen a <0, 2>, \x + y\ no puede crecer 
arbitrariamente. De donde parece que podemos suponer que es posible 
encontrar un ô con tal propiedad y que, por consiguiente, P es uniforme¬ 
mente continua en <0, 2>. Demostraremos ahora que tal es el caso. 

Si .X y J pertenecen a <0, 2> entonces 

\P{x)-P{y)\ = \x-\-y\ \x-y\ < 4|x-j.i. 

Asi pues, si ô = e/4, para todo xe <0,2> y para todo je <x- <5, x+ 5> n <0, 2> 

|/^(x)-/^(j)| < 41x-j| < e. 

Por tanto, / es uniformemente continua en <0, 2>. 


6.4 Ejemplo. il ^ = j es uniformemente continua en <0, 2> ? 


SoLuciÔN. Tomemos e > 0. Deseamos déterminai si existe un i5 > 0 tal 
que para todo x£<0, 2> y para todo je<x-^, x-l-(5>n <0, 2> 


i _ 1 

X y 


\y-x\ 

xy 


< s. 


Como I * es continua en <0, 2>, para cada xe<0, 2> existe un ô{x) > 0 
tal que si je <x—d(x), x-f d(x)> n <0, 2> entonces 


X 



\y-x\ 


< e. 


XJ 


Sin embargo, a medida que x se hace mâs pequeno, (5(x) debe escogerse 
mâs pequeno (figura 5). Puede pues esperarse que / no sea uniformemente 
continua en <0, 2>. Supongamos ahora que / es uniformemente continua 
en <0, 2>. Entonces para s > 0 existe un <5 > 0 tal que para toda xe <0, 2> 
y toda je <x— x-l- d> n <0,2> 


X 


1 

y 


XJ 


< e. 
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Tomemos x e 


0, n <0, 2> y ve<0, 2> tal que Ôj2 < lx-y| < ô. (Para 
48 / 

asegurarnos de que tal nùmero y existe, suponemos ^ < 1. Lo que no 
constituye ninguna restricciôn.) Entonces 

\y-x\ ^ ôji ^ ^ 

xy ^.2 

48 



Esto contradice nuestro supuesto y concluimos, por tanto, que / no es 
uniformemente continua en <0, 2>. 

Es fâcil ver que, si S es uniformemente continua sobre un conjunto S, 
entonces / es continua sobre S. Que lo reciproco no es cierto, en general 
se muestra en el ejemplo 6.4. Sin embargo, si una funciôn es continua en un 
intervalo cerrado [a, b], entonces es uniformemente continua en [a, b\. 

6.5 Teorema. Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces f 
es uniformemente continua sobre [a, b], 

Prueba. Tômese 8 > 0. Deseamos demostrar que existe un <5 > 0 tal que, 
para todo xe{a,b'\ y para todo ye(^x— à, x-y ôy r\{a,b'\, |/(x)—/(j)| < e. 
Como/es continua sobre [a, b], para cada xe[a, b] existe un nùmero positivo, 
al que denotaremos por d(x) para enfatizar su dependencia de x, tal que 
siempre que ye <x — ù(x), x+ 5(x)> n [a, b\ 

\f{x)-f{y)\ < e/2. 


Continuidad uniforme 441 



Podria pensarse en tomar como ô el înf {ô{x)\xe[a, b]}. Sin embargo, esto 
no funcionaria ya que tal infimo puede ser 0. Lo que haremos es emplear 
el teorema de Heine-Borel para obtener un conjunto finito de numéros 
positivos y tomar como ô el elemento mlnimo de este conjunto finito. 
Denotemos por 2(x;S{x)) al intervalo abierto (^x—ô(x), x+ô(x)} y 
/ ô{x)\ ! <5(x) 

por x; I a ( X — -r + conjunto de intervalos abiertos 



|xe[û, b] 


cubre a [a, b\. Luego por el teorema de Heine-Borel, 


un subconjunto infinito 


- I 


cubre a [a, b], Sea ô el 


mlnimo de los nùmeros 


2 


, k = 


Entonces ô es positivo. 


Tomemos ahora dos puntos cualesquiera x y j en [a, h] taies que 
\x—y\ < ô. Como |A: = 1, «j cubre a [a, b], xe^l^x*; 

para algùn k(k =- 1,...,«). Ademâs 


!>’• 


= |y-x4-x-xj < |y-x|-|-|x-xj < <5 -h 


à(x0 


^ <^(xi,) ■ 


Por tanto, ambos, x y v estân en <5(xt)) y por tanto 


|/(x)-/(x,)i < 8/2 

y 

i/(y)-/(Xk)l < e/2. 


Luego 


l/(x)-/(y)l = lf(x)-/(x,)+/(x,)-/(y)l 
< l/W-/(x,)|-H/(x^)-/(;.)| 
8/2 E 6/2 


As! pues, para cualquier 8 > 0 hemos demostrado que existe un (5 > 0 tal 
que para todo xe[a, b] 

\f{x)-f(y)\ < 8 

siempre que _re<x—(5, x+^)n[a, 6]. Esto compléta la prueba. 


Problemas 

1. Demuéstrese que la funciôn idéntica / es uniformemente continua 
en R. 
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2. Demuéstrese que I ' = - es uniformemente continua en [a, oo] 
donde a > 0. 

3. Demuéstrese que si existe un numéro positivo M tal que, para xy y 
en S cualesquiera, 

\fix)-f{y)\ < M\x-y\ 
entonces / es uniformemente continua sobre S. 

4. Las siguientes funciones / son uniformemente continuas sobre los 
conjuntos S dados. Para g > 0, determinese un <5 > 0 especifico tal que 
para todo xeS 

\f{x)—j{y)\ < g siempre que ye(^x—ô, x+^>nS. 
a) = [0,2] b) ; S = [2, 4]. 

5. Demuéstrese que si S S y / es uniformemente continua sobre S, 
entonces / es uniformemente continua sobre S. 

6. ^Es la funciôn / definida por f{x) = uniformemente continua 
sobre <0, 3>? 

7. Si f y g son uniformemente continuas sobre un conjunto 8, muéstrese 
que f+g es uniformemente continua sobre S. 

7. ALGUNOS TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS 

Probaremos ahora algunos teoremas importantes sobre funciones 
continuas. Primero damos algunas definiciones. 

7.1 Definicion. Una funciôn f se dice que està acotada superiormente, 

acotada inferiormente, o acotada sobre un conjunto S contenido en el dominio 
de la funciôn si el conjunto de valores de la funciôn, ei 

superiormente acotado, inferiormente acotado o acoiado, respectivamente. 

7.2 Definicion. El supremo de f en S, denotado por sup f, es el supremo 

del conjunto {/(x)|a:6 S}. ^ 

7.3 Definicion. El infimo de f en 8, denotado por inf /, es el Infimo del 

conjunto {/(x)|x'e8}. ^ 

1A Teorema. Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es 
acotada sobre [a, b], 

Prueba. Tômese XE[a,b]. Como f es continua en x, existe un numéro 
<5(a) > 0 tal que siempre que ys[a, b]r\ <^x~ ô{x), x+ ô{x)y entonces 

I/(l)-/(4I < 1 

o 

7.5 I/(l)I < l/WO+1 
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por la desigualdad del triângulo. Escribimos ô(x) en lugar de ô para senalar 
explîcitamente que ô dépende de x. Denotemos el intervalo abierto 
<.t-5(x), x+(5(x)> por 3 (x;5(x)). La colecciôn {3 (x; <5(x))|x6[a, è]} 
cubre [a, b], Entonces, por el teorema de Heine-Bore], una colecciôn finita de 
estos intervalos abiertos cubre a {a, h], digamos {SCv*; ô{x^))\k= \ 

Si M es el mayor de los numéros |/(xt)|-f 1, A: = 1, entonces para 

todo A], I/(>’)! < M. Para ver que esto es cierto tomemos un ye[a, b]. 
Entonces >’e3 (xt; (5(xJ) para algûn k entre 1 y n. Usando 7.5, obtenemos 

I/(J)I < \f{x,)\+\ < M. 

Luego / es acotada sobre [a, b], 

Nôtese el papel jugado por el teorema de Heine-Borel en esta prueba. 
La funciôn / es acotada sobre cada intervalo 3(x; (5(x)) por |/(x)|-|-l. 
Como una cota para la funciôn f sobre el intervalo total [a, b\ no podemos 
tomar 

sup {|/(x)| + l|xe[a,è]} 

ya que este supremo puede que no exista. Por el teorema de Heine-Borel 
obtenemos un numéro finito de intervalos que cubren a [a, b], Entonces el 
mayor elemento del conjunto {|/(x*)!-I-11/: = sera una cota 

para / sobre el intervalo total [a, b]. 

Si una funciôn es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], entonces /es 
acotada sobre este intervalo y, por tanto, tiene un supremo y un infimo 
sobre [a, b], Una pregunta de interés; i,alcanza la funciôn su infimo y su 
supremo sobre [a, b]l Es decir, ^son el supremo y el infimo del conjunto 
{Iix)\x€[a, 6]} elementos del conjunto? Se contesta a ello en el siguiente 
teorema. 


7.6 Teorema. Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces 
existen puntos x^ y xq en [a, b] taies que /(Aq) = sup f y /(Aq) = inf /. 


Prueba. Demostraremos que existe un xoeja, A] tal que /(xo) = sup/ 

[H, 6] 

por medio de una prueba indirecta. La prueba de la otra parte del teorema 
es anâloga y se déjà al estudiante (problema 3). 

Sea M = sup / y supongamos que para todo xe[a, b], /(x) / M. 
6 ] 


Entonces la funciôn g 


_J_ 

M-f 


es continua sobre [a, b] (teorema 6.4 del 


capitulo 8, pâg. 366j. Por tanto, segùn el teorema 7.4, g es acotada sobre 
[a, b] y, por tanto, existe un numéro positivo c tal que 


lÉfWI = 



M-/(x) 


C 
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para todo xe\a, b\. De modo que, para todo xe\a, b\, 

c 


Esto contradice el hecho de que M = sup /. Luego nuestro supuesto no 

[O. I>1 

puede verificarse. Es decir, existe un Xoe[a, b] tal que /(xq) = M = sup /. 

El teorema 6.7 nos dice que, sobre un intervalo cerrado, una funciôn 
continua alcanza su supremo y su infimo al menos en un punto. Desde 
luego, puede alcanzar estas cotas en mâs de un punto de [a, b\. 

Los siguientes ejemplos muestran que la hipôtesis de que / sea continua 
y la de que el intervalo sea cerrado, son, ambas, necesarias en el teorema 7.6. 

La funciôn / definida por /(x) = x-[x] no alcanza a su supremo en el 
intervalo [0, 1]. Esta funciôn no es continua sobre [0, 1]. 

La funciôn idéntica / no alcanza a su supremo 1 sobre [0, 1>. 

Si combinamos los resultados de los teoremas 7.6 y 4.6, pâg. 435, 
podemos afirmar que la imagen de un intervalo cerrado y acotado [a, b] bajo 
una funciôn continua es un intervalo cerrado y acotado. 

el intervalo [/(x^), /(JCo)] donde /(x,) = inf / y /(xo) = sup /. 

[fl, t>] l®* 

No podemos reemplazar “cerrado” por “abierto” en este enunciado; la 
funciôn seno mapea <0, 27 î> sobre [-1, IJe/'* mapea <0, 1> sobre <1, a3>. 

En el siguiente capitule nos ocuparemos del problema de encontrar los 
valores mâximo y minimo de una funciôn. Definimos ahora el mâximo y 
el minimo de una funciôn sobre un conjunto y volveremos a dar el enunciado 
del teorema 7.6 en esta terminologia. 


7.7 Definiciôn, Si S es un conjunto contenido en el dominio de la funciôn /, 
entonces se dice que f tiene un (valor) mâximo sobre S si existe un elemento 


Xq e S tal que 


/(xo) ^ fix) 


para todo xeS. 

Una definiciôn anâloga puede darse para el (valor) minimo de una 

funciôn sobre un conjunto. 

El teorema 7.6 puede, pues, reformularse como sigue. 

7.8 Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] entonces f tiene un 
mâximo y un minimo sobre [a, b]. 


Problemas 

1. iSon las siguientes funciones superiormente acotadas, inferiormente 
acotadas, acotadas sobre el conjunto dado S ? 

a) S = <_3,2> ft) S = <0, 4] 

c) S = [3, œ) d) tan, S = <0, nITy. 


Aigu nos teoremas sobre funciones continuas 
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2. Encuéntrese sup/ e înf/ (si existen) para las funciones y conjuntos 

S s 

dados en el problema 1. 

3. Pruébese que; si / es continua sobre el intervalo cerrado [a, h] 
existe un punto x^e[a, h] tal que /(x,) = Inf /. 

[û, 6] 

4. ^Tiene la funcion / definida por f{x) = |x| un mâximo y un mlnimo 
en el intervalo abierto <-l, 1>? 

5. Encuéntrense los valores mâximo y mlnimo de la funcion / sobre 
[0, 3] cuando / estâ definida por 

a) f(x) = 3x + a b) f(x) = -x 

c) fix) = 4x^ + 8x —2 cl) f{x) = x^ —4x + 5 

= 1^4 /W = x^ + 2x-5. 

6. Pruébese que: si / y ^ son acotadas sobre S y, para todo xeS, 
/(x) < g{x), entonces 

Inf/^inf^ y sup / < sup o. 

SS S <s 

7. Pruébese que: si / esta acotado sobre S y c es una funcion constante, 
entonces 


sup (cf ) — c sup / e inf (c/) = c inf / si c > 0 

§ 8 s s 

y 

sup (c/) = c inf / e inf {cf) = c sup / si c < 0. 

s s s s 

8. Pruébese que; si / y ^ son acotadas sobre 8, entonces 

sup {f+g) < sup /+ sup g 
^ 8 8 

e 

inf if+g) ^ inf /+ inf g. 

S SS 


8. RESUMEN 

En este capitule hemos completado nuestra discusiôn de los axiomas 
para el sistema de los numéros reales introduciendo el axioma del supremo. 
Las consecuencias de este axioma nos dan una buena imagen de la estructura 
del sistema de los numéros reales. Por ejemplo, sabemos ahora que cualquier 
numéro real se encuentra entre dos enteros consecutivos y que entre dos 
numéros reales distintos hay infinitos numéros racionales e infinitos numéros 
irracionales. 

El axioma del supremo nos permite también establecer propiedades 
globales de funciones continuas. Ejemplos de taies propiedades son la 


446 Cap. 9 El axioma del supremo 



propiedad del valor intermedio y el hecho de que una funciôn continua 
sobre un intervalo cerrado [a, b] es uniformemente continua y acotada sobre 
[a, b'\ y tiene un mâximo y un minimo en [a, b\. 

El teorema de Heine-Borel es de importancia para nosotros como un 
instrumento mâs que por si mismo. Con frecuencia es conveniente usar 
este teorema en lugar del axioma del suprême. 


Problemas de repaso 

1. Si a y è son dos nùmeros positives cualesquiera, demuéstrese que 
existe un entero positive n tal que a < 2" b. 

2. Determinese el sup S y el inf S cuando 


S =i- 
12 ’' 


n, un entero positive cualquiera 


Verifiquese que las contestaciones dadas satisfacen las definiciones de 
sup S e înf §. Tiene S un elemento mâximo y un elemento minimo? 


3. Hâgase lo mismo que en el problema 2 cuando 

1 


§ = ?l + (-l)" 


2 " 


n, un entero positive 


4. Demuéstrese que si el infime c de un conjunto S es un elemento de S, 
entonces S tiene un elemento minimo y c es el elemento minimo. 

5. Demuéstrese que si el infimo c de un conjunto S no es un elemento 
de S, entonces c es un punto de acumulacion de S. 

6 . Demuéstrese que el rango de la funciôn tangente es el total de la 
recta < —oo, oo>. 

7 . ^Cuâl es el rango de la funciôn secante? 

8 . Obténganse las raices de la ecuaciôn 

x^ + 2x —2 = 0 


con un error menor que 0.01. 

9. Sea S = <l,2>yT^= <x-ô, x+5> donde <5 es un numéro positive. 
tCubre a S el conjunto de los intervalos abiertos (^^|xe<l, 2>}? En caso 
afirmativo, ^cubre a S un subconjunto finito de {3^^|xe<l, 2>}? 

*10. Pruébese que si / es uniformemente continua sobre el intervalo 
abierto è) entonces / es acotada en <a, b}. 
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Capitule 



Aplicaciones 
de la derivada 


1. INTRODUCCIÔN 

Cuando la derivada se introdujo por primera vez en el capitule 8 
discutimos su interpretaciôn como velocidad de una particula y como 
una funciôn que nos daba la pendiente de una curva. En este capitulo damos 
algunas aplicaciones mâs de la derivada, asi como la fundamentaciôn 
teôrica necesaria para estas aplicaciones. La determinaciôn de los valores 
del mâximo y el minime y el problema del trazado de la grâfica de una 
funciôn son los problemas fundamentales que aqui consideraremos. 
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2. MÂXIMOS Y MiNIMOS 


El teorema 7.6 del capitulo 9, pâg. 444, afirma que una funciôn continua 
sobre un intervalo cerrado tiene un mâximo y un minimo en el intervalo. 
Sin embargo, este teorema no nos da un método para encontrar los valores 
del mâximo y el minimo. El problema de determinar estos valores se 
considerarâ en esta secciôn. 

Las nociones de valores mâximo y minimo relatives de una funciôn son 
utiles en la soluciôn de este problema. Una funciôn tiene un mâximo 
relative en el punto c si f(c) es mayor que o igual al valor de la funciôn 
en cada uno de los puntos de una vecindad de c. Una vecindad de un 
punto se define como signe; 

2.1 Definiciôn. Una vecindad de x denotada par es un intervalo 

abierto que con tiene a x. 

Entonces, la definiciôn de mâximo relative es: 

2.2 Definiciôn. Una funciôn f tiene un mâximo relativo en un punto c si 
existe una vecindad de c, .V* (c), tal que para todo x en JlT (c) y en el dominio 
de f 

Ax) ^ fie). 

Un numéro tal /(c) se llama (valor) mâximo relativo de la funciôn. Un 
(valor) minimo relativo de la funciôn se define de un modo anâlogo. 

2.3 Definiciôn. Los valores extremos de una funciôn son los mâxlmos y 
mlnimos relatlvos de la funciôn. 

Si / es la funciôn definida en el intervalo cerrado [a, b] con la grâfica 
que se ilustra en la figura 1, entonces / tiene mâximos relatives en los 



valores a, .Xj, y X4, y mlnimos relatives en Xj .Xj, y b. Nôtese que en este 
ejemplo los valores extremos aparecen o en los puntos extremos del intervalo 
o en puntos donde la derivada es cero (la recta tangente es horizontal) o 
en puntos donde la derivada no existe. La geometrla de las curvas sugiere 
que éstas son las ünicas posibilidades. 
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2.4 Teorema. Si 1), la fmciôn f tiene un valor extremo en c; 2), / està 
definida en una vecindad de c, y 3), /'(c) existe, enlonces f'{c) = 0. 

Prueba. Supongamos que / tiene un mâximo relative en c. (La prueba 
para el caso en que lo que / tiene es un minimo relative es anâlega.) Existe 
un nùmere ?/ > 0 tal que /esta delinide sebre (c—rj, c+f]} y, para tede 
xe^c — r], c+t]}, f{x) < /(c). Luege para tede /î6<0, f/>, 

f{c + h)-fic) ^ Q 
h 

y, per tante, (c) < 0. Para tede he 0>, tenemes 

fic + h)-f(c) ^ Q 
h 

y, per tante, f'~(c) > 0. Cerne /'(c) existe per hipotesis,/''^(c) = f'~(c)y, 
per tante, /'(c) = 0. 

Este teerema cenfirma nuestra cenjetura. Es una censecuencia inmediata 
del teerema que les valeres extremes de una funcién definida sebre un 
intervale pueden aparecer solamente en 1) puntos dende la derivada es cere, 
2) puntos dende la derivada no esta definida, o 3) puntos extremes del 
intervale si es que pertenecen al intervale. Taies puntos se llaman puntos 
criticos. 

2.5 Definiciôn. Los puntos criticos de una funciôn definida sobre un 
intervalo son los puntos del intervalo donde la derivada o es cero o no 
existe, y también los puntos extremos del intervalo si es que pertenecen al 
intervalo. 

Nétese, sin embargo, que una funciôn no tiene necesariamente un 
valor extremo en cada punto critico. Per ejemplo, consideremos la 
funciôn P sobre el intervalo cerrado [—1, 1]. La derivada de esta funciôn 
es cero en 0, pero la funciôn no tiene un valor extremo en 0 (figura 2). 

Tenemes, pues, que los valeres extremos de una funciôn pueden sôlo 
ocurrir en puntos criticos,- pero no 
necesariamente tede punto critico 
corresponde a un valor extremo de la 
funciôn. 

Volviendo al problema de deter- 
minar los valores mâximo y minimo de 
una funciôn continua sobre un inter¬ 
valo cerrado, es claro que estas valores 
mâximo y minimo deben ser valores 
extremos, de donde sôlo pueden aparecer 
en los puntos criticos de la funciôn 
sobre el intervalo dado. Si el nùmero 
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de puntos criticos es finito, como ocurrirâ en todos los casos que vamos 
a considerar, entonces calculamos el valor de la funciôn en cada uno 
de los puntos criticos y el mayor de estos numéros es el mâximo y el 
menor es el minimo. 


2.6 Ejemplo. Encuéntrense los valores mâximo y minimo de la funciôn / 
definida por /(x) = x—sobre el intervalo [—1, 2]. 

SoLUCiÔN. Para determinar los puntos criticos de / sobre [—1,2] 
encontramos la derivada de /: 

/'(x) = l-x-^'^ x¥=0. 

Observamos que /' déjà de existir tan solo en 0 y que /' se anula tan solo 
en +1. Por tanto, los puntos criticos de / sobre el intervalo [—1,2] son 
— 1, 0, 1, 2. Calculando el valor de / en cada uno de los puntos criticos, 
tenemos 

/(-l) = 2 

/(O) = 0 

/(l) = -2 

/(2) = 2-3 </2 > -2. 

Asi pues, /(-1) = 2 es el mâximo y /(l) = -2 es el valor minimo de la 
funciôn / sobre [—1,2]. 

2.7 Ejemplo. Determinense las dimensiones y el volumen de un cilindro 
circular recto de volumen mâximo entre los inscritos en una esfera de 
radio a (figura 3). 


SoLUCiÔN. El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura h 

es 7tr^ h. Como el radio y la altura de un 
cilindro circular recto inscrito en una esfera 
de radio a satisface la relaciôn 

= a^-ihjiy, 

la funciôn altura-volumen V estâ dada por 
V{h) = n(a^~h^jA)h, he[0, 2a] 

donde E(/i) es el volumen del cilindro inscrito 
de altura h. Calculando la derivada, tenemos 

V'ih) = he{0,2a\. 

V'(h) existe, pues, en todo punto de [0, 2a] y 

2a 

es cero solamente en /; = - 7 =. Por tanto, los puntos criticos son 0, “ 7 =, y '2a. 

y/3 y/ 3 
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Calculando el valor de V en estes puntos, tenemos: V(0) = 0, V{2al^3) 

4 ^ 3 1 

= , y F(2a) = 0. Asi pues, el volumen mayor es 77 ^y las 

3J3 

2a 

dimensiones del cilindro con este volumen son h = r = ^ia. 


Problemas 

1. Determinense los valores mâximo y mlnimo de las siguientes funciones 
sobre los intervalos cerrados que se senalan: 

d) f= - 4 /^ + 8/-2; [0, 3] b) /(x) = 1[-2, 2] 

c) /=/‘' + 2/"-3; [- 2 , 2 ] /W = ^; [0, 3] 

e) /(x) = (x+l)'^^(x-2)‘^^[0,4] /) /= 3/^ + /;[-l,l] 

g) / = sen + cos; [ 0 , 2 rt] /i) /(x) = — |x| ; [— 1 , 1 ] 

i) f = sec; [-rt/4, 7 r/ 4 ]. 

2. Si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y /'(o) >0, 
demuéstrese que / tiene un mlnimo relative en a. 

3. Si el dominio de / es el intervalo cerrado [a,b] y /'(è) < 0, 
demuéstrese que / tiene un minime relative en b. 

4. Pruébese que la intersecciôn de dos vecindades, ,(x) y J\'’ 2 (x), de 
un punto X es también una vecindad de x. 

5. Encuéntrense las dimensiones y el volumen de un cono circular recto 
de volumen mâximo entre los inscrites en una estera de radio a. 

6 . Encuéntrense las dimensiones y el volumen de un cilindro circular 
recto de volumen mâximo entre los inscrites en un cono circular recto de 
radio a y altura b. 

7. Va a construirse una caja sin tapa con una lâmina cuadrada de a 
centimètres de lado cortando un cuadrado de lâmina en cada esquina y 
doblando hacla arriba la lata para formar los lados de la caja. Encuéntrese 
la caja de volumen mâximo que puede hacerse de este modo. 

8 . Se tiene que hacer una caja de una lâmina de lata de forma rectangular 
de dimensiones 12.20 cm x 36.60 cm en la forma descrita en el problema 7. 
Encuéntrese cuâl es la caja de mayor volumen que puede hacerse de este 
modo. 
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9. Encuéntrense las dimensiones de! rectângulo de mâxima area que 
puede inscribirse en una circunferencia de radio r. 

10. Si la fuerza de una viga de secciôn rectangular varia directamente 
con el ancho y el cuadrado de la altura, encuéntrense las dimensiones de la 
viga mas fuerte que puede sacarse de un tronco redondo de diâmetro d. 

11. Una cabana esta en el bosque a \ kilômetro de un camino recto y 
un hombre esta a 2 kilometros camino abajo del punto del cammo mas 
cercano a la cabana. Si el hombre puede caminar 5 kilômetros/hora por el 
camino y 3 kilômetros/hora por el bosque, ^donde debe dejar el camino 
para alcanzar la cabana en el liempo mâs corto ? 

12. Un hombre tiene 300 métros de alambre para cercar très lados de 
un terreno de ^orma rectangular. El cuarto lado lo formarâ sobre una 
cerca ya existente. Encuéntrense las dimensiones del terreno de area 
mâxima que puede cercar. 

13. Un triângulo isôsceles tiene lados de longitudes 8, 8, y 12. 
Encuéntrese el rectângulo de mâxima ârea que puede inscribirse en el 
triângulo con un lado a lo largo del lado del triângulo que tiene la 
longitud 12. 

14. Un triângulo tiene lados de longitudes 8, 10, y 12. Encuéntrese el 
rectângulo de mâxima ârea que puede inscribirse en el triângulo con un 
lado a lo largo de aquel lado del triângulo que tiene longitud 12. 

*15. En un almacén se va a abrir un pasülo perpendicular a uno ya 
existente de 8 métros de ancho. 6Qué ancho debe darse al pasillo para que 
una varilla de acero de 27 métros de largo pueda moverse de un pasillo a 
otro en una posiciôn horizontal? 

3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

En la secciôn anterior desarrollamos un método para encontrar los 
valores mâximo y minimo de una funciôn continua sobre un intervalo 
cerrado usando los puntos criticos de la funciôn. Para los propôsitos de 
dibujar la grâfica de una funciôn, y también para encontrar el mâximo y 
el minimo de una funciôn que no estâ restringida a un intervalo cerrado 
es conveniente desarrollar criterios que nos permitan comprobar si un 
punto critico es un punto mâximo o minimo relativo de la funciôn. El 
desarrollo de un tal criterio va a depender del teorema del valor medio. 

Probaremos primero un caso particular del teorema del valor medio 
llamado teorema de Rolle. 

3.1 Teorema. (Teorema de Rolle.) Supongamos que f es continua en [a, b] 
donde a < b, y diferenciabte en <a, ô> y f{d) = 0 = f{b). Enfonces existe 
un punto ce <«, h> tal que f'{c) — 0. 
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Geométricamente, el teorema de Rolle es ciertamente plausible. Si la 
grâfica de una funciôn continua cruza el eje X en dos puntos y tiene una 
tangente en todo punto entre estos dos, debe entonces tener una tangente 
horizontal en algùn punto intermedio (figura 4). Nôtese que el teorema 
de Rolle asegura la existencia de al menos un punto con tangente horizontal. 
Puede que haya mâs de un tal punto. 



Prueba de 3.1. Si f{x) = 0 para todo xe(a, h>, entonces escoger como c 
cualquier punto de {a, b} (ejemplo 8.6 del capitulo 8, pâg. 378)- 

Si f{x) > 0 para algùn .X6<a, h>, sea c un punto sobre [a, b] donde J 
alcance su mâximo (7.8, pâg. 445). Entonces, como /(c) >0 mientras 
que f{d) = 0 = f{b), tenemos que ce(^a,h'}. Como / esta defmido en la 
vecindad <a, h> de c y /'(c) existe, por el teorema 2.4 tenemos /'(c) = 0. 

Si f{x) < 0 para algùn xe{a, b}, hacemos que c sea un punto de [a, b] 
donde / tome su valor minimo. Entonces, razonando como en el caso 
anterior vemos que /'(c) = 0. 

La condiciôn de que /' exista en todo punto de <«, b} es necesaria para 
la validez del teorema de Rolle. La funciôn / definida por f{x) = I - |x| 
satisface todas las condiciones del teorema de Rolle sobre el intervalo 
[—1, 1], excepto que /' no existe en 0 (figura 5). Es claro que /' no es 
igual a cero en ningùn punto del intervalo < — 1, 1 >. 

El hecho de que / deba ser continua sobre [a, b\ para que el teorema de 
Rolle sea vâlido, quedademostrado por la funciôn definida por f{x) = x-[x:] 
en el intervalo [0, 1]. Esta funciôn tiene derivada igual a 1 en <0, 1> y 
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satisface todas las condiciones del teorema de Rolle, excepto que no es 
continua en 1 (figura 6). 

Usando ahora el teorema de Rolle podemos probar el teorema del 
valor medio muy fâcilmente. 

3«2 Teorema. (Teorema del valor medio.) Si f es continua en {a, b\ 
donde a < b y diferenciable sobre <^a, by, enfonces existe un punto ce (a, by 
tal que 

m-f{a) = {b-a)f'{c). 

.. m-f{a) . 

La expresion pendiente de la recta que une los puntos 

A = (^) /(<*)) y B = (Z), /(fi)) (figura 7). Asi pues, el teorema del valor 
medio afirma que, si la grâfica de una funciôn tiene una tangente en cada 
punto entre a y fi, la pendiente de la tangente en algün punto entre a y fi debe 
ser la misma que la pendiente de la recta que une A y B. 



Prueba de 3.2. Introducimos una nueva funciôn g que satisface las 
condiciones del teorema de Rolle, definida por 

=/(^)-/(«) - (;c-a). 

b —a 


Nôtese que g{x} es la diferencia entre el segundo elemento del punto 
(x, f(x)} sobre la grâfica de la funciôn / y el segundo elemento del 

punto (x, f{a) + de la recta que contiene A y B. 

Claramente g (a) = 0 = g(b) y g es continua en [a, fi]. Como 


g'ix) = /'(x) 


m-fi a) 

b —a 


y / es diferenciable en <a, fi>, g es diferenciable en <a, fi>. Luego, por el 
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teorema de Rolle, existe un punto C6<a, tal que g'{c) = 0. Volviendo 
a escribir este en términos de /, tenemos 


fie) 


b —a 


m-m = {b-a)f'{c). 


Problemas 

1. Encuéntrense, para las siguientes funciones e intervalos, el numéro o 
numéros que pueden usarse por c en el teorema del valor medio. 

fl) /= 3/+2;[l,4] £.)/= 7^ + 27; [0,3] 

c) /=7^ + 4;[-2,2] 

e) f = cos; [0,7t/2]. 

2. Demuéstrese que si una particula se mueve sobre una linea recta y 
vuelve a su posiciôn original, entonces su velocidad debe ser cero en algün 
momento. Es una hipôtesis flsica que la funciôn de posiciôn de una 
particula en movimiento es diferenciable en todo instante. 

3. Demuéstrese que sen x < x para todo x£[0, oo>. {Sugerencia : 
apliquese el teorema del valor medio a la funciôn / = sen —7 sobre el 
intervalo [0, x].) 

4. Pruébese que si /' existe sobre un intervalo abierto <fl, è> y es 
acotada sobre este intervalo, entonces / es uniformemente continua 
sobre <fl, b}. 


4. APLICACIONES DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Si la derivada de una funciôn es cero sobre cada uno de los puntos de 
un intervalo, entonces la grâfica de la funciôn tiene una tangente horizontal 
en cada punto del intervalo y pareceria que la funciôn debe ser constante en 
el intervalo. La consideraciôn de la derivada de la funciôn en un punto 
nos da solo una informaciôn “local”, es decir, una informaciôn acerca de 
la funciôn en una vecindad del punto. De esta informaciôn local en cada 
punto de un intervalo queremos deducir una propiedad “global” de la 
funciôn, es decir, una propiedad de la funciôn sobre el intervalo. El teorema 
del valor medio es la herramienta que nos permite establecer la deducciôn 
deseada. 


4.1 Teorema. Si /' = 0 sobre un intervalo 3^, entonces f es una constante 
sobre 3. 
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Prueba. Supongamos que J consiste de al menos dos puntos; en otro 
caso el teorema es trivial. Sean y X 2 puntos de taies que Xi < X 2 . 
Entonces, segùn el teorema 8.10 del capitule 8, pâg. 379, / es continua en 
[xj, X 2 ]. Es claro, ademâs, que / es diferenciable en (xj, X 2 >. Usando el 
teorema del valor medio 

f(x 2 )-f(xi) = (X 2 -Xi}f'(c), para algûn C6<x,, X 2 >. 

Por tanto, /(X 2 )—/(xJ = 0 y /(Xj) = /(Xj). Como Xj y X 2 son dos puntos 
cualesquiera de 3 , / ha de ser una constante en J. 

Una consecuencia inmediata de este teorema que es de importancia en 
las ecuaciones diferenciales (véase pâg. 405) es la siguiente. 

4.2 Corolario. Si f y g son diferenciables sobre un inlervalo Is y f = g' 
sobre 3, entonces existe una constante k ta! que 

f=g + k (sobre "i). 

Dejamos para el estudiante la prueba de este corolario (problema 3). 

Si la derivada de una funciôn no cambia de signo en un intervalo, 
entonces esto nos da informaciôn concerniente al carâcter de la funciôn. 
Por ejemplo, si la derivada de una funciôn es positiva en todos los puntos 
de un intervalo, entonces la grâfica de la funciôn tiene una tangente con 
pendiente positiva en cada punto y es de esperar que la funciôn sea creciente 
en el intervalo. Después de définir algunos términos, probaremos un 
problema de esta naturaleza. 

4.3 Definiciôn. Una funciôn f se dice que es no decreciente sobre un 
conjunto § si /(x,) ^ /(xj) para Xj y X 2 cualesquiera en S taies que x^ < Xj. 

4.4 Definiciôn. Una funciôn f se dice que es creciente sobre un conjunto S 
si f{Xi) < /(A 2 ) para todo Xj y X 2 en S taies que x^ < X 2 . 

Nôtese que si una funciôn es creciente, entonces es no decreciente. 
Definiciones anâlogas pueden darse de funciones no crecientes y decrecienles. 
Dejamos al estudiante la labor de formularlas. 

4.5 Definiciôn. Una funciôn f se dice que es monôtona sobre un conjunto 8 
si es O no decreciente o no creciente en S. 

4.6 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3 y f'{x) ^ 0 en todo 
punto interior de J, entonces f es no decreciente sobre 3- 

Prueba. Sean .Vj y X 2 en 3 taies que Xj < X 2 . Por el teorema del valor 
medio tenemos 

f(x 2 )-f(Xi) = (X 2 -Xi)f’(c) para algùn c6<Xi, X 2 >. 
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Entonces 


/(^2)-/(^l) ^ 0 

y 

Rxi) > Rxù- 

Como esto es derto para dos puntos cualesquiera Xi y Xj en 3 (donde 
Xx < Xj), / es no decredente sobre 3- 

4.7 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3 J /’W 0 para todo 

punto interior de 3, entonces f es no creciente sobre 3- 

La prueba de este teorema es anâloga a la prueba del teorema 4.6 y se 
déjà al estudiante (problema 7). 

Algunos otros teoremas anâlogos en naturaleza a los teoremas 4.1, 
4.6 y 4.7 aparecen en la lista de problemas para esta secciôn. 

Problemas 

1. Si /'(x) = 0 para xs<l, 5> y /(2) = -3, x.qné puede dedrse acerca 
de los valores de / sobre <1, 5>? 

2. Si /'(x) = 0 para xe<l, 5>u <7, 10> y /(2) = -3, ôqué puede 
decirse de los valores de / sobre <1, 5>u<7, 10>? 

3. Pruébese el corolario 4.2. 

4. Determinense todas las soluciones de la ecuadôn diferendal 
y'{x) = 4x. 

5. Determinese la soludôn de la ecuaciôn diferendal >’'(x) = 4x que 
contiene al punto (1,5). 

6. ^Tiene la ecuadôn diferendal 


y'ix) = \, xAO 

X 

una soludôn ùnica que pase por el punto (—1,3)? Justiflquese la respuesta. 

7. Pruébese el teorema 4.7. 

8. Por el problema 3 de la secciôn 3, pâg. 457, sabemos que sen x < x 
para X6[0, oo). Demuéstrese que 

a) cos X > 1 —jx^, xe[0, co)> 

b) sen X ^ x — ^x^, x£[0, oo)> 

c) cos X < 1 —ix^+^x‘’', xe[0, oo> 

d) sen X < x —^x^ + y-|-pX^, xe[0, oo>. 
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9. Pruébese el siguiente teorema; si / es continua sobre un intervalo 3^ 
y /'W = 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es constante 
sobre 3- 

10. Pruébese el siguiente teorema: si / es continua sobre un intervalo 3 
y f'{x) > 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es creciente 
sobre 3 - 

11. Pruébese el siguiente teorema: si / es continua sobre un intervalo 3 
y f'{x) < 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es decreciente 
sobre 3- 

*12. Si / es continua y univalente sobre un intervalo cerrado [a, b] 
donde a < b, entonces/es una funciôn o creciente o decreciente sobre [a, b], 

Sugerencia. Como / es univalente sobre [a, b], f{a) j{b). Supon- 
gamos que /(a) < f(b'). Entonces / es creciente sobre [a, b], Primero 
demostramos que f{a) es el minimo de / sobre [a, b]. Si existe un punto 
xe <a, 6> tal que f{x) < f(a), entonces, por el teorema del valor intermedio 
existe un punto ye <[x, b") tal que/(_y) = f(a). Esto contradice la univalencia 
de / sobre [a, b\ y nos muestra, por tanto, que /(a) es el minimo de / 
sobre [a, b], Supongamos ahora que existen puntos x^ y X 2 en [a, b] taies 
que .Yj < X 2 y /{x^) > f(x 2 ). Entonces, de acuerdo con el teorema del 
valor intermedio existe un punto ye{a,Xi} tal que f(y) = f{x 2 ). Esto 
contradice la univalencia de /sobre [a, b]. Por tanto, / es creciente en [a, b]. 


5. MÂXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS 

Tenemos ahora los teoremas bâsicos necesarios para el desarrollo de 
procedimientos para determinar si un punto critico c, que no es un punto 
extremo del dominio de una funciôn /, es un mâximo o un minimo relativo 
de la funciôn. En el primer método considérâmes los valores de la 
derivada en una vecindad de c. Por ejemplo, si en una vecindad de c 
la derivada es positiva en puntos a la izquierda de c y es negativa en puntos 
a la derecha de c, entonces / es creciente a la izquierda de c y decreciente a la 
derecha de c (figura 8). Asi pues, con tal de que/sea continua en c, f tiene 
un mâximo relativo en c. 
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5.1 Teorema. Si c es un punto critico de f y si existe un intervalo [a,b\ 
con ce <a, è> tal que / es continua sobre [a, b] y 

1) /' (x) > 0 para xe <a, c> y /'(x) < 0 para xe <c, è>, entonces f tiene 
un màximo relativo en c; 

2) /'(x) < 0 para xe <0, c> y f'[x) ^ 0 para xe <c, è>, entonces f tiene 
un minimo relativo en c; 

3) f'(x) > 0 para xeia,cy y f'{x) > 0 para xeic,by o /'(x) < 0 
para xe(,a, c> y /'(x) < 0 para xe<c, b}, entonces f no tiene ni un 
màximo ni un minimo relativo en c. 

Prueba 

1) Como /'(x) ^ 0 para xe(a,cy, f es no decreciente sobre [a, c] 
(teorema 4,6). De donde 

/(x) < /(c) para toda xe <a, c>. 

Como /'(x) < 0 para xe<c, A>, / es no creciente sobre [c, b] (teorema 4.7). 
De donde 

/(x) < /(c) para toda X6<c, 6> . 

Asî pues, /(x) < /(c) para toda xe <a, 6> y / tiene un màximo relativo en c. 

2) La prueba de esta parte del teorema es anâloga a la de la parte (1). 

3) Por el problema 10 de la secciôn 4, si /'(x) > 0 para xe<a, c> 
entonces / es creciente en [a, c] y si /'(x) > 0 para xe <c, by entonces / es 
creciente en [c, è]. Luego / es creciente sobre [fl, b]. Anâlogamente, usando 
el problema 11 de la secciôn 4, vemos que si /' es negativa a ambos lados 
de c entonces / es decreciente en [a, ô]. En cualquiera de los casos, / no 
tiene ni un màximo ni un minimo relativo en c. 

5.2 Ejemplo. Encuéntrense los mâximos y los mlnimos relativos de la 
funciôn / definida por 

/(x) = ix^(x-4)‘/^ 
y dibùjese la grâfica de la funciôn. 

SoLUCiÔN. Como 

/'(x) = ix^(x-4)~^''^ + x(x-4)‘/®, x#4 
= ^(x-4)"^^^ [x^ + 6x^-24x] 

= ix(7x-24)(x-4)-^/^ 
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/' no existe en 4 y es cero en 0 y 4^. Investigando el valor de /' 
alrededor de estos puntos criticos, tenenios 

/'(x) > 0, xe<-oo,0> 

/'(x) < 0, XG<0, 

/'(x) > 0, xe<4A, 4>u <4, oo>. 

Asi pues, usando el teorema 5.1, / tiene 
un mâximo relative en 0 y un minimo 
relative en 4^-. La funcion / no tiene ni 
un mâximo ni un minimo relativos en 4 
(figura 9). Nôtese que esta funcion no tiene 
ni un mâximo ni un minimo absolutos. 

5.3 EjemplQ. Encuéntrense los mâximos 
y minimos relativos de la funcion / FIGURA 9 

definida por 

/(x) = x'^ + 2x^ + x^-8 
y dibüjese la grâfica de /. 

SoLuciÔN, Como 

/'(x) = 4x^ + 6x^ + 2x 

= 2x(2x+ l) (x+ 1), 

los puntos criticos de / son — 1 , — i, y 0 . 

/'(x) <0, xe<-co, -1> 

f /'(.v) >0, X6<-1, -i> 

/'(x) <0, XG<-i,0> 
f’{x) > 0, xe<0, oo>. 

Por tanto, / tiene un minimo relativo 
en —1 y 0 y un mâximo relativo en —^ 
34 -^ (figura 10). Esta funcion no tiene un 
mâximo absoluto, pero tiene un mini¬ 
mo absoluto. El minimo absoluto, — 8 , 
lo alcanza tanto en — 1 como en 0 . 

Los anteriores ejemplos muestran cômo 
una funcion continua, cuyo dominio no 
se pide, sea un intervalo cerrado puede 
O no tener un mâximo absoluto y/o 
un minimo absoluto, y vemos que el 
teorema 5.1 nos da un método para 
FIGURA 10 investigar taies problemas. 
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5.4 Ejemplo. Encuéntrese el numéro positive tal que la suma del numéro 
y su inverso multiplicative sea minime. 

SoLUCiÔN. Sea f{x) = x+lfx, x > 0. Entonces /'(x) = 1—1/x^, x > 0, 
y f (x) es cero solamente para x = 1. El ùnico punto critico de / en <0, co> 

SS 1. 

f'(x) < 0, xe<0, 1> 

/'(x) > 0, X6<1, co>. 

Asi pues, / tiene un minime relative en 1. Corne f es continua sobre <0, co> 
y es decreciente a la izquierda de 1 y creciente a la derecha de 1 , debe 
tener un minime absoluto en 1 . 


5.5 Ejemplo. El costo por unidad en una fâbrica de câmaras fotogrâficas 
es de S127. Ademâs, los gastos generales semanales para la producciôn 
de câmaras son de 51 420. El fabricante sabe que si pone como precio p 
dôlares por câmara y 127 < p ^ 375, puede esperar una venta de 250-fp 
câmaras por semana. i Qué precio serâ el que produzca un bénéficié 
mâximo? 


SoLUCiÔN. Para p por debajo de $121 es seguro que pierde dinero (el 
fabricante) y por encima de ^375 no puede vender câmara alguna. No 
necesitamos pues informaciôn alguna sobre ventas por fuera del rango 
127 < p < 375. Sea P{n) el bénéficié producido por la venta de n câmaras 
a la semana a p dôlares por câmara, donde p y n satisfacen la relaciôn 
n = 250-^p, O, lo que es équivalente,/? = 375-fn 
P{n) = np— \ 420—127/7 

= -fn^+248«-l 420. 


Como P es una funciôn definida solamente para enteros positives, no 
podemos aplicar directamente los métodos del câleulo a este problema. 
Sin embargo, si extendemos el dominio de la funciôn de forma que consista 
en todos los numéros reales positives y coincida con la funciôn original en 
los enteros positives, entonces podemos usar el calcule. Llamemos a la 
nueva funciôn también P y tenemos 

P(jc) = -|x'‘+248x-l 420 


y 


P'{x) = -3x + 248. 


Luego el mâximo de P ocurre en , que se encuentra entre 82 y 83. 
Como P es creciente para x a la izquierda de , el mâximo de la funciôn 
original P, definida solamente para enteros positives, debe ocurrir o en 82 
o en 83. Ahora bien, E(82) = 5 8 830 y P(83) = $ 8 830.50. Por tanto, 
debe establecer como precio el de $ 250.50 por câmara, precio con el que 
venderâ 83 câmaras por semana. 
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Otro método para comprobar si los puntos criticos son puntos de 
mâximo relative o minimo relative,* que a veces es mâs fâcil de aplicar 
aunque no tan general como el teorema 5 . 1 , es 

5.6 Teorema. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad JV’(c) 
de c, f'(c) = 0, y que f"{c) existe. 

1) Si f"(c) < 0, enfonces f tiene un mâximo relativo en c. 

2) Si f"{c) > 0, enfonces f tiene un minimo relativo en c. 


Prueba 
1) Si 


/"(c) = Hm < 0 


JC-C X — C 


entonces, por el teorema 3.16 del capitule 8 , pâg. 350, existe una vecindad 
<a, è> de c tal que 


/'W-/'(c) f'{x) 


x — c 


X — C 


< 0 para todo x e <a, c> u <c, . 


Podemos suponer que <a, by c J\r’(c). Entonces / es continua sobre \g, b] y 

/'(x) > 0 para todo xe{a, c> 

/'(x) < 0 para todo xe<c, by. 

Por tanto, por el teorema 5.1, / tiene un mâximo relativo en c. 

2) La prueba de esta parte es anâloga a la de la parte (1) y se déjà para el 
estudiante. 

Los teoremas 5.1 y 5.6 dan dos métodos para encontrar los valores 
extremos de una funciôn. Aunque en algunos casos el teorema 5.6 es mâs 
fâcil de aplicar, hay casos donde el teorema 5.1 puede aplicarse y el 
teorema 5.6 no. Daremos algunos ejemplos. 

Sea / la funciôn definida por /(x) = |x|. La funciôn / tiene un punto 
critico en 0. Como /'(O) no existe, no podemos aplicar el teorema 5.6. Sin 
embargo, usando el teorema 5.1 encontramos que / tiene un minimo 
relativo en 0 . 

Si f es la funciôn definida por /(x) = entonces f tiene un punto 
critico en 0, pero f" no existe en 0. De nuevo, no podemos aplicar el 
teorema 5.6. El teorema 5.1 nos muestra que / tiene un minimo relativo 
en 0 . 

Si f es la funciôn definida por /(x) = x^, entonces f tiene un punto 
critico en 0. Como /"(O) = 0, el teorema 5.6 no se aplica. Sin embargo, 
usando el teorema 5.1 encontramos que f no tiene un valor extremo en 0. 

En castellano es frecuente llamar maximantes (minimantes) a los puntos de 
dominio en que la funciôn alcanza mâximos (minimos) relativos. [N. del T.] 
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5.7 Ejemplo. Consideremos un punto A en un medio en que la velocidad 
de la luz es y un punto B en un medio en que la velocidad de la luz es V 2 , 
donde la frontera comûn de los dos medios es un piano. El principio de 
Fermât en ôptica nos dice que la luz viajarâ de A a B a lo largo de una 
trayectoria para la cual el tiempo de recorrido sera minimo. Encuéntrese 
esa trayectoria. 

SoLUCiÔN. En un medio homogéneo la trayectoria de tiempo minimo es 
la de distancia minima, una linea recta. Construyamos ahora el piano que 
contiene a A y B y es perpendicular al piano que forma la frontera de los 
medios (figura 11). Claramente, si el rayo de luz déjà este piano el tiempo 
se incrementarâ. Por tanto, la trayectoria consiste en dos segmentos 
rectilineos AP y PB en este piano. Asi pues, si encontramos la posiciôn 
de P, el problema queda resuelto. 



FIGURA 11 


Frontera 


Sea JC la distancia de la proyecciôn de A sobre la frontera a P. Si /(x) 
dénota el tiempo que toma a la luz recorrer la trayectoria APB entonces 

Ul 1)2 

Como 


t)i\/x^ + a^ V2y/{c — xŸ + b^ 


t' existe para todos los valores de x y es cero solamente si 


1 


1 


c —X 
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sen aj sen 0.2 
fl f2 

Asi pues, t tiene un valor critico para el valor de a: para el cual 

sen «J sen 
fl f2 

Como 

("r’ci - ^ 1 

ü/ (x" + ^ ((c - X)^ + ’ 

lo que siempre es posible, este valor critico es un minimo relativo. En 
realidad, el valor critico es el minimo absoluto ya que t es una funciôn 
continua y tiene solo este ùnico valor extremo. A este resultado se le conoce 
como la ley de Snell. 


Problemas 


1. Encontrar los valores extremos de las siguientes funciones y dibujar 
sus grâficas. Encuéntrense, también, el mâximo absoluto y el minimo 
absoluto si es que existen. 

d)f = I^ + ^P 6) /(x) = 2x-x-^ 

c) d) /(x) = (x-l)^(x-3)^/3 


e) 



/) 


/ = 


/^ + 9 
I 


g) /W = 


X -{" X + 1 


2. Encuéntrese en la distancia minima de un punto Pq = (■^o^3'o) 
a la recta que tiene la ecuaciôn ax-^by = c. 

3. Si la suma de dos nùmeros ha de ser 12, encuéntrense los numéros 
taies que su producto sea un mâximo. 

4. Si la suma de dos nùmeros ha de ser 12, encuéntrense los nùmeros 
taies que la suma de sus cuadrados sea un minimo. 

5. Un fabricante puede vender n articulos por semana a p dôlares por 
articulo, donde n — 125—p. El costo para producir n articulos es 
110+lOOn —n^/2 dôlares. Encuéntrese el precio que maximiza su beneficio. 
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6 . Usando el principio de Fermât en ôptica (ejemplo 5.7), demuéstrese 
que en el caso de réflexion de la luz sobre una superficie plana, el ângulo 
de incidencia es igual al ângulo de réflexion. 

7. Un impresor imprimirâ 1 000 circulares o menos, al precio de $ 1 por 
cada ciento. Por cada ciento adicional reducirâ su precio por ciento sobre 
el costo total en 2 centavos. i Qué numéro de circulares maximiza el precio 
del trabajo? 

8 . El costo por hora del combustible de un avion es, dentro del rango 
prâctico de velocidades de vuelo, aproximadamente proporcional al cubo 
de la velocidad. El costo por hora del combustible a 300 km/hr es de $ 160. 
El resto de los costos de mantenimiento del avion en vuelo es de $ 760 por 
hora. Los ingresos promedio por kilômetro volado ascienden a $ 2.50. 
Determinese la velocidad de vuelo mâs lucrativa. i Cuântos mas de estos 
aviones debe comprar la compania? 

9. Si una pagina debe contener 225.82 centimetros cuadrados de 
material Impreso y debe tener mârgenes de 2.0 cm en la parte superior, 
2.54 cm en la parte inferior, 12.70 cm en uno de los lados, y 2.0 cm en el 
otro lado, encuéntrense las dimensiones de la pagina de area minima. 

10. Encuéntrese la distancia mâs corta del punto (5, —y) a la parâbola 
de ecuacidn y = 

11. Si un recipiente cilindrico de lâmina (cerrado en ambos extremos) 
ha de tener V como volumen, encuéntrense las dimensiones que requerirân 
la minima cantidad de material. 

12. La secciôn de un canal de irrigaciôn abierto ha de tener la forma 
de un trapezoide isôsceles con lados de pendiente de f. Si el ârea de la 
secciôn ha de ser de 52.674 métros cuadrados, i qué dimensiones son las 
que hacen minima la superficie sustentadora (el fondo y los lados)? 

13. Una estatua de 3.66 métros de altura tiene su base a 0.61 métro 
por encima del nivel del ojo del observador. i A qué distancia debe ponerse 
el observador para maximizar su ângulo de visiôn? 

14. Un luz cuelga en L directamente sobre un punto P de una superficie 
plana. La intensidad de iluminaciôn en un punto Q, que esté sobre la 
superficie a una distancia d de P, es inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia de la luz y directamente proporcional al seno del ângulo de 
incidencia (el ângulo LQP). lA que altura debe estar colocada la luz 
sobre P para que dé una iluminaciôn mâxima en Q? 

15. Una bateria tiene una fuerza electromotriz de E voltios y una 
resistencia interna de r ohmios. Cuando se conecta a una red con 
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E 


una resistencia R, la corriente J (amperios) que fluye a través de es / = 


y la potencia P (vatios) llevada a la red es P = 
maximiza la potencia? 


R + r 

R.lQué, valor de R 


16. A las 04:00 horas un barco se dirige hacia el norte a 33.154 kilô- 
metros (18 nudos) y se encuentra a 55.560 kilômetros (30 millas nâuticas) 
exactamente al sur de un segundo barco que marcha hacia el este a 
18.530 kilômetros (10 nudos). Determlnese el momento en que los barcos 
se encuentran mâs prôximos (no se tenga en cuenta la curvatura de la tierra). 


17. Dos puntos A y B se encuentran separados m kilômetros en una 
playa recta. Un punto C esta a 3 kilômetros directamente de B en el mar. 
Cuesta $ 400 tender un kilômetro de tuben'a sobre la playa y S 500 tender 
un kilômetro de tuberla en el mar. Describase la forma mâs econômica de 
tender la tuberla desde A hasta C si d) m ^ 4, b) m < 4. 


18. Al efectuar un experimento n veces se obtienen para una deter- 
minada magnitud los valores 0 ^, 02 , Un método para estimar el 

valor de la magnitud basado sobre estos n experimentos, conocido como 
el método de los minimos cuadrados, es el de tomar el numéro .v que 
minimiza el error cuadrâtico: 

n 

s{x) = X (x-af. 


Determlnese el numéro que minimiza s. 


6 . CÔMO DIBUJAR LA GRÂFICA DE UNA FUNClÔN 

Por muchos ejemplos sabemos que, en general, no podemos obtener 
una imagen exacta de la grâfica de una funciôn con el solo ploteo de unos 
pocos puntos de la grâfica escogidos al azar y el posterior dibujo de una 
curva lisa que pase por dichos puntos. La funciôn debe ser analizada 
primero, antes de que se haga intento alguno de dibujar su grâfica. 
Recordemos ahora varias propiedades de una funciôn que pueden ayudarnos 
en el dibujo de su grâfica. Supondremos a lo largo de toda esta discusiôn 
que el dominio de la funciôn consiste en un numéro finito de intervalos. 

Primero debemos investigar la continuidad de la funciôn en los puntos 
de su dominio. (El dominio de la funciôn nos da su extensiôn a lo largo 
del eje X.) Si la funciôn es continua sobre un intervalo, entonces su grâfica 
estâ representada por una curva sin rupturas sobre el intervalo, mientras 
que en un punto en que la funciôn no es continua la curva aparecerâ 
partida. En tal punto deberemos determinar los limites a la izquierda y a 
la derecha de la funciôn. También deberemos investigar el limite de la 
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funciôn en pnntos extremos cnalesquiera (incluyendo co y - oo) del dominio 
de la funciôn. 

El examen de la derivada de la funciôn nos da, también, mucha infor- 
maciôn ùtil para el dibujo de la grâfica de la funciôn. Si la derivada existe 
en un punto, entonces la grâfica tiene una tangente en este punto y el valor 
de la derivada es la pendiente de la tangente. Ademâs, el examen de los 
valores de la derivada nos permite determinar cualesquier puntos mâximos 
y minimos relatives de la funciôn y cualesquier intervalos sobre los que 
la funciôn sea creciente o decreciente. 

Después de haber analizado la funciôn respecte a las propiedades antes 
mencionadas, debemos tener una buena idea de la forma general de la 
grâfica. Si la funciôn tiene valores mâximos absolûtes y minimos absolûtes, 
éstos nos determinan la extensiôn de la grâfica sobre el eje de las Y. 

Aparté de los puntos mâximos relatives y minimos relatives de la funciôn 
debemos localizar con precisiôn los puntos donde la grâfica intersecta a 
los ejes coordenados (si es que taies puntos existen). La intercepciôn con Ede 
la grâfica de una funciôn / es /(O) y las intercepeiones con X se obtienen 
resolviendo la ecuaciôn f{x) = 0. 

Para tipos especiales de funciones, el dibujo de la grâfica puede simpli- 
ficarse considerablemente. Por ejemplo, una funciôn par es simétrica con 
respecte al eje Y, una funciôn impar es simétrica con respecte al origen, 
y una funciôn periôdica queda completamente descrita si ilustramos su 
grâfica en un période complété. 


I* 

6.1 Ejemplo. Trâcese la grâfica de la funciôn / = ■ 

SoLUCiÔN. El dominio de esta funciôn consiste en todos los numéros 
reales excepte --Jl y Como / es una funciôn par su grâfica es simétrica 
con respecte al eje Y. Asi pues, necesitamos analizar la funciôn solamente 
en puntos a la derecha del eje Y. 

La funciôn / es una funciôn racional y, por tanto, es continua en todos 
los puntos en que estâ definida. Investigando los limites de f en los puntos 
finales de su dominio, tenemos 

,, 

lim -;- = — 00 , 

4(x"-2) 


lim —^- = 00 , 

jT-'Vï* 4(x —2) 


X X 

lim -;- = lim -- = co. 

4(x''-2) x-oo 4-8/x^ 
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Como f'{x) = 


x^-4 

2{x^-2Ÿ' 


/'(x)<0, xe<0, V2 >u<v'2,2> 


/'(x)>0, xe<2, oo>. 


Hay una tangente en cada punto de la grâfica, y / tiene un mâximo relative 
en el punto (0, 0) y un minimo relative en (2, 2). La funcién es decreciente 
sobre les intervalos <0, ^JT) y <^'2, 2> y es creciente sobre (2, qo>. 

La anterior informaciôn nos da la forma general de la grâfica (figura 12). 
La grâfica intersecta los ejes coordenados solamente en (0, 0). AI dibujar la 
grâfica necesitaremos “plotear” exactamente algunos puntos adicionales. 
Los que usâmes aparecen en la lista a la izquierda de la grâfica. Las rectas 
X = — ^2 y X = yj2 se llaman asintotas verticales. 



6.2 Ejemplo. Dibûjese la grâfica de la funciôn 

^ /^+2/-3 

~ 1^-4 ■ 

SoLUCiÔN. El dominio de / es el conjunto de todos los numéros reales 
excepte —2 y 2. Como / es una funciôn racional es continua en todos los 
puntos donde estâ definida. Investigando los limites de / en los puntos 
extremos de su dominio, tenemos: 
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Hm 

x-*^ — 00 


x^ + 2x—3 
x^-4 


lim 

X-* — 00 


l+2/x-3/x^ 

1-4/x^ 


= 1 


,, x^ + 2x —3 

hm - - - 

X-* — 2~ X — 4 


„ x^ + 2x —3 

lim -;- 

x-»-2+ X —4 

„ x^+2x —3 

hm -;- 

x-*2~ X — 4 


= —00 


= 00 


= —00 


,, x^+2x —3 

hm - - -= 00 

jc-*2+ X —4 


Hm 

X-* 00 


x^ + 2x-3 „ H-2/x-3/x^ 

—;-= lim-T— 

X —4 x-^oo 1—4/x 


Como f'{x) — 


x^+x+4 

<x^-4)^ 


(x+i)^+V 

(x^-4)^ 


f'{x) <0, xe<-oo, -2> U <-2, 2> u <2, oo>. 


Hay una tangente en cada punto de la grâfica. La funciôn / no tiene valores 
extremos y es decreciente sobre cada uno de los intervalos < —co, —2>, 
<-2,2>,y <2,co>. 


X 

/(X) 

-5 

1 2 

2 1 

-4 

5 

1 2 

-3 

0 

— f 

7 

9 

— i 

1 5 

7 

-1 

f 

0 

f 

1 

0 

f 

9 

7 

i 

— r3 

9 

3 

1 2 

5 

4 

2 1 

1 2 

5 

3 2 

2 1 
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La intercepciôn con Y, /(O), es Las intercepciones con X son -3 y 1 
las soluciones de + = 0. Una tabla de los puntos “ploteados” se 

da a la izquierda del dibujo (figura 13). Las rectas ;c = -2 y x = 2 son 
asintotas verticales y la recta j = 1 es una asintota horizontal. 

Cuando mencionamos un procedimiento para el dibujo de la grâfica de 
una funciôn, dijimos que los puntos donde la grâfica intersecta los ejes 
coordenados deben “plotearse” con précision. Puede suceder que no 
podamos resolver la ecuaciôn f(x) = 0 exactamente para obtener las 
intercepciones con X. En realidad, puede ser que nuestro propôsito al 
dibujar la grâfica sea precisamente obtener valores aproximados de las 
raices reales de f(x) = 0. En taies casos podemos aproximar las raices 
reales tan exactamente como sea necesario usando el hecho de que si una 
funciôn es positiva en un punto y negativa en otro y continua en todos los 
puntos del intervalo entre estos puntos, entonces, por el teorema del valor 
intermedio, la funciôn es cero en algün punto de este intervalo. Este hecho 
puede también tener que usarse para hallar los valores aproximados de las 
soluciones de f'(x) = 0 con el fin de localizar los valores extremos de la 
funciôn. La soluciôn de ecuaciones se discute en forma mâs compléta en el 
^apitulo 11. 

6.3 Ejemplo. Dibûjese la grâfica de la funciôn 

/= /'*+2/"+/+l. 

Soluciôn. Como f es una funciôn polinomial, estâ definida y es continua 
y diferenciable en todos los puntos de R. Investigando los limites de la 
funciôn en los puntos finales del dominio, tenemos: 

lim (x^ + 2x^ + x + l) = lim oo 

^-*-00 ,--00 L \ X xVJ 

lim (x^+2x^ + x + l) = iim Tx^( 1 + - + J-+ J_^1 = qq . 

L \ X X^ xVJ 

La derivada de / es 

/' = 3/2 + 4 /+ 1 . 

Asi pues 

/'(x) = 3x'' + 4x+l = (3x+l)(x+l) = 3(x+i)(x+l) 

y 

/'(^) > 0, X6<-00,-1> U oo> 

/'(x) < 0, X6<-1, -^>. 

La funciôn es creciente en < —oo, —1> y coy y es decreciente sobre 
<-1. -i>- Tiene un mâximo relative en el punto (-1, 1) y un minimo 
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relative en f4)- Por la anterior intersecciôn podemos ver que la funciôn 
tiene solo una intersecciôn con el eje X. Calculando algunos valores de la 
funciôn se encuentra que este nunto de intersecciôn esta situado entre 




FIGURA 14 

Problemas 


1. Dibûjense las grâficas 

de las siguientes funciones. 

1^ 


^ - /'-4 



/) /(X) = 

yJx—S 

*) /«= j*;, 

h) /(x) = 

Vx*-9 
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X 


0 


f{x) = 


(x + 2) (x-3)^ 


j) /W = 


x(x —2) 
x^-9 


2. Dibüjense las grâficas de las siguientes funciones. 

a) f = /^+2/^ + 3/+4 b) f = /3-4/^ + 37+4 

c) / = /3 + /2 + /+2 d) / = /"-/^-/+2 

e) / = /‘‘-2/^ + 2 /) / = I‘^-2P-2 

g) f = + 

3. Demuéstrese que toda funciôn polinomia de grade impar tiene al 
menos una ralz real. 

n 

Sugerencia: Si f{x) == Y. donde n es un entero positive impar, 

n 

escrlbase /(x) = x" ^ a^x''"”, y ùsese el problema 4, pâg. 416. 

/c = 0 


g 

4. Supongamos que / = - es una funciôn racional. 

a) Demuéstrese que si el grade de g es mener que el grade de h, entences 
la grâfica de la funciôn / tiene el eje X cerne asinteta herizental en — oo e ce. 


Sugerencia: Üsese el preblema 5, pâg. 416. 

M n 

b) Si^y A tienenel mismegrade, esdecir, si^ = ^ a^l’‘yh= ^ b^l'", 


k=0 k=0 

demuéstrese que la grâfica de / tiene la recta y = T cerne una asmteta 
herizental en — oo e ce. 


5. Si / = ^. dende g = Y, ^k^'‘ y b = X demuéstrese que la 


grâfica de / tiene a j = 


* = 0 
a„ a„ 


l"»-! 


n — 1 

Z 

11=0 


-2 


X + 


ql-i 


cerne asinteta en — oo 


y en oo ; es decir, demuéstrese que 

a. 


hm /(x) 


lim /(x) - 








7. CONCAVIDAD DE UNA GRÂFICA 

Al dibujar la grâfica de una funciôn, ayuda saber côme se estâ “deblande” 
la curva. Esta “flexiôn” de la curva se describe diciende que la curva es 
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“côncava hacia arriba” o “côncava hacia abajo”, términos que han de 
definirse. Como la flexion de la grâfica de una funcion / concierne al cambio 
en direcciôn de la grâfica y como /" nos da la razôn de cambio de la funcion 
pendiente /', la consideraciôn de los valores de /" debe darnos informaciôn 
sobre la flexion de la grâfica. Probaremos en esta secciôn un teorema al 
respecte. 

Si una curva se flexiona hacia arriba sobre un intervalo, entonces la 
curva estarâ situada debajo de cualquier segmente rectilineo que una dos 
puntos cualesquiera de esta secciôn de la curva (figura 15). Es esta propiedad 
la que usâmes en nuestra definiciôn de “côncava hacia arriba”. 



P = {(l-t)Xi + tX2, f((.l-t)Xi + tX2)) 

Q = ((l-t)Xi+tX2, {l-t)fi.Xi) + tf(X2)). 

FIGURA 15 


7.1 Definiciôn. La grâfica de una funcion es côncava hacia arriba 
(convexa) sobre un intervalo ô> si para dos puntos cualesquiera x^ y X 2 
est à (,a,b') 

/((l-t)xi + rx 2 ) < (l- 0 /(-^i) + '/(^ 2 ). para todo te (fi, 1 >. 

Si cambiamos “<” por “>” en la definiciôn 7.1 tenemos la definiciôn 
de côncava hacia abajo. 

Demostraremos ahora que, geométricamente, esta definiciôn enuncia que 
una grâfica es côncava hacia arriba sobre un intervalo (a, b} si el segmente 
que une dos puntos cualesquiera sobre la secciôn de la grâfica entre x = a 
y X = b se encuentra sobre la grâfica (figura 15). 

Tomemos dos puntos cualesquiera Xi y X 2 en (a, b}. Sea Pj = (x^, f(xfi) 
y Pj = (x 2 ,f(x 2 ))- De acuerdo con nuestra discusiôn sobre segmentes 
rectilineos del capitule 2 sabemos que el segmente rectilineo abierto que 
une Pi y Pj puede escribirse 

{Pi + f(P2-Pi)Ue<0, 1» 

= {(l-OPi + tP2lre<0. 1» 

= {((l-r)xi + rx2, (l-0/(jfi) + f/(^2))Ue<0. !>}• 
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Asi pues, vemos que la definiciôn 7.1 afirma que el punto P sobre la grâfica 
de / en cualquier punto entre Xj y X 2 [en un punto (1 -Oxj + tXj, donde 
/e<0, 1>] se encuentra bajo el punto correspondiente Q del segmento 
rectilîneo que une Pj y P2 • 

Damos ahora un teorema que relaciona la concavidad de la grâfica de 
una funciôn a los valores de la segunda derivada de-la funciôn. 

7.2 Teorema. 1) Si f"{x) > 0 para todo xe<^a, by enfonces la grâfica de f 
es côncava hacia arriba sobre (a, by. 2) Si f"{x) < 0 para todo xe{a, by 
enfonces la grâfica de f es côncava hacia abajo sobre <a, by. 

Prueba. 1) Tômense dos puntos cualesquiera x^ y X 2 en <a, by taies 
que Xi < Xj. Sea Pj = (x,,/(x,)) y P2 = (^2,/(-V2)) (figura 16). 



Tômese un numéro cualquiera entre x, y X2 : (1 — /)x, + ?X2, donde /e <0, 1 >. 
Segùn el teorema del valor medio existen puntos ce<Xi, (1 — + 1x2) y 

c'e <(1 — ?)Ai 4-/X2, Xj) taies que 

—----= / (c) 

(l-O^i+lXi-Xj 


y 

f{X2)-f{{\-t)X^-\-fX2) ^ 

X2—{\—t)x^—fX2 

Las condiciones para el teorema del valor medio se verifican en los intervalos 

[•^ 1 , (1-0^1+ /-^2] y [{'^-t)Xi + tX2,X2] 

ya que /"(x) existe para toda xe[x, ,X2]. Como /"(x) > 0 para todo 
X6[xi, X2],/' es una funciôn creciente sobre [xj, X2] (problema 10, pâg.460), 
de donde 

/'(c) < f'{c'). 
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Por tanto 


/((l-f)Xi + tX2)-/(x,) ^ /(X2)-/((l-0^1 + fX2) 
t(X2-Xi) (l-0(^2-^i) 

(l-0/((l-0^i + <^2)-(l-0/(^i) < ï/(^2)-</((!-0^1+ <^ 2 ) 
/((l-0Xi + tX 2 ) < (1 - 0 /(^ 1 )+‘/(^ 2 )- 

Asi pues, si /"(x) > 0, para todo xe<û, Z)>, la grâfica de / es côncava 
hacia arriba sobre {a, b}. 

2) Si /"(x) < 0 para todo x6<a, è>, entonces 

[-/]"(x) = > 0 para todo xe<^a,by. 

De donde, por la parte (1) de este teorema, 

-/((l-0^i + tX2) < (l-0[-/(^i)] + ^[-/fe)] 


y 

/((I-OX 1 +/X 2 ) > (l-0/(j^i) + </(^2)- 

Por tanto, la grâfica de la funciôn / es côncava hacia abajo sobre <a, b}. 

Este teorema nos da una forma conveniente de comprobar la concavidad 
de una grâfica. Al dibujar la grâfica de una funciôn, los puntos en que la 
direcciôn de la concavidad cambia deben ser ploteados con la mayor exac- 
titud posible. Taies puntos se llaman puntos de inflexiôn. 

7.3 Definiciôn. Un punto sobre la grâfica de ma funciôn donde la direcciôn 
de concavidad cambia, se llama punto de inflexion. 

7.4 Ejemplo. Dibùjese la grâfica de la funciôn 


SOLUCION. La funciôn f estâ definida para todos los numéros reales 
excepto 0. Como / es una funciôn racional, es continua y diferenciable en 
todos los puntos en que estâ definida. Investigando los limites de la funciôn 
en los puntos extremos de su dominio, tenemos: 



jc-*o 2x x-»o \2 2x/ 
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00 


lim 

+ 


x^ + 1 
2x 


lim 

JC-» 00 


+1 
2x 



Como 


/'W = 


2x^-1 

2x^ 


(x^ 


■i), 


f'(x) < 0, 


xe< —00, 0> U 



f’(x) > 0, 



Asi pues, / es una funciôn decreciente sobre < —oo, 0> y <^0, y una 

funciôn creciente sobre La funciôn tiene solamente un valor 

/I 1 \ 


extremo : un minimo relativo en el punto 



La grâfica no intersecta 


el eje Y, e intersecta solamente el eje X en un punto: el (—1,0). 

Para determinar los intervalo^ en que la grâfica de / es concava hacia 
arriba y aquéllos en que es concava hacia abajo, considérâmes los valores 
de la segunda derivada: 


/"(x) = 



Como 

/"(x) > 0, xe< — 00 , —1> U <0, oo> 

/"(x) < 0, xe<-l,0>, 

/ es concava hacia arriba sobre < —oo, — !)• y <0, oo> y es concava hacia 
abajo sobre < —1,0>. El ùnico punto de inflexion es (—1,0). La grâfica 
de / estâ dibujada en la figura 17. 
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/W 

-3 

1 3 

3 

-2 

7 

4 

-1 

0 

-i 

_■! 

1 

9 

2 

8 

1 

3 

V2 

4^2 

1 

1 

2 

9 

4 

3 

1 4 

4 



FIGURA 17 


Problemas 

1. Para las grâficas de cada una de las funciones abajo dadas, deter- 
minese cuâles porciones de las grâficas son côncavas hacia arriba, cuâles 
son côncavas hacia abajo, encuéntrense los pnntos de inflexiôn, y dibûjense. 


a) f 




c) f = I + cos 
c) f = 1^-31 

i) f = 
k) f{x) = 


b) f — cos 
d) 

/) /= 3 /" + 4 /^ + 4 
K) f = tan 


j) f = /3_3/2+2 
l) fix) = Ax^'^-lSx'^. 


2. Una viga de soporte simple con longitud de 10 métros, pesa 
100 kilogramos por pie y estâ cargada con pesas concentradas de 2 000 kilo- 
gramos a los 4 métros y de 5 000 kilogramos a los 7 métros (figura 18). 
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2000 5000 

X 


FIGURA 18 

El “momento de flexion” M (definido en resistencia de materiales) es la 
funcion con la siguiente régla de correspondencia: 

f 3 200x —50x^ para 0 ^ x < 4 

M{x) = I 1 200x —50x^+ 8 000 para 4 ^ x < 7 

[ —3 800x —50x^+43 000 para 7 < x < 10. 

a) Dibüjese una grâfica de M'. (Llamamos a este diagrama de “corte”.) 

b) Dibüjese sobre el mismo diagrama una grâfica de M. 

c) La ecuaciôn de la “curva elâstica” de la viga —la curva del eje 
longitudinal central (neutro) de la viga sometida a las tensiones— esta 
determinada por la ecuaciôn diferencial M = Ely" donde £ e / son 
constantes y y(x) es la deflexiôn del punto sobre el eje neutro a una 
distancia x del origen. 

Determinense las abscisas delospuntos de inflexion de la curva elâstica. 

d) Encuéntrese el mâximo absoluto de \M\. [Las contestaciones a (c) y (d) 
son importantes en el diseno de vigas. Los esfuerzos en cualquier 
punto de una viga, sean tensiones o compresiones, estân dados por 
s = Mcjl, donde c es la distancia del punto en cuestiôn al eje neutro 
de la viga.] 

3, La viga en la figura 19 tiene longitud L y soporta un peso concen- 


X 


FIGURA 19 

trado P en su punto medio. La ecuaciôn de la curva elâstica estâ dada por 

P{5x^ — 7il}x) para 0<x<L/2, 

P(-llx® + 24Lx^-15L^x + 2L^) para Ul^x^L. 

a) Encuéntrese el mâximo absoluto |M| donde M = Ely". ^Para qué 
valor de x ocurre? 
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96EIy = 





b) I Para qué valores de x se tiene M = 0 ? Estos identifican las secciones 
de la viga donde la tension o la compresiôn es cero. 


8. RESUMEN 

En este capltulo, nos impusimos la tarea de investigar dos importantes 
aplicaciones del câlculo; la determinaciôn de los valores mâximos y 
minimos de una funciôn y el dibujo de la grâfica de una funcion. 

De acuerdo con el capitulo anterior, sabiamos que una funciôn continua 
sobre un intervalo cerrado tiene un mâximo y un minimo sobre este 
intervalo, pero no teniamos ningûn método para la determinaciôn de estos 
valores. Sabemos que estos valores pueden ser encontrados mirando 
los valores de la funciôn en sus puntos criticos sobre el intervalo : el mayor 
de los valores de la funciôn en sus puntos criticos es el valor mâximo de la 
funciôn sobre el intervalo y el mâs pequeno de los valores en los puntos 
criticos es el minimo. 

Si una funciôn es continua sobre un conjunto S que no es un intervalo 
cerrado, la funciôn puede que tenga o no tenga un valor mâximo y/o un 
valor minimo sobre S. En este caso, el problema de la existencia de valores 
mâximo y minimo y su determinaciôn, si es que existen, puede resolverse 
generalmente encon^rando los valores mâximos y minimos relativos de la 
funciôn y también encontrando intervalos sobre los que la funciôn sea 
creciente o decreciente. 

Los elementos que entran en una soluciôn del problema de la deter¬ 
minaciôn de los valores mâximo y minimo de una funciôn indican un 
método razonable para dibujar la grâfica de una funciôn. (El ploteo de 
unos cuantos puntos de la grâfica escogidos al azar y dibujar una curva 
lisa que pase a través de ella no es un método razonable.) Los puntos 
donde la grâfica intersecta los ejes coordenados y los puntos donde ocurren 
los mâximos y los minimos relativos deben ser ploteados con cuanta 
exactitud se pueda. Si la funciôn es continua, entonces la curva que 
représenta la grâfica serâ una curva sin rupturas. Si hay puntos de 
discontinuidad de la funciôn, entonces la grâfica en una vecindad de estos 
puntos tiene que ser investigada. En puntos donde la derivada existe, el 
valor de la derivada es la pendiente de la curva. Si la funciôn es creciente o 
decreciente sobre un intervalo, tal informaciôn debe también usarse. Una 
informaciôn adicional también ütil para el dibujo de la grâfica puede 
obtenerse mediante la consideraciôn de la concavidad sobre intervalos. 

El teorema principal en el desarrollo de la soluciôn de los problemas de 
este capitulo es el teorema del valor medio. Recomendamos al estudiante 
el dominio de este teorema, uno de los mâs importantes de todo el anâlisis. 
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Problemas de repaso 

1 . Determinense los valores mâximo y mînimo de las siguientes funciones 
sobre los intervalos que se indican: 

a) f = tan —/; [ —7r/4,7r/4] 

b) f = 3/'' + 4/3-36/^ [-5,5]. 

2. Determinense los valores extremos de las siguientes funciones. 
Determinense, ademâs, los intervalos sobre los que las funciones son 
crecientes, decrecientes, côncavas hacia arriba, côncavas hacia abajo. 
Dibùjense las grâficas. 

fl) / = 3/^-16/3-6/'‘ + 48/ b) / = ^ 

c) /=/2 + y/2+4 d) f1*-IP+ ^ . 

3. Pruébese que; si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y 
/'(a) < 0, entonces / tiene un mâximo relativo en a; en realidad, existe 
un intervalo <a, c> tal que, para todo xeia, c>, f{x) < f(d). 

4. Pruébese que; si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y 
f'{b) > 0, entonces / tiene un mâximo relativo en 6; en realidad, existe 
un intervalo {d, b') tal que, para toda xe{d, b}, f{x) < f(p). 

5 . Pruébese que; si /' existe sobre [a, b] y /'(a) < 0 y f'{b) > 0, 
entonces existe un punto ce<u, è> tal que /'(c) = 0. 

Sugerencia: Como / es continua sobre [a, b], f tiene un minimo en 

algùn punto ce[a, b], Pero los problemas 3 y 4 nos dicen que c no 

puede ser ni a ni b. 

6. Pruébese la propiedad del valor intermedio de la derivada; si /' 
existe sobre \a, b] y fia) < f'ib), entonces, para cualquier numéro t tal 
que fia) < t < f ib), existe un punto ce<a, è) tal que /'(c) = l. 

Sugerencia: Apliquese el problema 5 a la funciôn g definida por 

9 if = fix)-tx. 
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Capitule 



Soluciôn 

de ecuaciones 


1. INTKODUCCIÔN 

En este capitnlo consideraremos la soluciôn de ecuaciones del tipo 

f{x) = 0. 

Algunos de los resultados que obtendremos solamente se referirân al caso 
en que / es una funciôn polinomial o al caso en que / es una combinaciôn 
de funciones trigonométricas. Otros resultados se aplicarân al caso màs 
general de una funciôn real de variable real que sea continua sobre un 
intervalo ’i. 


1.1 Definicidn. Un numéro r ta! que f(r) = 0 se dice que es un cero de 
ta funciôn f o una raiz (soluciôn) de la ecuaciôn f(x) = 0. 
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Consideramos primero la soluciôn de ecuaciones polinomiales. Recuér- 
dese que una funciôn polinomial P se ha definido como una funciôn real 
de variable real de la forma 

P - i 

k = 0 

donde \sis ai,(k — 0, son funciones constantes. Si a„ ^ 0, entonces 

se dice que P es una funciôn polinomial de grado n. Nôtese que cuando 
n = 0 y ÛQ ^ 0) entonces P tiene grado cero; mientras que si n = 0 y 
Uq = 0, entonces P es la funciôn cero y a tal R no se le asigna ningùn grado. 
Asi pues, los polinomios de grado cero son las funciones constantes distintas 
de cero y la funciôn cero {(x, 0 )|jc 6R} es una funciôn polinomial a la 
que no se asigna ningùn grado. Las funciones polinomiales de grado 1 se 
llaman funciones lineales; a las de grado 2, cuadrâticas; a las de grado 3, 
cùbicas; etc. 

El problema de encontrar ceros de una polinomial lineal o, lo que es 
équivalente, encontrar las soluciones de una ecuaciôn lineal, se considerô 
en el capitulo 1 (pâg. 30 ). Se encontrô que -bja era el ùnico numéro real 
que satisfacia la ecuaciôn 

ax + b = 0 (a 0). 

En el capitulo 1, consideramos también la soluciôn de la ecuaciôn 
cuadrâtica 

1.2 ax^-irbx + c = 0 (a 0). 


Completando cuadrados tenemos 


ax^ + bx + c 


T b c 
= a X + - X + - 
« û- 


a\ X + -X q- 1 

L a 4a^ 




X + 


2a 


4a' 


-4ac 


2a' 



De donde, como en una ecuaciôn cuadrâtica a ^ 0, 

b 


ax +bx + c 


r/ b^ — 4ac~\ 

0 O a ( X H-)-;— = 0 

A 2aJ 4a^ J 


O 



b^ — 4ac 
4a^ 
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Ahora bien, la ecuacion 


2 


1.3 



b^ — 4ac 
4a^ 


tiene dos soluciones distintas si b^ — 4ac > 0; 


b Jb^ — 4ac 

X =-+ - - 

la la 


y 

_ _b__ Jb'"-4ac 
la la 


Si b^ — 4ac = 0, la ecuacion (1.3) se reduce a 



y hay solamente una soluciôn, 

X = —bjla. 

Si b^ — 4ac < 0, la ecuacion 1.3 no tiene soluciones (reales). 

Las soluciones de la ecuacion cuadrâtica 1.2 son los ceros de la 
funciôn polinomial cuadrâtica 

P = al^ + bl+c (fl # 0). 

Hemos visto que esta polinomial tiene ceros si b^ — 4ac > 0 y no tiene 
ceros si — 4flc < 0. Es decir, si b^~4ac < 0, no hay ningûn elemento x en 
el dominio de F tal que P(x) = 0. 

Es conveniente tener soluciones para todas las ecuaciones cuadrâticas. 
Esto solamente sera posible si extendemos el dominio de definiciôn de 
las funciones polinomiales. Esto es lo que queremos hacer. Primero debemos 
définir un conjunto mas extenso de numéros que incluirâ a los nùme- 
ros reales como un subconjunto. El nuevo sistema de numéros por définir 
se llama sistema de los numéros complejos. Las nuevas funciones 
“polinomiales” pueden definirse, entonces, con todos los numéros complejos 
como su dominio. Cada una de las nuevas funciones polinomiales de grado 
positive, tiene al menos un cero. Este resultado se llama teorema fundamental 
del âlgebra. 

El problema de resolver las ecuaciones algebraicas ha llevado al hombre 
desde los numéros naturales (1,2,3,...), a las fracciones (i,;|:,...), a 
los enteros (..., — 3, — 2, — 1,0, 1, 2, 3, ...), a los numéros racionales, a los 
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nümeros irracionales y al sistema completo de los numéros reales (que fue 
nuestro punto de partida), a los numéros complejos, y a otros sistemas de 
nümeros mâs generales. Leopoldo Kronecker 0823-1891) el primer crltico 
de los fundamentos del anâlisis moderno, describiô esta evoluciôn larga y 
graduai de la comprensiôn del sistema de numéros pore! hombre diciendo : 
“Dios créé los enteros; el resto es obra del hombre.” 

Sabemos, por ejemplo, que no existe ningùn numéro real x con la 
propiedad de que 

x^-l-1 =0 


O con la propiedad de que 

x2 3-4jc-I- 9 = (x + 2)^-b5 =0. 

Nuestra posiciôn es anâloga a la del hombre del siglo xvi que no sabia 
nada de numéros negativos ni del numéro cero, cuando contemplaba la 
ecuaciôn 

x + 9 = 5. 


El nùmero —4 no ténia aün sentido alguno, y si le dijérarnos que la ecuaciôn 
ténia una soluciôn, rechazaria nuestra afirmaciôn como absurda. Podriamos 
introducir el nùmero 0 como la soluciôn de la ecuaciôn x-\-a — a, y el 
numéro —4 como el simbolo para la soluciôn de la ecuaciôn a:- 1-4 = 0. 
Podriamos erisenarle las réglas para trabajar con estos nuevos numéros, y 
veria que todas sus antiguas réglas se aplican a los nuevos numéros y que 
este nuevo sistema de nümeros es ciertamente una extensiôn de su antiguo 
sistema de nümeros. Podria ayudarle a la aceptaciôn de estos nuevos 
nümeros que les diésemos una interpretaciôn geométrica, y podriamos 
mostrarle que esta extensiôn de su sistema de nümeros es esencial para el 
desarrollo de las matemâticas y para la soluciôn de muchos problemas 
prâcticos. 

Discutiremos el sistema de los nümeros complejos siguiendo estas mismas 
lineas. Las definiciones y réglas para operar con los nümeros complejos 
se dan en primer lugar. Demostraremos después cômo este sistema es una 
extension del sistema de los nümeros reales y, linalmente, que los nümeros 
complejos y las operaciones con estos nümeros tienen una interpretaciôn 
geométrica. 

La primera presentaciôn clara de los nümeros complejos y la primera 
prueba satisfactoria del teorema fundamental del âlgebra las dio Karl 
Gauss (1777-1855) en su disertaciôn doctoral en 1799. El término '‘nùmero 
complejo” lo introdujo Gauss y la definiciôn de los nümeros complejos 
como pares ordenados de nümeros reales (que es la definiciôn que aqui 
usamos) fue usada por vez primera en 1835 por el matemâtico y fisico- 
matemâtico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865). Indepen- 
dientemente de Hamilton, Herman Grassrnan (1809-1877) extendiô esta 
definiciôn de los nümeros complejos a las n-adas ordenadas de nümeros 
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reaies (xj, ,..., x„). Estos nùmeros hipercomplejos generalizaban a los 

numéros complejos y a los cuaternios de Hamilton. Hamilton fue honrado 
por sus contemporâneos. La contribuciôn mâs importante de Grassman 
pasô inadvertida hasta su aplicaciôn en 1915 en la teoria general de la 
relatividad, y es solamente en tiempos recientes cuando su trabajo ha 
recibido un aprecio pleno. Grassman siguiô siendo un oscuro profesor 
de ensenanza elemental, una profesiôn para la que, segün nos dice E.T. Bell, 
era “eminentemente inadecuado”. 

Los nùmeros complejos son de capital importancia en âlgebra y condu- 
jeron en anâlisis al gran logro de la matemâtica del siglo xix —la teoria 
de funciones analiticas de una variable compleja. Los nùmeros complejos 
juegan también un papel significativo en la teoria de ecuaciones diferenciales 
y son un argumento indispensable en la teoria y las aplicaciones de circuitos 
eléctricos lineales y en el estudio, en general, de oscilaciones, vibraciones y 
fenômenos ondulatorios. 


2. LOS NÜMEROS COMPLEJOS 

2.1 Deiiniciàn. El sistema de los numéros complejos es el conjunto C de 
todos los pares ordenados de nùmeros reaies z = (x, y) y dos operaciones 
llamadas adiciôn y multiplicaciôn taies que para cualesquiera dos elementos 
> J'i) y ^ 2 = i.X 2 ,y 2 ) de C, tenemos 

Zi+Z 2 = (x,+X 2 , y'i+>^ 2 ) (adiciôn) 


J 

^ 1^2 = (xiX 2 -y\y 2 , x^y 2 + X 2 yi) (multiplicaciôn). 

Si Z = (x, >’)6C, entOnces x = RI z se llama la parte real de z y 7 = Im z 
se llama la parte imaginaria de z. Debe quedar claro que la parte imaginaria 
de un nùmero complejo no es menos real que la parte real de un nùmero 
complejo. Ambos son nùmeros reaies. 

Debe observarse que esta adiciôn de nùmeros complejos —pares 
ordenados de nùmeros reaies— es la misma que la operaciôn de adiciôn 
en V 2 . De donde las propiedades aditivas de los nùmeros complejos son 
exactamente las propiedades aditivas de los vectores en Y 2 - La distinciôn 
entre C y V 2 se debe a la operaciôn de multiplicaciôn. En V 2 tenemos una 
operaciôn de multiplicaciôn de un vector por un nùmero real que nos da 
como resultado un vector; pero no tenemos ninguna operaciôn de multi¬ 
plicaciôn de dos vectores que nos dé como resultado un vector. 

Veremos que el sistema de los nùmeros complejos posee las once 
propiedades especificadas por los primeros once axiomas del sistema de 
los nùmeros reaies. Cualquier conjunto de elementos con dos operaciones, 
adiciôn y multiplicaciôn, que tengan estas once propiedades se llama campo. 
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2.2 Definiciôn. Un campo es un conjunto f y dos operaciones, adiciôn y 
multiplicaciôn, que satisfacen las siguientes propiedades: 

Al Para todo ay b en F, a + beF. 

A 2 Para todo ay b en F, a+b = b + a. 

A 3 Para todo a, b y c en F, (a + b) + c = a + {b + c). 

A 4 Hay un elemento en F, al que denotamos por “0”, tal que para 
todo a en F, a+Q = a. 

A 5 Para cada a en F, hay un elemento en F, al que denotamos por 
“ —a”, tal que a + ( —a) = 0 . 

Ml Para todo ay b en F, abeF. 

M 2 Para todo ay b en F, ab = ba. 

M 3 Para todo a, b y c en F, (ab)c = a(bc). 

M 4 Hay un elemento en F, al que denotamos por “I”, diferente de 0, 
tal que para todo a en F, a l = a. 

M 5 Para cada a en F, diferente de 0, hay un elemento en F, al que 
denotamos por tal que aa"* = 1 . 

D Para todo a, b y c en F, a(b + c) = ab + ac. 

El sistema de los nùmeros reales y el sistema de los numéros racionales 
son ejemplos de campos, y en el prôximo teorema demostraremos que el 
sistema de los nùmeros complejos es también un campo. En las secciones 4 
y 5 del capltulo 1 (pâg.24),obtuvimos muchos resultados para los numéros 
reales. Como solamente utilizamos las propiedades de campo para probar 
estos resultados, son validas para un campo cualquiera. En particular, 
taies resultados son vâlidos para los nùmeros complejos. 

Nota. En términos del concepto de grupo tal y como se definiô en la 
secciôn 6 del capltulo 4, puede definirse un campo como signe: un 
conjunto F con dos operaciones, adiciôn y multiplicaciôn, se llama 
campo si: 

1) F es un grupo conmutativo respecto a la operaciôn de adiciôn con 
elemento neutro 0 . 

2) Los elementos distintos de cero de F forman un grupo conmutativo 

respecto a la operaciôn de multiplicaciôn con elemento neutro 1 (1 0 ). 

3) Es valida la ley distri butiva : para todo a, by c en F, a{b + c) = ab + ac. 

Nota. De acuerdo con nuestro estudio de grupos, sabemos que el 
elemento neutro y el elemento inverso de un grupo dado son ùnicos. De 
donde los elementos neutro e inverso de A 4 , A 5 , M 4 y M 5 son ùnicos. 

2.3 Teorema. El sistema de los nùmeros complejos, C, es un campo. 

Prueba. Las propiedades Aj-Aj se han probado ya para Vj (pâg. 58) y, 
como hemos senalado anteriormente, la operaciôn de adiciôn en N 2 s® 
misma que la operaciôn de adiciôn en C. El nùmero complejo 0 = (0, 0) y 
-Z = (-X, -y). 
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Ml. La estabilidad respecte a la multiplicaciôn sigue de la definiciôn 2.1 
y la estabilidad de R respecte a la adicién y la multiplicaciôn. 

M 2 . La ley conmutativa de la multiplicaciôn sigue de la definiciôn 2.1 
y las leyes conmutativas de la multiplicaciôn y la adiciôn en R: 

Z 1 Z 2 = {x^X2-yiyi, Xiy2-yx2yi) = ^2>'l+^lJ'2) = ^2^1- 

M 3 . La ley asociativa de la multiplicaciôn sigue otra vez de la 
definiciôn 2.1 y las leyes asociativa, conmutativa y distributiva para R: 

(ziZ2)z3 = ixiX2-yiy2, Xiy2+X2yt)(x2,y3) 

= (jCl->C2^3-J'l>'2JC3-^lJ'2J'3-^2jlj3, -^1 ^2>'3 “Jl J'zJ's+ 

+ X3Xi>'2 + ^3 

= (XiX2X3-Xiy2y3-yiX2yi-yiX3y2, J.'i^2J'3+-«1^3>'2 + 

+ X2JC3yi-y2>’3>’i) 

= (^l,>’l)fe-^ 3 -J 23 ' 3 . ^2^3+^372) 

= Zl(Z2Z3). 

M 4 . El elemento neutre para la multiplicaciôn es 1 = (1, 0) # 0. Para 
todo zeC, tenemos 

z-1 = (x,>')(l,0) = (^c-l-yO, x-O+yl) = {x,y) = z. 

M 5 . El inverso multiplicative de z 0 en C, es el numéro z“^ = (a, b) 
tal que 

zz“^ = (x, y) (a, b) = {xa—yb, xb+yd) = ( 1 , 0 ) = 1 
O 

xa—yb = 1 
ya+xb = 0 . 

Resolviendo estas ecuaciones para a y b, tenemos 

3C 


si x^ +y^ # 0, es decir, si z = ( 3 c, y) # (0, 0). Asi pues, para z = (x, y) 7 ^ 0, 
tenemos 

D. La ley distributiva se sigue de la ley distributiva para R y las leyes 
conmutativa y asociativa de la adiciôn para R. Dejamos la prueba al 
estudiante (problema 2 ). 
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Habiendo mostrado que C es un campo, podemos définir las operaciones 
de sustraccion y division en la misma forma en que las definimos en R. 

2.4 Definiciôn. (Sustraccion.) Para y cualesquiera en C, 

Z 1 -Z 2 = Ci+(-Z 2 ). 

2.5 Definiciôn. (Division.) Para Zj y z^ cualesquiera en C con Z 2 # 0, 

Z 2 

Podemos establecer una correspondencia uno-uno entre los nùmeros 
reales y un cierto subconjunto de los nùmeros complejos en tal forma que 
las operaciones de adiciôn y multiplicaciôn se preserven. Una correspon¬ 
dencia de tal tipo, uno-uno y que préserva las operaciones definidas, se 
llama isomorfismo. Asociamos cada numéro real aeR con el numéro 
complejo {a, 0)6C. Si u (a, 0) y è <->■ (ô, 0), entonces 

a + b {a + b, 0 ) = {a, 0)-|-(è, 0) 

y 

a-b (ab, 0 ) = {a, 0 )• (è, 0 ). 

As! pues los nùmeros complejos {(x, 0)} con parte imaginaria cero, estân 
asociados con los nùmeros reales {x}, y las sumas y productos de taies 
nùmeros complejos obedecen la misma régla de correspondencia que 
las sumas y productos de los nùmeros reales correspondientes. Como 
estos nùmeros complejos tienen todas las caracteristicas de los nùmeros 
reales usaremos la convenciôn de identificar el nùmero complejo (a, 0 ) con el 
nùmero real a y consideraremos a los nùmeros reales como un subconjunto 
de los nùmeros complejos. 

Hemos visto que la adiciôn de nùmeros complejos es la misma operaciôn 
que la adiciôn de vectores en Vj. En V 2 hay una segunda operaciôn, la 
multiplicaciôn de un vector por un nùmero real. Si un nùmero complejo z 
se multiplica por un nùmero real r, es decir, por un nùmero complejo (r, 0 ) 
con parte imaginaria 0 , tenemos 

rz = (;-, 0 ) (x, y) = {rx — Oy, ry + Ox) = (rx, ry). 

Esta es exactamente la misma operaciôn que la multiplicaciôn de un vector 
(x, 3 ^)eV 2 por un nùmero real r. Vemos pues, asl, que el sistema de los 
nùmeros complejos, C, es el espacio bidimensional vectorial, V 2 , con la 
operaciôn adicional de multiplicaciôn: 

ZiZ2 = {Xi,y^)(x2,y2) = ixiX2-yiy2, Xiy2 + X2yi). 

Usando la convenciôn de identificar los nùmeros complejos de la 
forma (a, 0 ) con el nùmero real a, podemos escribir el nùmero complejo 
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Z = (x, y) en la forma 

^ = (jc, 0) + (0,>') 

= (x,0) + 0', 0){0, 1) 

= x+j(0, I). 

Es conveniente tener un simbolo para representar el numéro complejo (0, 1). 
En matemâticas, a este numéro complejo se le dénota generalmente por 

f = (0, 1). 

Con esta notaciôn, la expresiôn anterior puede escribirse 

2 = {x,y) = xy-yi. 

El numéro complejo i = (0, 1) tiene la propiedad de que 

= (0, 1)(0, 1) = (0-0-1-KO-1+0-1) 

= (- 1 , 0 ) 

lo que, con la convenciôn de identificar el numéro complejo (—1,0) con — 1, 
nos da = — 1. 

Si usamos la notaciôn Zj = (x,,+ 1 ) = x,++,/, Z 2 = >' 2 ) = ^ 

donde consideramos las x y las y como numéros complejos, como la ley 
distributiva es valida en C podemos multiplicar Z; por Zj como signe 

Z 1 Z 2 = (xi+y,i)(x2-^y2i) = x,X2 + x,y2i + x2yii+y,y2i^ 

= {xiX2-yiy2) + ixiy2 + x2yi)i 

= (xiX2-:ri+2, Xiy2 + X2yi). 

Tenemos pues, asi, una forma fâcil de recordar como multiplicar numéros 
complejos. Multiplicamos numéros complejos Zi=Xi+>-]/, Z 2 = ^ 2 +J' 2 l 
usando las leyes asociativa, conmutativa y distributiva, es decir, exactamente 
como si fueran numéros reales y reemplazando por — 1 siempre que 
aparezca. 

2.6 Ejemplo. Si Zj = (1,2) y Zj = ( — 2, 3), encuéntrese Z 1 Z 2 . 

SOLUCIÔN 

z,Z2 = (1,2) (-2, 3) = (-2-6, 3-4) = (-8, -1) 

O 

Z, Z 2 = (1 +2;) ( —2 + 3() = —2 + 3/—4/ + 6i^ 

= -2 + 3/-4/-6 = -8 -/. 

Asociado con cada nùmero complejo z, tenemos un numéro complejo 
llamado su conjugado. 

2.7 Definiciôn. Si z = (x, y) es un numéro complejo, enfonces z = (x, —y) 
se llama conjugado complejo, o, simplemente, conjugado, de z. 
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Tenemos las siguientes propiedades para el conjugado complejo. 


2.8 Lema. Si Zj, Z 2 SC, enfonces 

Zj+Z2 — 2^+22 


Z 1 Z 2 = Z 1 Z 2 . 

Prueba. Se déjà la prueba al estudiante (problema 3). 

En términos del conjugado complejo, puede darse una forma fâcil de 
recordar para obtener el inverso multiplicativo de un numéro complejo 
2 # 0. Como 

2.9 zz = (x+yi){x—yi) = x^+y^, 

^-1 _ 1 _ Z _ x-i> ^ / X -y 

Z 22 x^ + y^ \x^ + y^’ x^ + y / 

Lo que, desde luego, concuerda con el resultado obtenido en la prueba 
de M 5 en la pagina 489. 

Asi pues, la division de los numéros complejos puede efectuarse como 
ilustra el siguiente ejemplo. 

2.10 Ejemplo. Si z^ = (1, 1) y z^ = (—2, 3), encuéntrese — . 

^2 

SOLUCIÔN 

£1 _ 2i22 _ (1 + 2i) (-2-3i) _ -2-6— 4 1 -3i 
22 “ Z 2 Z 2 “ (-2 + 30 (-2-3/) ~ 4~-9/^ 

_ 4-7/ 4 7 . /4 _l\ 

4 + 9 13 13* V 13 ’ 137 


Problemas 

1. d) /,Es un campo el conjunto de todos los numéros racionales? 
Demuéstrese la respuesta. 

b) /.Es un campo el conjunto de todos los numéros irracionales? 
Pruébese la respuesta. 

c) /Es un campo el conjunto de todos los enteros? Pruébese la 
respuesta. 

2. Pruébese la ley distributiva para los numéros complejos. 

3. Pruébese el lema 2.8. 

4. Pruébese que para todo zeC, z-0 = 0. 
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5. Pniébese que para Zi y Zj cualesquiera en C, Zi(-Z 2 )= -(Z 1 Z 2 ). 

6 . Pniébese que para todo Zi y Zj en C, (—Zi) (—Zj) = Z 1 Z 2 . 

7. Pruébese que para todo zeC, —(—z) = z. 

8 . Pruébese que para todo zeC, (— l)z = —z. 

9. Pruebese que: si Zj y Z 2 estân en C y Z 1 Z 2 = 0, entonces o Zj = 0 
O Z 2 = 0. 


10. Pruébese que; si z^ y Z 2 estân en C y Z 1 Z 2 5 ^ 0, entonces 


1 

^ ^ ; es decir,- = r 11 ~ )• 

Z 1 Z 2 V^i/V^z/ 


(Zi Z 2 ) ^ = z 


11. Pruébese que; si zeC y z ^ 0, entonces (z ^ — z; es decir, 


1 /z 


12. Pruébese que; si Zj, Z 2 y Z 3 estân en C y Z 2 # 0, Z 3 / 0, entonces 
Zi£ 3 ^ il 

Z 2 Z 3 Z 2 

13. Pruébese que; si Z 1 +Z 2 = Z 1 +Z 3 , entonces Z 2 = Z 3 . Esta es la ley 
de cancelaciôn para la adiciôn. 


14. Pruébese que: si Z 1 Z 2 = Z 1 Z 3 y Zi # 0, entonces Z 2 — Z 3 . Esta es 
la ley de cancelaciôn para la multiplicaciôn. 


15. Sizi 

a) Z 1 +Z 2 
c) Zi-Z2 
e) Z 3 

g) Zl/^l 


= 2 + 3 i, Z 2 = 6 -J, y Z 3 = iy/2, encuéntrense 

b) Z 1 -Z 2 
d) Zi-Zj 

f) zrzz 

h) -(zz + zs)- 


16. Demuéstrese que; 

a) RI z = i(z + z) *) Im z = 

c) z es real = z rf) z es imaginario o z = -z. 

17. Exprésese cada uno de los siguientes numéros complejos en la 
forma x+yi: 


b) (i-0(i + 0 



a) 2(1-0 + 3(1+ 0 
c) (3-40(-2 + 40 
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g) + i 


1 1 
0 — + — 
1 + i 1 - i 


h) 

j) 


i" (n un entero positivo) 

_1 _^ 

1 + / 1 — i 


18. Resuélvanse las ecuaciones : 
a) (2 — 5i)z = 1 
c) (1 +()z-(l -/) = 4 

e) z — z = 4i 

|(l-0Zi +2!Z2 = 3 
[4zi+(l-i)z2 = 2 + j. 


b) (I-2/)z + 3 = 0 
d) z + z = 4 

/) 2 3 — = 0 


3. NÜMEROS COMPLEJOS: LA FORMA POLAR 


Puesto que los numéros complejos son vectores bidimensionales, es 
natural identificar los numéros complejos con los puntos del piano y 

obtener asî una representaciôn geométrica 
del sistema de los numéros complejos. Con 
esta asociaciôn en mente, adoptamos a 
menudo una cierta imprécision de lenguaje 
y tisamos las palabras “punto” y “numéro 
complejo” indistintamente y hablamos del 
piano R^ como del “piano complejo”. 

3.1 Definiciôn. El valor absoluto o mé- 
dulo de un numéro complejo z = (x, y) 
es la longitud del cector (x, y), es decir, 

\z\ = J4-y'^. 



3.2 Definiciôn. El argumento o amplitud de un numéro complejo distinto 
de cero x = (x, j), escrito: Arg z o Am z, es una medida en radianes del 
dngulo de inclinaciôn del vector (x, y). 

Como el valor absoluto de un numéro complejo z es la longitud de 
un vector, tiene las siguientes propiedades (pâg. 70); 

3.3 ]z| ^ 0; |z| = 0 implica z — 0. 
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3.4 

3.5 


frzj = l/-] |z| para reR y zeC. 

|z,+Z 2 I < + (desigualdad del triângulo). 

Por 2.9 tenemos 

3.6 zz = = |z|^. 

En el piano complejo, el punto z es la imagen siinétrica respecte al eje Z 
del punto z. 

El valor absoluto de los nûmeros complejos tiene las propiedades 
adicionales : 

3.7 IZ 1 Z 2 I = lz,l IZ 2 I 

y 

3.8 fi =M (Z2#0). 

Z2 IzzI 

Para probar 3.7, nôtese que por 3.6 

jZiZjl^ = (ZiZ2)(ZiZ2) = (ZiZ2)(z,Z2) 

= (ZlZjCZzZz) = |Zll^|Z2l^ 

y de ello sigue 3.7. Como 



obtenemos 3.8 dividiendo por jzjl. 

La representaciôn geométrica de los nûmeros complejos sugiere otra 
forma de escribirlos. Como el punto P = (x, y) puede también representarse 
por coordenadas polares (r, &) donde 

I X = r cos 6 

y = r sen 9, 

el numéro complejo z = x-\-iy puede también escribirse en la. forma polar 
3.9 z = r(cos 0 + /'sen 0). 

Aqui, r = | 2 | y 0 = Arg 2 . Es conveniente introducir la exponencial compleja, 
, definida por la relaciôn 

3.10 c'" = (cos 0, sen 6) = cos 0 + / sen 0. 

En términos de la exponencial compleja, podemos expresar la forma polar 
del numéro complejo z = x + iy por 

3.11 z = re‘\ 
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donde, de nuevo, r — \z\ y Q — Arg z. La forma polar es particula'rmente 


conveniente para efectuar las operaciones de multiplicaciôn y division, y 
para encontrar potencias y raices de los numéros complejos. 

De acuerdo con la ecuaciôn 3.10, usando las identidades 3.9 y 3.10 del 
capitule 6 (pâg.273), tenemos 

3.12 

= (cos Oj + i sen 0 ^) (cos 02 + ' sen 62 ) 


= (cos 0, cos 02 — sen 0j sen 02 ) + 

+ i(cos 0| sen 02 + sen cos 62 ) 

= cos( 0 ,+ 02 ) + i sen ( 0 i+ 02 ) 

_ gUôi+fli) 

Ademâs 

- = e~'\ 

ya que por 3.12 

e“’ 


_ g'O _ Q) _ 2 

Por tanto 


3.13 

gie. e e - e 

Asî pues, para multiplicar exponenciales complejas anadimos los exponentes 
y, para dividirlas, restamos los exponentes. 

Usando las ecuaciones 3.7, 3.8, 3.12, y 3.13, tenemos 

3.14 

ZjZ2 = r,É>‘®'r2e‘'*" = rj 

y si Z 2 ¥= 0, 


3.15 

''1 

Z 2 T 2 ^^^ T 2 


Asî pues, expresados eu palabras 3.14 y 3.15 nos dicen. 

Para multiplicar dos numéros complejos en forma polar multiplicamos 
los môdulos y sumamos los argumentos y, para dividir dos numéros 
complejos en forma polar, dividimos los môdulos y restamos los argumentos. 
Es decir, 

i^i2’2l = 1^11 1^2 L ArgCziZj) = ArgZi + ArgZ 2 , 
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y para Z 2 # 0 




Arg Zi - Arg z^. 


Usando 3.14 e inducciôn matemâtica, puede mostrarse que 
|ZiZ2---2„I = \Zi\ |Z2|---|zJ 


y 

Arg (ziZj • • • z„) = Arg+ ArgZ 2 + • • • + Arg z„. 

Si en estas igualdades tomamos todos los n complejos iguales, tenemos 

|z"| = |zi" = r” 


y 


Arg z" = « Arg z = nO, 


de donde obtenemos la formula conocida como formula de De Moivre: 


3.16 z" = (rey = 

Consideremos el problema de encontrar las raices w-ésimas de un 
numéro complejo z. Por una ralz n-ésima de z entendemos un numéro 
complejo cualquiera'C tal que Ç" = z. Sea 

C = 

una ralz n-ésima de z = re'*. Es decir 


C" = = re‘\ 

Esta ültima ecuaciôn implica que 


Si = r, entonces a = donde es el nümero real no negatlvo cuya 
potencia n-ésima es r. Ahora, para los numéros 61 y 62 , 


<=> cos (01 — 62) = 1 y sen(0i—02) = O 

■«■01 — 02 = 2 nk para k un entero. 

De aqul que e'”'’’ = si y solo si ncp = 0 + 2nk para k un entero o 

9 + 2 nk 

(p =- (fe un entero). 

n 


Ahora bien, entre los valores antes dados para q>, cualesquiera que difieran 
en un mùltiplo entero de 27t resultarân en el mismo numéro complejo C- 
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Es, por tanto, suficiente tomar À: = 0, 1,1 para obtener todas las 
raices «-ésimas distintas de z. Asî pues, si 

Z = re‘®, 

entonces, para n un entero positive, los numéros 

^lln^He + 2nk)/n 

donde k = 0, 1 son las raices «-ésimas de z. 

Las raices «-ésimas de z se encuentran sobre una circunferencia de 
radio r^^’' con centre en el origen y se encuentran igualmente espaciadas, 

con una de ellas teniendo un argumente igual a - Arg z. 



3.17 Ejemplo. Encuéntrense las rai¬ 
ces cùbicas de z = — 1 -i- i. 

SoLUCiÔN. (Figura 2.) z= = 

yfl , de modo que r = y/l y 

6 = Arg z = —. De donde las raices 
4 

cùbicas de z son 

C = v'2 A 3 ^ donde fc = 0, 1, 2. 


FIGURA 2 


Es decir, las raices cùbicas de z son 
los nùmeros 


Cl = C 2 = y C 3 = 

3.18 Ejemplo. Evaluar 

(5-f50(-V3 + 30 


-V3-i 


usando la forma polar. 
SoLUCiÔN. Tenemos 


= = 5 ^ 6 ^ = 573 ( 1 - 0 - 

V2 


Te 


( 7 , 1/6 
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3.19 Ëjemplo. Evaluai (-^3+ 30*- 

SOLUCIÔN 

(-73 + 30* == (273e‘''”/Y = 

= 2®3*e'® = 2‘’3^ = 1728. 


Problemas 


1. En cada uno de los siguientes, “plotéese” el punto correspondiente 
y exprésese el numéro en formas polar y exponencial compleja: 


a) i i) — 1 c) — i 

d) 1 —/ e) 1 +/ /) —Ai 

g) —3+731 h) 5 — 5/ i) 73 + 3/ 

j) 3-4/ k) -4 + 473 / /) -2 + 5/ 

w) 3/ n) —2 — 11 0 ) —7 

p) 72 + 73 /- 


2. Efectûense las operaciones indicadas y exprésese el resultado en la 


forma x + iy. 



a) 3e'’'/^272e'^’'/^ 

b) 

5gi2it/3 4^i7ii/6 

c) 2e'=’'/®3e‘'’'/" 

d) 

72c'""^^73c'=’"^ 

272 c''^’"^ 

3e‘'’=/^ 

./■) 

le‘° 

30'”' 


3. Exprésese en términos de la exponencial compleja: 


a) (1 + /7 

^■) ( 5 - 5 /)-'’ 
e) (-2 + 5/)-^ 

g) (72 + 73/) = 

/) Rl((l + /)c'''") 
k) RI j 


b) (-3 + V3/)" 
d) (- 1 + 73 /)= 
/) (- 3 - 70 ^ 
h) (5+12/)'" 
y) rm((l+/)e'"') 


(— 
V2 + 3/ 



4. Pruébese que \ \—z\ = |1—z| e interprétese geométricamente. 

5. Identifiquense geométricamente los conjuntos de numéros complejos 
con la propiedad de que: 

a) \z\ = 1 h) Arg z = 7 t /2 

c) R! Z = -2 d) RI Z 5= -2 

e) Im Z = 1 /) 1 m Z > 0 
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RI Z > 0 A) |z -1| < 1 

i) |z+l| < 1 J) \z-i\ = |z-l| 

A:) |z-l| + |z+l| = 2 /) |z-]| + |z+li = 4 

w) |z— 1 | = |z+ 1 | m) |z —11 — |z +11 = 2 . 

6 . Encuéntrense todas las ralces que se indican: 

a) Ralces cuadradas de 2/. 

b) Ralces cùblcas de — 8 . 

c) Ralces cuartas de 16—16^''3 i. 

d) Ralces sextas de — 1. 

e) Ralces cùblcas de —27 + 27/. 

7. Encuéntrense todas las soluciones de las siguientes ecuaciones: 

à) x^-21 = 0 b) x^-125 = 0 

c) x^-\ =0 d) x'’+ \ = 0 

e) x^+16 = 0 /) x^ + 24 = 0. 

8. Mediante la consideraciôn de las partes real e imaginaria del producto 
(a + W)e‘®, demuéstrese que 

a cos 9-b scn 6 = yj+ b^ cos (9 + ô) 


y _ 

a sen 9 + b cos 9 = y^^a^ + b^ sen (9 + (5) 
donde <5 = Arg(a + bi). Interprétese el resultado geométricamente. 

9. Üsese el método del problema 8 para demostrar que 

a) cos 9 — sen 9 = ^-'2 cos {9 + n/4) 

b) cos 9 + sen 9 = yll sen {9 + 7 r/ 4 ). 

10. Exprésese cada uno de los numéros indicados en la forma 
A sen (d+ (5). Üsense tablas trigonométricas para hallar el valor aproxlmado 
de ô. 


a) 2 cos 0 + 5 sen d 
c) 2 sen 0 + 5 cos 0 

11. Demuéstrese que: 

a) 7^ = 

c) sen 0 = — (e'® —e“‘*) 
2i 

e) sen^ 0 = ^(1 — cos 20 ) 


b) 2 cos 0 — 5 sen 0 

d) 5 cos (0 + 7 r/ 8 ) + 18 sen (0 + 7 t/ 8 ). 

b) cos 9 = + 

d) cos^ 0 = 1(1 + cos 20 ) 

/) cos^ 0 = i(cos 30 + 3 cos 0). 
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12. Üsese la formula de Demoivre para demostrar que: 

cos 36 — cos* 6—3 cos 6 sen* 6, 
sen 3 0 = 3 cos* 6 sen 6 — sen* 6. 

13. Demuéstrese que: (a, b) = i{a, b). 

14. Demuéstrese que la rotaciôn £/« que pasa a través del ângulo 6 
puede representarse en la forma: 

Veix, >») = e“'(x + i>’). 


4. SOLUCIÔN DE ECUACIONES POLINOMIALES 

En la secciôn 1, vimos que la ecuaciôn cuadrâtica 

4.1 ax^ + bx + c = 0 (a ^ 0) 

tiene las raices 

— b± ^b^ — 4ac 
2a 

si b^ — 4ac'^ 0. Si b^-4ac < 0, la ecuaciôn 4.1 no tiene raices en el 
campo de los numéros reales. Para que toda ecuaciôn polinomial tenga 
raices, generalizamos nuestra definiciôn de funciôn polinomial extendiendo 
el dominio de definiciôn de las funciones polinomiales al campo de los 
numéros complejos. 

4.2 Definiciôn. Un polinomio sobre el campo de los numéros complejos 

es una funciôn con valores en el campo complejo de una variable compleja de la 
forma 

p = i 

k = 0 

donde las (/: = 0, 1,..n) son funciones constantes valuadas en el campo 
complejo con dominio C, e l es la funciôn identidad de valores complejos 
{(z, 2 )|zeC}. 

En esta secciôn, cuando hablamos de un polinomio queremos decir un 
polinomio sobre el campo de los numéros complejos al menos que se avise 
expresamente lo contrario. 

Con nuestra definiciôn generalizada de un polinomio, todo polinomio 
cuadrâtico 

a/* + ô/+f {a^Q) 
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tiene ceros dados por la formula cuadrâtica 


— b + yj — \ac 


donde yJb^ — Aac ^ 0 si —4ac ^ 0 , y yJb^ — Aac dénota una cualquiera 
de las raices cuadradas de b^-4ac si b^-4ac no es ^ 0. La polinomial 
cuadrâtica puede escribirse en la forma factorizada 

al^ + bl+c = «(/—/-,) (/—r 2 ) 

donde r^, ri son los dos ceros dados por la formula cuadrâtica. 

Hay formulas para los ceros de las funciones polinomiales generales de 
tercero y cuarto grado aunque son mucho mâs complicadas que la formula 
cuadrâtica. As! pues, todas las funciones polinomiales de cuarto o menor 
grado tienen ceros. Puede probarse que no pueden existir formulas algebrai- 
cas para los ceros de las funciones polinomiales generales de quinto grado 
O grado mâs alto. Sin embargo, hay un teorema, llamado generalmente el 
teorema fundamental del âlgebra, que asegura la existencia de un cero para 
toda funciôn polinomial de grado positivo. Aunque el teorema asegura la 
existencia de un cero tal, no da informaciôn de cômo encontrarlo. Damos 
aqui el teorema sin prueba. 

4.4 Teorema. (Teorema fundamental del âlgebra.) Todo polinomio de grado 
positivo sobre el campo de los numéros complejos tiene un cero 

Si podemos encontrar un factor lineal, I-r, de un polinomio P de 
grado «, enfonces 

P^(l-r)Q 

donde Q es un polinomio de grado n — I. El numéro r es un cero de P, ya que 
P(r) = (r~r) Q(r) = 0. 

As! pues, el problema de encontrar ceros de un polinomio estâ relacionado 
con el problema de la division de polinomios. El siguiente teorema nos 
asegura que para cualesquier dos ecuaciones polinomiales P y D Q, 
P puede dividirse por D, dando un ùnico cociente Q y residuo (o resto) R. 

4.5 Teorema. (Algoritmo de la division.) Si P es un polinomio de grado n 
y D Q) es un polinomio de grado m, entonces existen polinomios ûnicos 
Q y R, donde R es la funciôn cero o tiene grado menor que m, taies que 

4.6 P = QD + R. 

Prueba. Probamos primero que los polinomios Q y R existen. 


502 Cap. 11 Soluclôn de ecuaciones 



Caso 1. Si m > K, entonces 


P=OD+P 


Caso 2. Si m < n, efectuamos la pmeba usando el segundo principio 
de inducciôn matemâtica (pâg. 331). Sea S el conjunto de todos los enteros 
no négatives n para los que el teorema se verifica. 

1) Si « = 0, entonces /n = 0, de modo que 


P = 


P 

-D+0. 

D 


Como D es una funciôn constante, PjD es un polinomio y tenemos 

Q = PjD, R = 0. 

Asi pues, OeS. 

2) Si, para todo n < k, ne S, demostraremos que A:+1 eS. 

Sea 

P = + + ...+ao (a^+i^O) 

y 

D = bJ’” + b„.J'”-^+...+bo {b„^0). 

La polinomial 


P _ P _ ^k+ 1 jk-¥ 1 P 

‘ b„ 


es de grade k o mener. Luego existen polinomios y R taies que iî es o 
la funciôn cero o de grado mener que m y 


Pi = QiD+R. 


Luego 




= Qi + D + R 

L fe. J 


= QD + R 


y /c+leS. 


Soluciôn de ecuaciones polinomiales 503 



El conjunto S tiene las propiedades 1) OeS y 2) si, para todo n ^ k, neS, 
entonces /c: +1 eS. Por tanto, por el segundo principio de inducciôn, S es el 
conjunto de todos los enteros no negativos, y para todos los enteros no 
negativos n, hemos demostrado la existencia de los polinomios Q y R. 

Para demostrar que los polinomios Q y R son ùnicos, supongamos que 
hay otrospolinomios QiyRi donde Ri esolafunciônceroodegradomenor 
que m, taies que 

P = QiD + Ri = QD + R. 

Entonces 


4.7 [Qi-Q]D = R-R,. 

Ahora bien, si dos polinomios tienen grados j y k, entonces su producto tiene 
grado 7 +/c. Luego si Qi — Q no es la funciôn cero, entonces (Qi — Q)D 
tiene grado ^ m. Pero R — Ri es la funciôn cero o de grado menor que m. 
Debemos, por tanto, tener que Qi — Q = 0 y 

Qi = Q. 

Pero, por 4.7, se sigue entonces que R — Ri = 0 y 

Ri = R. 

Y esto compléta la prueba. 

4.8 Defuüciôn. Un polinomio D se dice que divide a un polinomio P y P se 
dice que es divisible por D si P = QD. 

Obtenemos un caso especial importante de (4.6) cuando D = I—r. 
Como en este caso m = 1, el resto es cero o de grado cero; es decir, R es 
una funciôn constante. Tenemos entonces 

4.9 P = {I-r)Q + R. 

Asi pues, tenemos los siguientes corolarios al teorema 4.5. 

4.10 Corolario. (Teorema del residuo.) Cuando un polinomio P se divide 
por I—r, el residuo es P(r). 

Prueba. Por 4.9, 

p(r) = (r-r) Q(r) + R = R. 

4.11 Corolario. (Teorema del factor.) Un polinomio P es divisible por I—r 
si y solo si r es un cero de P. 

Prueba. Si P{r) = 0, entonces por el teorema del residuo i? = 0 y 4.9 
nos da 

P = (I-r)Q. 
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Reciprocamente, si P es divisible por I— r, el reste R = 0, y, de nuevo, 
por el teorema del residuo F(r) = 0. 

4.12 Defmiciôn. Si el polinomio D* divide al polinomio P y si ninguna de 
las potencias mâs allas de D divide a P, entonces D se dice que es un factor 
de P de multiplicidad k. 

Si /—r es un factor de P, entonces, segün el teorema del factor r es un 
cero de P. Si /—/• es un factor de P de multiplicidad k, entonces r se dice 
que es un cero de P de multiplicidad k. Al contar los ceros de P, un cero 
de multiplicidad k se contar â como k ceros. 

Como una consecuencia inmediata del teorema fundamental del âlgebra 
y del teorema del factor, tenemos el siguiente teorema. 

4.13 Teorema. Si un polinomio P sobre el campo de los numéros complejos 
tiene grado n > 0, entonces P tiene exactamente n ceros. 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n para los que 
el teorema se verifica. 

1) leS ya que un polinomio de grado uno tiene exactamente un cero. 

2) Segün el teorema 4.4, P tiene un cero r^, y de acuerdo con el 
corolario 4.11, P = {I-rf)Q. Ahora Q es de grado n~l. Si n-leS, 
entonces Q tiene exactamente n — 1 ceros y P tiene exactamente (n — 1) +1 =n 
ceros, de modo que ne S, 

Por tanto, por el principio de inducciôn, § es el conjunto de todos los 
enteros positivos y P tiene exactamente n ceros. 

Si la funciün polinomial P = a„l"+ ... +a^I+ao tiene n ceros /•], ..., r„, 
que puede que sean distintos o no, entonces 

P = a„(/-r,)...(/-0- 

4.14 Corolario. Si P = a„l"+...+aiI+aQ y Q--= b„r + ...+biI+bo son 
polinomios de grado n y si P(x) — Q(x) para n+1 valores distintos de x, 
entonces P = Q. Es decir, a^ = b^ para k = Q,\, ...,n. 

Prueba. P— g es o el polinomio cero o un polinomio de grado cuando 
mâs n. Ahora bien, segün el teorema 4.13, si P— Q tiene un gradopositivo k, 
entonces P— Q tiene k ^ n ceros. Como suponemos que P— Q tiene n+1 
ceros (P(x:) = Q{x) o {P—Q){x) = 0 para n+1 valores distintos dex), 
P—Q no puede tener un grado positivo. Luego P—Q es una funciün 
constante. Como P— Q toma el valor cero, P— g = 0 y P = g. 

En el resto de esta secciôn supondremos siempre que nuestros polinomios 
tienen todos sus coeficientes reales. 

4.15 Teorema. Si un polinomio P con coeficientes reales tiene el cero r, 
entonces P tiene también el cero f. 
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Prueba. Sea 


1 aj'‘ 

k = 0 

donde las Oi^ son funciones constantes sobre C con valores reales. Si r es 
un cero de F, entonces 

P(r) = X = 0 
*=o 

y 


P(r) = E = 0 = 0. 

k = 0 

Ahora bien, por el lema 2.8 (pâg. 492), 


Pir) = E = E = E 

k = 0 k = 0 k = 0 


= E = Pif) 

k = 0 

ya que para real â;, = a^. De donde 

P{r) = T(rj = 0 

y r es un cero de P. 

Como se senaiô al comienzo de esta secciôn, una funciôn polinomial 
cuadrâtica al^ + bl+c con coeficientes reales, no tiene ceros reales si su 
discriminante b^~4ac < 0. As! pues, las funciones polinomiales cuadrâticas 
con coeficientes reales y discriminante négative no son reducibles a factores 
lineales con coeficientes reales. Diremos que son irreducibles en términos 
de polinomios con coeficientes reales. Como una consecuencia del 
teorema 4.13 una funciôn polinomial con coeficientes reales tiene 
una factorizaciôn en factores lineales. Sin embargo, los coeficientes en los 
factores no tienen que ser necesariamente reales. El teorema 4.15 nos dice 
que todo factor lineal correspondiente a un cero complejo, a + bi con b ^ 0, 
puede parearse con un factor lineal correspondiente al cero conjugado a — bi 
El producto de dos taies factores lineales, 

[I-{a + bi)] {[-{a-bi)] = {I—dfpb'^, 

es un polinomio cuadrâtico con coeficientes reales. De aqui puede 
deducirse, el siguiente teorema. 

4.16 Teorema. Una funciôn polinomial con coeficientes reales puede escribirse 
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como un numéro real por un producto de factores cuadràticos irreducibles con 
coeficienîes reales y factores lineales con coeficientes reales. 

Problemas 


1. Encuéntrese el cociente y el residuo cuando el polinomio P se divide 
por el polinomio D, y exprésese P en la forma P = QD + R: 

a) P = 2P-3I+5- D = 1-4 

b) P = 3P + 2P+P + 41+2-, D = P + 2 

c) P = i/3+2/2-/+3; D = P + 14-2 

d) P = 4P-P + 2P+\\ D = P+21+3 

e) P = 5P-2P + 2P + 3I-1; D = 2/^-5/^+! 

f) P = 4P + P+I-3; D = 3P-2I+4. 

2. Exprésense los siguientes polinomios en la forma a„(I—ri)... (I—r„): 

a) P-3P + 3I-\ b) P-2P-5I+6 

c) P-\ d) 2P-3P + 5I-4 

e) P-(\+2i)P + {3 + 2i)I-3 /) P-2iP+ 31~(>i. 

3. Demuéstrese que /- a es un factor de /” — a" si n es un entero positive. 

4. Demuéstrese que I+a{a # 0) es un factor de F —a” si n es un 
entero positive par y que I+a no es un factor de F —a" si n es un entero 
positive impar. 

5. Demuéstrese que I+a{a # 0) es un factor de F + a" si n es un entero 
positive impar y que 7+a no es un factor de F + a" si n es un entero positive 
par. 

6. Demuéstrese que I-a(a # 0) no es un factor de F + a" si n es un 
entero positive. 

7. Pruébese que si 1 es un numéro complejo, entonces 

, „ 1 —a> 

1 + 0 )+ ... + 0 ) = - . 

1 — 0 ) 


8. Resuélvase la ecuaciôn 1 +z + z^+z^ = 0. 
Sugerencia. Üsese la formula del problema 7. 


n 


9. Demuéstrese que si P = 
de que 


Y, es un polinomio con la propiedad 

Jt = 0 


P{z) = P(z) para todo zeC, 

entonces los coeficientes a^{k = 0, son todos reales. 

10. Sea P un polinomio con coeficientes reales. Demuéstrese que un 
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numéro real r es un cero de P de multiplicidad 2 si y solo si /’(r) = P'{r) = 0 
y P"{r) ^ 0. Expliquese cuâl es el comportamiento de P cerca del cero r. 
Sugerencia. Si r es un cero de multiplicidad k, entonces 
P{x) = (x — r)* Q(x) donde Q{r) / 0. 

11. Generalicese el resultado del problema 10. 

5. DIVISION SINTÉTICA 

El método de la division sintética ha sido disenado para facilitar la 
obtenciôn del cociente ô y el residuo R cuando un polinomio P se divide 
por el polinomio I—r. 

Supongamos 

P = "b 1 * + ■■•+ fll /+ ÛQ • 

Entonces si 

P = {I-r)Q + R, 

Q es un polinomio de grado n — 1 y R es una funciôn constante. Sea 

Q — • • • +^i Z+^Jq. 

Deseamos déterminât R y los coeficientes de Q. Como 
P = {I-r)Q + R 

— 1 + i)/" ' + • • •+(èo“''^i)Z+(Z? —rèo), 

igualando coeficientes en las dos expresiones para P (corolario 4.14), 
tenemos 

= a„_i = ..., a^=bo-rb^, = R-rb^. 

Resolviendo este sistema para R y los coeficientes de Q, obtenemos 

b„-v=a„, Z)„_2 = «B-i+''*B-i. •••. = R^a^ + rb^. 

Para fines de câlculo, podemos arreglar el trabajo de acuerdo con el siguiente 
esquema; 

a„ a„_i ... O, «0 [r 

_ fK-i _ ••• rbi _rèo_ 

b„-i=a„ è„-2 = ••• bo = ai+rbj |j? = ap + r^o 

De esta forma, con solo escribir ordenadamente los coeficientes y efectuar 
unas sencilla multiplicaciôn y adiciôn, podemos obtener los coeficientes del 
cociente y el residuo. 

Debe notarse que si una de las potencias de / no aparece en el polinomio 
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entonces esa potencia de / tiene coeficiente cero y la division sintética debe 
tener un cero en la posiciôn correspondiente. 

Un segundo detalle que debe tenerse en cuenta es que la division 
sintética se ha disenado para la division por I—r, de modo que cuando 
dividimos por I+a hemos de poner r = —a. 

5.1 Ejemplo. Encuéntrense el cociente y el residuo cuando el polinomio 
3/‘'^ + 2/^ + /+4 se divide por 1+2. 

SoLUCiÔN. Usando la division sintética, tenemos 

302 1 4 1-2 

-6 12 -28 54 

3 -6 14 -27 

Asi pues 3/^-6/^+147-27 es el cociente, y el residuo es 58. 

5.2 Ejemplo. Si 7" = 5/^-3/^ + l, encontrar 

SoLUCiÔN. De acuerdo con el corolario 4.10, P(6) es igual al residuo de la 
division de P por 7-6. Tenemos, pues, usando la division sintética 

5-3 0 1 |6 
30 162 972 

5 27 162 1^3 


y 7'(6) = 973. 

Problemas 

1. Encontrar el cociente y el residuo 

à) si 7* = 7^-7+2 es dividido por 7-2 

b) P = 37^ + 7^-47+2 es dividido por 7-3 

c) û P = I^—P+2I^ +1 es dividido por 7— 1 

d) si P = P + 5P + J-3 es dividido por 7+3 

e) si P = 57^ —37^ + 7-1 es dividido por 7+2 
/) si P = 3P +21*+ 3 J es dividido por 7+5. 

2. Usando la division sintética, 

a) si P = 7^-47^-87-50, encontrar P(2), P(-2), P(3) 

b) si P = I*-iP + 2P-I+5, encontrar P(l), P(,i), P(-2) 

c) si P = 37‘^ + 57^-87+2, encontrar P(-2), P(0.5), P(-1.5) 

d) si P = 27^-37^+47-2, encontrar P(l), P(-l), P(2) 

e) si P = 2P-P + I-5, encontrar P(-l), P(l), P(3) 

/) si P = 1.57'^-2.275 +1.37+2.3, encontrar P(l), P(0.3). 
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6. RAICES REALES DE ECUACIONES POLINOMIALES 


Hasta este momento, las ecuaciones polinomiales consideradas han 
tenido coeficientes que eran numéros reales cualesquiera. En esta secciôn, 
discutiremos el problema de encontrar las ralces racionales de ecuaciones 
polinomiales con coeficientes racionales. 

Notamos en primer lugar que dada una ecuaciôn polinomial con coefi¬ 
cientes racionales, si multiplicamos por el mlnimo denominador comùn de 
los coeficientes, la ecuaciôn résultante tendra coeficientes enteros. As! 
pues es suficiente discutir el problema de encontrar las raices racionales 
de las ecuaciones polinomiales con coeficientes enteros. 

Antes de enunciar el teorema acerca de las raices racionales de taies 
ecuaciones, damos la siguiente definiciôn. 

6.1 Definiciôn. Dos enteros c y d se dice que son primas relativos si los 
ùnicos enteros que dividen a ambos, c y d, son + 1. 

6.2 Teorema. Si el numéro racional cjd, donde c y d son primos relativos, 
es una raiz de la ecuaciôn 

6.3 = 0, (a„ # 0), 
con coeficientes enteros, entonces c divide a a^ y d divide a a„. 

Prueba. Como cjd es una raiz de 6.3, tenemos 

a„{cldY + a„..^{cldf~^ y ■ ■ ■ y-aficjdj + ao = 0 . 

Multiplicando por d" para hacer desaparecer las fracciones, obtenemos 

6-4 V-E • • • +a^cd"~^ ya^d” = 0. 

Esta ültima ecuaciôn puede escribirse en la forma 

c{a„c''~^ +a„^id'^^d+ ■ ■ ■ +a^d"~') = -a^d". 

Pero el primer miembro de esta ecuaciôn es un entero que tiene c como un 
factor. Luego c divide a —aod". Pero como c y d son primos relativos, 
c y d" son también primos relativos.* Como c divide a -a^d" y no tiene 
factores en comùn con d", c divide a a^ . 

Escribiendo 6.4 en la forma 

= -a„c" 

y usando un argumento anâlogo, encontramos que d divide a a„. 


^ Este argumento hace uso del hecho de que todo entero positivo puede ser factorizado 
en un producto de positives primos (enteros irreducibles) en una forma y solo en una 
forma. No siendo los factores primos de c factores de d, tampoco son factores de d". 
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6.5 Corolario. Todas las ralces racionales de la ecuaciôn polinomial 

+ +- Va^x + OQ = 0 

con coeficientes enteras son enteras, y divisores de Oq . 


6.6 Ejemplo. Encontrar todas las ralces de la ecuaciôn 
P{x) = 2x^ + 3^:^ —9x —5 = 0. 

SoLUCiÔN. Las ùnicas ralces racionales posibles son 

iiî iL il, +5. 


Pero P(0) = -5 y P{— 1) = 5. Como P es continua sobre [—1, 0] y toma 
signos opuestos en los puntos extremos —1 y 0, por el teorema del valor 
intermedio P tiene un cero real entre — 1 y 0. Este cero real puede ser 
racional. Si el cero es racional, debe ser —1. Tenemos 

2 3 _9 -5 

-1 -1 5 

2 2 -10 jjO 


de modo que 

P{x) = (x+1) (2x^+2x-10) 
= (2x+ 1) (x^ + x-5). 

Los ceros de x^+x—5 son 


^ ^ ^ = _i +i^21. 


Por tanto, las très ralces de la ecuaciôn son 

-i, -l±w^ 

y 

P(x) = 2x^+3x^ —9x —5 

= 2(x + i)(x + l-iV^)(x + i + iV^). 

6.7 Ejemplo. Encuéntrense todas las ralces de la ecuaciôn 
8x‘' + 30x^ + 29x^-2x-30 = 0. 


SoLuciÔN. Los factores de 8 son 1, 2, 4, y 8, y los factores de 30 son 1, 
2, 5, 6, 10, 15, 30. Luego las ralces racionales posibles son: 


i (i, f, 1, 


5.3 lX3JL5.'75JL5,3<:f;jL5 


10, 15, 30). 
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Probando +1 tenemos 


8 30 29 -2 -30 

8 38 67 65 

8 38 67 65 | 35 

Como todos los numéros de la liltima fila son positivos, nümeros mayores 
que 1 pueden solamente dar lugar a residuos mayores. Eliminamos, por 
tanto, todos los valores ^ 1. 

Tenemos ahora P(0) = — 30 y /"(l) = +35, luego hay una raiz real 
entre 0 y +1. Esta ralz puede ser racional. Probamos ya que si todo en 
la ûltima fila résulta de nuevo positivo habremos eliminado varias 
posibilidades mâs. 

8 30 29 -2 -30 U 

4 17 23 

8 34 46 21 |-y 

Probamos después con |, 

8 30 29 -2 -30 [| 

6 27 42 30 

8 36 56 40 I 0 

Asi pues 

P(x) = (x-f) (8.)C^ + 36 x^ + 56a: + 40) 

= (4x-3)(2x^ + 9x^+14x+10) 

= (4x-3) ô(x). 

Las ùnicas posibilidades para ceros racionales de g(x) son 
±a, 1,2, I, 5, 10). 

Todos los valores positivos han sido previamente eliminados ya que los 
ceros de Q{x) son también ceros de P(x). Probando con -|, tenemos 

2 9 14 10 |-| 

-5 -10 -10 

2 4 4 I 0 

de modo que 

Q{x) = (x + l) (2x^ + 4x + 4) 

= (2 X + 5) (x^ + 2 X+2) 

O 

P(x) = (4x-3)(2x + 5)(x^ + 2x + 2). 

El ùltimo término puede ser factorizado con la ayuda de la formula 
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cuadrâtica 


-2 + 74-4-2 
2 


— 1 + 2 


y 

Pix) = (4jc-3)(2x + 5)(x+1-i)(x+1+0. 

Las cuatro raîces son 

^ — 1 , — 1 +/, — 1 —/. 

Problemas 

1. Determinense las ralces racionales de las siguientes ecuaciones. 
Cuando el factor restante es cuadrâtico encuéntrense todas las ralces. 

a) x^ + 3x^-4x-12 = 0 b) 6x^ + 7x^-11 x-2 = 0 

c) 2x^-3x^-7x + 3 =0 d) 6x'^+5x^-9x^-x + 2 = 0 

e) 2x‘^-3x^+12x^-16x + 5 = 0 f) 3x^-5x^ + 2x = 0. 

2. Exprésense los siguientes polinomios como una constante por el 
producto de factores lineales; 

a) P = l‘^+p-tl^-I+5 b) P = 3I‘^-^P + 4 

c) P =/‘‘ + 3/^ + /^-3/-2 d) P = 

e) P = 2/^+/^ + /-l /) P = 6/“^ +197^+23/^ + 87-6. 


7. ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 

En esta secciôn consideramos ecuaciones del tipo T(x) = 0 donde T es 
una combinaciôn algebraica de fuhciones trigonométricas. T{x) sera un 
polinomio en una de las funciones trigonométricas o el producto de dos o 
mâs polinomios cada uno de una de las funciones trigonométricas o T{x) 
sera reducible a uno de estos tipos. 

Como las seis funciones trigonométricas tienen todas un periodo 2n on, 
es en general suficiente al resolver una ecuaciôn trigonométrica encontrar 
todas las raices en el intervalo [0,2ny y observar que todas las otras ralces 
se obtienen por la condiciôn de periodicidad. 

7.1 Ejemplo. Encuéntrense todas las soluciones de la ecuaciôn 

2 cos^ X = cos X 


en el intervalo [0, 2ny. 
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SOLUCIÔN 

2 cos^ X = cos X o2 cos^ x — cos x = 0 
O cos x(2 cos X —1) = 0 
cos X = 0 
O O 

2 cos X — 1 = 0 
cos X = 0 

<=> < O 

cos X = J. 

Ahora bien, cos x = 0 para x = 7r/2 y x = 3 7r/2, mientras que cos x = ^ 
para x = 7ij3 y x = 5nj3. Asi pues, las soluciones son x = 7r/3, ;r/2, 3nj2 
y 57r/3. 

7.2 Ejemplo. Encuéntrense todas las soluciones de la ecuacion 

3 tan X—5 sen x = 0 

en el intervalo [0, 2n'). 

SOLUClÔN 

scn X 

3 tan X — 5 sen x = 0 o 3-5 sen x = 0 

cos X 

sen x| —^-5 ) = 0 

\cos X / 

sen X = 0 

O 

3 

cos X 
sen X 
t O 
cos X = y . 

Ahora bien, sen x = 0 para x = 0ox = 7C, y cos x = f para x = 0.927 = 53°7 ' 
O X = 5.356 = 306°53'. Asi pues 

X = 0, 0.927, n, 5.356. 


-5=0 
= 0 
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7.3 Ëjemplo. Encontrar todas las soluciones de la ecuaciôn 

sen x+2 cos x — 2 


en el intervalo [0, 27r>. 

SoLUCiÔN. Es conveniente reemplazar esta ecuaciôn por una ecuaciôn 
polinomial en cos x (o en sen x). Tenemos 

sen x + 2 cos x = 2 sen x = 2 — 2 cos x 

=> sen^ X = 4 — 8 cos x + 4 cos^ x 
O 1 — cos^ X = 4— 8 cos X + 4 cos^ x 
<s> 5 cos^ X—8 cos X + 3 = 0 
(5 cos X —3) (cos X— 1) = 0. 

Asi pues, si x es una soluciôn a la ecuaciôn dada, entonces 

cos X = 1 O cos X = I. 

Las soluciones a las ùltimas ecuaciones son x = 0 y x = 0.927 o 5.356 
(ejemplo 7.2). Ahora bien, no es cierto que todas las soluciones a las ùltimas 
ecuaciones deban ser soluciones de la ecuaciôn original ya que no todas las 
operaciones efectuadas para obtener las ecuaciones finales eran réversibles. 
En particular, no es réversible la operaciôn de elevar al cuadrado. Es 
decir, A = B implic^ = B^, pero A^ = B^ no implica que necesariamente 
A = B-, puede ser que A = —B. Por tanto, debemos comprobar cuâl o 
cuâles, si existen algunas, de las très soluciones posibles encontradas son 
realmente soluciones. Encontramos que para x = 5.356, sen x = — f, pero 
que 2 — 2 cos x = +f, de modo que ésta no es una soluciôn. Por otra 
parte, para x = 0, sen x = 0 y 2 — 2 cos x = 0; para x = 0.927, sen x = f 
y 2 — 2 cos X = f. Asi pues, las soluciones son 

X = 0 y X = 0.927. 


Problemas 


1. Resuélvanse las siguientes ecuaciones para todos los valores en el 
intervalo [0, 2;r). Dense también todas las contestaciones en medida en 
grados en [0, 360°>. 


a) 2 sen x + 1 = 0 
c) 4 cos^ X — 3 = 0 
é) cos 2x — cos X = 0 
g) tan x — 3 cot x = 0 
/) tan^ X + cot^ X +1 =0 

k) sen X — sen - = 0 


b) cot x+1=0 
d) 2 cot X— 3 cos X = 0 
/) CSC X — 4 sen x = 0 
h) cos X— ^3 sen X = 1 
y) 4 csc^ X + cot X — 1 

l) sen X = yj2 — cos x. 
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8. SOLUCIÔN DE ECUACIONES MEDIANTE 
APROXIMACIONES SUCESIVAS 


En las secciones 4 y 6, discutimos la soluciôn de ecuaciones polinomiales 
y en la "secciôn 7 se discutiô la soluciôn de ecuaciones trigonométricas. 
Excepte en casos especiales, usualmente es poco prâctico intentar resolver 
ecuaciones de grado superior al segundo o ecuaciones trigonométricas por 
operaciones analiticas directas. Por otra parte, los métodos discutidos hasta 
el momento no son aplicables a la soluciôn de ecuaciones en que aparezean 
tipos mâs generales de funciones continuas. En esta secciôn considérâmes 
métodos para obtener aproximaciones a las soluciones reales de una 
ecuaciôn f{x) = 0. 

En el capitulo 9 (pâg. 431), se demostrô que si una funciôn / es continua 
sobre un intervalo y se sabe que /(x,) y /{X 2 ) tienen signes opuestos 
para dos nùmeros Xj , X 2 e‘i, entonces, segùn el teorema del valor intermedio 
hay un cero de / entre x, y X 2 . Podemos tomar Xj, X 2 , o cualquiera de los 
nùmeros entre x, y Xj como aproximaciones al cero de / que se encuentra 
entre x, y X 2 . 

Sea r el cero de / que deseamos encontrar, y sea x„ una aproximaciôn 
a este cero (figura 3). Intentaremos encontrar otra aproximaciôn x „+1 



medianteel reemplazo de la gràficade / en la vecindad del punto (x„,/(x„)) 
por una linea recta. La pendiente de esta recta debe escogerse de modo que 
la intercepciôn con X de ella, x„+,, sea una mejor aproximaciôn a r que la 
que era x„. Si m es la pendiente de la recta tendremos 


m 


fix„) 


o 

8.1 


= x_ 


f(x„) 


m 
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La elecciôn idéal séria tomar m igual a la pendiente de la recta que contiene 
{x„,/(x„)) y (r, 0). Entonces el problema quedaria resuelto con x„+i = r. 
Sin embargo, como r es desconocido, no puede conocerse cuâl sea esta 
elecciôn idéal de m y nos tenemos que contentar con alguna aproximaciôn 
a esta elecciôn idéal. Tenemos varias posibilidades de elecciôn. 

1. Método de Newton. Podemos usar la pendiente de la tangente a la 
grâfica de / en 

m = f'{x„). 

2. Si el cero r esta entre y X 2 , podemos usar la pendiente de la recta 
que contiene los puntos (x, ,/(x,)) y (jt 2 ,/(^ 2 )) para localizar una tercera 
aproximaciôn X 3 . Podemos, entonces, usar sucesivamente la pendiente de 
una recta que contenga dos puntos previamente calculados, digamos 

(x„_ 1,/(x:„_ 1)) y >/(■*»)): 


m 


/(x„)-/(x„_,) 


(n = 2,3, ...). 


3. Si el cero r esta entre x, y X 2 y /'(x) no cambia mucho entre x, y X 2 , 
podemos fijar 

m = /'(x,) 

en cada uno de los pasos sucesivos. Esto es particularmente conveniente 
cuando los valores sucesivos /'(x„) son diflciles de calcular. 

4. Si el cero r esta entre x, y X 2 , podemos fijar 

/(x,)-/(x 2 ) 

m =- 

X, -X2 


para todos los pasos sucesivos. 


5. Si el cero r esté entre Xi y X 2 y /"(x) es de signo constante entre 
X) y X 2 , entonces la tangente en (x|,/(x,)) se encuentra a un lado de la 
grâfica de /, y la cuerda que une (x,,/(x,)) y (x 2 ,/(x 2 )) se encuentra al 
otro lado de la grâfica de /. En este caso, el valor idéal para m se encuentra 
entre los valores dados para w en 3 y 4. De donde podemos esperar que el 
promedio de estas dos pendientes sea una buena elecciôn: 


./■'(x, 


) + 


/(X|)-/(X 2) 
X1-X2 




Que sea una buena elecciôn para m dependerâ del problema particular 
que tengamos que resolver. No intentaremos desarrollar resultados generales. 
El uso de estos métodos queda ilustrado en los ejemplos siguientes. 
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8.2 Ejemplo. Obténganse con una aproximaciôn de mâs de 0.0001 las 
raices reales de la ecuaciôn 

P(x) = —3x^ + 5jc + 5 = 0. 


SoLuciÔN 1. Esta ecuaciôn tiene très raices, y como las raices no reales de 
una ecuaciôn polinomial con coeficientes reales se presentan en pares 
conjugados o una es real y las otras dos son no reales o las très son reales. 
Ahora bien 

P'(x) = 3x^-6x + 5 = 3(x-~lŸ + 2 

y P'(x) > 0 para todo xeR. De donde P es una funciôn creciente y tiene 
exactamente un cero real- P(0) = 5 y P es creciente, luego el cero real es 
négative. Como P(—\)= — 4, el ünico cero real esta entre —1 y 0. 
Usando el método 1, tenemos 

= x„-P(x„)jP'(x„). 

El trabajo de câleulo puede ordenarse como se indica en el siguiente cuadro: 



PM 

m = P'{x„) 

-P{Xn)lm 

= 

x„-Pix„)lm 

-1 

-4 

14 

+ 2.857 X 10“' 

-0.7 

-0.7 

-0.313 

10.67 

+ 2.933 X 10“" 

-0.67(07) 

-0.67 

+ 2.537x 10”^ 

10.367 

-2.447 X lO^'' 

-0.6702(45) 

-0.6702 

+ 4.635x 10-^ 

10.369 

-4.470 X 10“^ 

-0.6702(447) 

-0.6703 

-5.737 xlO-'^ 




Como P( —0.6702) > 0 y P( —0.6703) < 0, tenemos r = —0.6702 con error 
menor que 0.0001 = 10"“^. 


SoLuciÔN 2. Como 

P"(x) = 6x — 6 = 6(x—1), 


la grâfica de P es côneava hacia abajo para x < 1. Asi pues, las tangentes 
a la grâfica en puntos (x, Pix)) con x < 1 se encontrarân a la izquierda 
de la curva mientras que las cuerdas que unan dos de taies puntos se 
encontrarân a la derecha de la curva. Esto indica que el método 5 séria 
probablemente preferible a cualquiera de los otros dos métodos que usan 
pendiente constante. 

Tomando x^ = — 1 y Xq = 0, tenemos 


m = - 
2 


■P'(^i) + 


P(xi)- 


i)-7^(^o) 
^l-Xo - 


14 


-4-5 

-1 


11.5. 
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Y entonces 




-P(x„)lm 

^«+1 = 
x„-P(x„)lm 

-1 

-4 

+ 0.35 

-0.65 

-0.65 

1 

+ 2.079 X 10“^ 

-1.807 X 10“^ 

-0.668(07) 

-0.668 

+ 2.325 X 10“^ 

-2.022 X 10“^ 

-0.670(03) 

-0.670 

+ 2.537 X 10-* 

-2.206 X 10 "“ 

-0.6702(21) 

-0.6702 

+ 4.635 X 10"“ 

-4.030 X 10“^ 

-0.6702(403) 


Aunque la soluciôn por el método 5 tomé una aproximaciôn sucesiva 
mas que las que se necesitaron en el método 1, el ahorro de tiempo 
conseguido por el uso de la misma pendiente en cada paso compensé de 
sobra el tiempo usado en efectuar el paso adicional. 

8.3 Ejemplo. Encuéntrense, con una aproximaciôn de mâs de 0.001, los 
ceros de la funcién cuya régla de correspondencia es 

f{x) = x^ + x-1. 


Soluciôn 1. Tenemos 

f'(x) = 4x^ + 1 
f"(x) = 12 x^ 

de modo que la grâfica de / es côncava hacia arriba en todos sus puntos. 
De aqui que la grâfica de / tiene o dos ceros reales o ningün cero real. 
Como 

/(O) = -1 y fil) = 1 

hay un cero entre 0 y 1. Usando el método 2 con jcq = 0 y x, = 1, tenemos 



Rx„) 

f{x„-y)-f{x„) 

m — 

~f{Xn)!m 

X„+i = 

Xn~fixf)lm 

1 

1 

2 

-0.5 

0.5 

0.5 

-0.4375 

2.875 

+ 1.522x10-1 

0.6(522) 

0.7 

-5.99x 10"^ 

1.888 

+ 3.178X 10"^ 

0.73(178) 

0.73 

+ I.398X 10“^ 

2.463 

-5.676 X 10"^ 

0.724(324) 

0.724 

0.725 

-1.240X 10"^ 
+1.282 X 10“^ 

2.537 

+ 4.888 X 10"“ 

0.724(488) 


Como /(0.724) < 0 y /(0.725) > 0, r = 0.724 con error menor que 0.001. 
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SoLUCiÔN 2. El câlculo puede simplificarse considerablemente usando el 
método 4. En este caso no es necesario volver a calcular m en cada etapa. 
Ademâs, si tomamos ;co = 0 y Xj = 1, tenemos 

Xj-Xo 1-0 

y el câlculo de es muy fâcil. 



Ax„) 

-/(x„)/2 

Xn+ 1 — 

1 

1 

-0.5 

0.5 

0.5 

-0.4375 

+ 2.188x10-3 

0.72(188) 

0.72 

-1.126x10-^ 

+ 5.63 X 10-3 

0.725(63) 

0.725 

0.724 

+1.282 X 10-3 
-1.240 X 10-3 

-6.41 X 10-^3 

0.724(36) 


8.4 Ejemplo. En un problema sobre pandeo de columnas es necesario 
resolver la siguiente ecuaciôn: 

tan X = X. 

SoLUCiÔN. Si dibujamos las grâficas de las ecuaciones y = tan x y y = x, 
entonces las intersecciones de estas dos grâficas nos darân primeras 
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aproximaciones a las soluciones de tal ecuaciôn, es decir, a los ceros de 
la funcion cuya régla de correspondencia es 

f{x) = tan x—x. 

Una de las primeras cosas que deben notarse es que 

/(-jc) = -/(x), 

de modo que si r es un cero de /, entonces — r es también un cero. As! 
pues, es suficiente encontrar los ceros no négatives de la funciôn /. 

Obviamente 0 es un cero de / y en la figura 4 se ve que hay ceros cerca 
2 n+l 

de fn, jîi ,—-— n,... Para los valores mayores de n los ceros deben 
2 n+l 

estar muy cerca de —^— n. Para los valores menores de n estes numéros 

deben ser aproximaciones bastante pobres de los ceros. 

Emplearemos el método 3 para aproximar el primer cero positive de 
/ = tan — /. Del examen de la figura 4 résulta claro que r,, primer cero 
positive de /, es menor que 37 r/ 2 . Tomamos x, = 4.5. Usando una tabla 
de funciones trigonométricas con ângulos en radianes y tomando n = 3.14, 
tenemos 

/'(xi) = sec^Xi-1 = tan^x, = tan^(x,- 7 r) = tan^ (4.50-3.14) = 22. 
Sigue el calcule: 



tan x„ = 
tan(x„-;r) 

fix„) = 

tanx„-x„ 


•^n+l = 

x„-f{x„)lm 

4.5 

4.49 

4.673 

4.455 

+ 0.173 
-0.035 

-0.0079 
+ 0.0016 

4.49(2) 

4.49(16) 


Encontramos, asi, que = 4.49 con error menor que 10"^. Usando valores 
mâs exactes para la funciôn tangente, puede mostrarse que r, = 4.4934 
con error menor que 10~‘'^. 

Problemas 

1. Dibùjense las grâficas de las siguientes funciones y encuéntrense los 
ceros especificados con errores menores que 0.01 usando los métodos 1 y 2: 

a) / = 2/^ —6/^ —5; todos los ceros reales. 

b) /=/^+2/^ —4/—1 ; cero positive. 

c) f — —4/^ — 18/^ + 727— 18; cero entre 0 y 1. 

d) J = cos — /; todos los ceros reales. 
d) f = sen + P ; todos los ceros reales. 
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2. Dibùjese la grâfica de / donde 

/(x) = X —2 sen x 

en el intervalo [0, tt], Usando el método 3, encuéntrese el cero positive 
de / con error mener que 0.01. Notese que sen 2x = sen (ti —2x). 

3. Dibùjense las grâficas de las expresiones que aparecen en cada 
miembro de las siguientes ecuaciones para determinar una primera aproxi- 
macion de las soluciones anotando les puntos de interseccién de las dos 
grâficas. Üsense les métodos 3, 4, y 5 para determinar la solucién deseada 
con error menor que 0.005. Si uno de los métodos no trabaja bien, expliquese 
el porqué. 

a) sen x = 1 — x b) x = cos x 

c) yjx = 3 —X d) X = \.5 sen x 

e) x^ = cot X, xe <( — TT, 0) u <0, ny 

f) \—x^ — tanX, X = [0,7r/2>. 

4. Üsese el método 3 para calcular 

a) HJm b) .^40 

c) d) ^-125. 


9. RESUMEN 

En este capitulo hemos considerado la solucién de ecuaciones del tipo 
/(x) = 0. Encontramos que si deseâbamos considerar soluciones de 
ecuaciones polinomiales generales, era necesario introducir un campo 
de numéros que es mâs extenso que el campo de los numéros reales. Esto 
nos llevé al campo de los numéros complejos. 

Una ecuaciôn del tipo 

ax + b = 0 {a ^ 0), 

donde a y b son numéros racionales, tiene el numéro racional —bja como 
su solucién. Sin embargo, el campo de los numéros racionales no es 
suficientemente extenso para contener soluciones de la ecuacién 

. v ^-2 = 0 . 

Las dos soluciones de esta ecuacién son los numéros irracionales ^2 y -/2. 
Si esta ecuacién ha de tener soluciones es, pues, necesario extender nuestro 
campo numérico al campo de los numéros reales. No se tiene que buscar 
mucho para encontrar ecuaciones polinomiales que no tienen soluciones en 
el campo de los nümeros reales. Por ejemplo, la ecuacién 

x ^+1 = 0 
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no tiene soluciones en el campo de los numéros reales. Luego, si queremos 
que esta ecuaciôn tenga soluciones, debemos extender de nuevo nuestro 
sistema numérico. El nuevo campo numérico que se obtiene es el campo 
de los numéros complejos. 

Se nos présenta naturalmente la siguiente pregunta: ihay campos con 
la propiedad de que todo polinomio de grado positive n, cuyos coeficientes 
sean elementos del campo, tiene n ceros en ese campo? Un campo tal se 
dice que es algebmicamente cerrado. Como hemos visto, el campo de los 
numéros racionales y el campo de los numéros reales no poseen esta 
propiedad. Sin embargo, el teorema fundamental del âlgebra implica que 
el campo de los numéros complejos tiene esta propiedad y es, por tanto, 
algebraicamente cerrado. 

Aunque histôricamente el campo de los numéros complejos se introdujo 
en conexion con el problema de la soluciôn de las ecuaciones polinomiales, 
los nùmeros complejos juegan un papel importante en conexion con otros 
temas como se senalô en la introducciôn a este capitule (pâg. 487). 

Después de discutir los numéros complejos, pasamos a considerar la 
soluciôn de las ecuaciones polinomiales. Siguiô a esto una consideraciôn 
de la soluciôn de las ecuaciones trigonométricas. Las ecuaciones polinomiales 
y las trigonométricas son casos especiales de ecuaciones del tipo f{x) = 0, 
pero los resultados obtenidos para estes casos especiales no son aplicables 
al caso general. Para el caso general de una funciôn / continua sobre un 
intervalo J, consideramos métodos para localizar aproximadamente los 
ceros de / sobre J- Estos métodos requieren que encontremos una 
aproximaciôn x„ a un tal cero y luego construyamos una recta por el 
punto con pendiente m tal que la intercepciôn con X, x„+], de 

esta recta esté mâs cerca del cero buscado que lo que esta x„. Se 
consideraron varios métodos para elegir la pendiente m de la recta que 
pasa por (x„,/(x„)). 


Problemas de repaso 

1. Exprésense cada uno de los siguientes nùmeros en la forma x+yi: 


a) 3(2+0 + 2(1-30 
c) |12 + 5ij(2-0 


b) (2+0(2-0 
d) — 


e) i“ + ('Vi" 


/) 


1 1 

+ 


a + bi a~bi 

2. Exprésense cada uno de los siguientes nùmeros en la forma x-\-yi: 




V2- 


b) 


V3-i 
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3. Exprésense todas las raices que se indican en la forma x + iy usando 
tablas de funciones trigonométricas solamente cuando sea necesario: 

a) las raices cuadradas de — / 

b) las raices sextas de — i 

c) las raices cuartas de — 1 

d) las raices cuartas de (—8^2 + 8^2/). 

4. Exprésense los siguientes polinomios en la forma 

à) 2/‘^ + 7/^-13/^ + 77-15 

b) 2I‘^ + P-2I-\ 

c) 2/® + 3/^-12/^-18/^+I0/+15 

d) 6/^+ll/* + 8/^-6/-4. 

5. Encuéntrense todas las soluciones de las siguientes ecuaciones en 
el intervalo [0, 2;t>. 

a) cot x-2 cos x: = 0 b) sen^ - cos x + 1 =0 

c) cos x + 73 sen X = 2 tf) sen 3x + sen x = 0 

e) 4 tan^ x = sec^ x /) tan^ x + cot^ x-2 = 0 

ff) sen 3x + sen 5x = 0 b) tan2xtanx=l. 

6. Encuéntrense las raices de cada una de las siguientes ecuaciones con 
errores menores que 0.01. Diganse en cada caso claramente cuâles han sido 
los métodos usados. 

a) x^ = cos x; todas las raices. b) x^ = sen x; todas las raices. 

c) ^/x = tan X, xe[0,71/2} rf) 2-x^ = sec x, xe <-7r/2,7i/2>. 
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Capitule 



La intégral 

definida 


1. INTRODUCCIÔN 

La medida del ârea es un problema que ha preocupado al hombre desde 
la antigüedad. Los egipcios (2000-1800 a.c.) conoclan réglas para el câleulo 
de las âreas y los volùmenes de algunos objetos sencillos. Tenlan formulas 
exactas para las âreas de los rectângulos, triângulos, y trapezoides, y una 
formula incorrecta para el ârea de un cuadrilâtero general. Daban el ârea 
aproximada de un clrculo como el cuadrado de f del diâmetro —una 
buena aproximaciôn, puesto que 4(f)^ = 3.160-h. Sabian cômo calcular 
el volumen de los cubos, cilindros y, como podla esperarse, el volumen 
de una pirâmide truncada de base cuadrada. No hay ninguna evidencia de 
derivaciôn sistemâtica alguna de estas réglas. Pero estas réglas pasaron de 
los egipcios y babilonios a los griegos y, empezando con Taies (585 A.c.) los 
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FIGURA 1 


griegos dieron derivaciones lôgicas y 
sistemâticas de las formulas. 

De todos los griegos, Arquimedes 
(250 A.c.) fue el que mâs se acerco al 
concepto moderno de ârea. Conocîa el 
método de acotar un ârea por un conjunto 
de rectângulos situados en el interior y un 
conjunto que cubrla justamente el ârea 
(figura 1). Riemann (1826-1866) basé su 
definiciôn de la integra! sobre esta idea. 


Es la intégral de Riemann la que 
presentaremos y estudiaremos en este capitulo. 

Los conceptos fundamentales del câlculo, la derivada y la intégral, 
preceden a Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716), pero es a estos dos 
hombres a quienes se les da el tltulo de “Los Fundadores del Câlculo”. 


En la secciôn 7 se nos dice el porqué. En esa .secciôn presentaremos los 
teoremas fundamentales del câlculo, que fueron descubiertos, indepen- 
dientemente, por Newton y Leibniz. 


2. ÂREA DE LAS FIGURAS PLANAS 


El ârea de un cuadrado es nuestro punto de partida para la definiciôn 
de ârea de figuras planas. El ârea de un cuadrado cuyos lados son de 
longitud a se define como a^. La unidad de medida del ârea es longitud 
al cuadrado —un métro cuadrado, un centimetro cuadrado, un pie 
cuadrado, una pulgada cuadrada, etc., segùn cuâl sea la unidad de longitud 
que se adopte. 

Con el ârea de un cuadrado asî definida, podemos derivar una formula 
para el ârea del rectângulo. Sea3iun rectângulo de ancho a y altura è(a < h). 
Colôquense cuatro de taies rectângulos Juntos como se ilustra en la figura 2. 
Los lados exteriores de los rectângulos limitan un cuadrado cuyos lados son 



de longitud a + b. Los lados interiores de los 
rectângulos limitan un cuadrado de lados b —a. 
Obtenemos entonces 

4 ârea (.11) 4-(ô — a)^ = (b + dŸ-, 

Lo que, despejando el ârea de R, nos da 


ârea (;R) = 


{b + af 


= ab. 


FIGURA 2 


Aunque el ârea de un triângulo rectângulo 
puede obtenerse formando un rectângulo con dos 
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triângulos rectângulos congruentes, nosotros efectuaremos una derivaciôn 
de la formula distinta y mâs dificil. Nuestro propôsito al hacer esto es 
ilustrar un método de mayor generalidad e importancia. Este método 
nos proveerâ de una definiciôn para las âreas de una gran clase de regiones 
planas (conjuntos de puntos en el piano) y de un medio para calcularlas. 

En la anterior derivaciôn de la formula para el area de un rectângulo, 
aceptamos los resultados a pesar del hecho de que no se habîa dado ninguna 
definiciôn de lo que ha de entenderse por area de un rectângulo. La razôn 
de nuestra aceptaciôn fue que la derivaciôn se basa en una propiedad no 
formulada que estamos casi obligados a esperar que el area contenga: la 
suma del area de las partes ha de ser igual al area del todo. Si el area ha 
de tener esta propiedad, entonces la fôrmula ab para el area de un rectângulo 
es la ùnica posible. Enfocamos el problema mâs general de asignar âreas 
a regiones de esta misma forma, sôlo que, de antemano, enunciamos cuâles 
han de ser las condiciones satisfechas por el ârea. Descubriremos luego 
que esto nos lleva a una asignaciôn ùnica de ârea para cada una de las 
regiones de una gran variedad de regiones planas. 

Sea 6 un conjunto de puntos en el piano. Deseamos définir el ârea de 8, 
a la que denotaremos por ârea (8). El ârea ha de ser un numéro real no 
negativo. Requerimos como condiciones para una definiciôn aceptable de 
ârea —para aquellos conjuntos de puntos 8, 3^, §,... para los que el ârea 
ha de definirse— que : 

2.2 Si 8 c 3^, entonces ârea (8) ^ ârea (3^). 

2.3 5/6 = 8u3^>'8n3^ tiene ârea cero, entonces 

ârea (9) = ârea (8) + ârea (5"). 

2.4 Si 8 es un rectângulo de anchura a y altura b, ârea (8) = ab. 

La condiciôn 2.2 requiere que el ârea de una parte no sea mayor que la 
total y la condiciôn 2.3 pide que si una regiôn estâ dividida en dos partes 
que no se traslapan, la suma de las âreas de las partes sea igual al ârea del 
total. La condiciôn 2.4 acepta la fôrmula para el ârea de un rectângulo. 
El no traslapamiento quiere decir que el ârea de la intersecciôn es cero. 
Un segmento rectilineo, un arco de circunferencia y la grâfica de una 
funciôn continua, son ejemplos de conjuntos con ârea cero (problema 8). 

Aplicamos ahora estas condiciones para determinar el ârea de un 

triângulo rectângulo S con base a y altura b. Sea S el triângulo ilustrado 

en la figura 3. S estâ acotado por las rectas cuyas ecuaciones son j' = 0, 

a b 

x = ay y =-;x. El punto (v, y) estâ en S si y sôlo siO^x^nyO^y^-x; 

b a 

, b 

es decir, 5 = {(x, triângulo 

en cuatro partes iguales y construyamos los rectângulos que se muestran 
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FIGURA 3 FIGURA 4 


en la figura 4 (xq = 0, x, = a/4, Xj = 2fl/4, Xj = 3fl/4, x^, = a). La 
union de los cuatro rectângulos “exteriores” cubre el triângulo y la union de 
los très rectângulos “interiores” esta contenida en el triângulo. Si hemos de 
asignar al triângulo un ârea, entonces de 2.2, 2.3, y 2.4 tenemos 

-Xi(x 2 -xi) + -^ 2 (^ 3 -^ 2 ) + ^ ârea (^) 

a a ^ a 

< - Xi(x, -Xq) + - X 2 (X 2 -X,) + - X3(X3-X2) + - X4(X4-X3) . 

a a a a 

Sustituyendo por sus valores a Xq, x, , X 2 ,..., X 4 y opérande en ambos 
miembros de la desigualdad, obtenemos 

— (1+2 + 3) < ârea( 5 ) < — {I+ 2 + 3+4) 

16 16 

o 

|fl 6 ârea (S) ^ |fl 6 . 

Podemos ahora concluir: si ha de asignarse a este triângulo un ârea 
que satisfaga las condiciones 2.2, 2.3, y 2.4, tal ârea debe estar entre los 
numéros 3abjS y 5abl^. Si proseguimos sustituyendo la base, obtenemos 
cotas para ârea (5) cada vez mâs prôximas una a otra. En realidad, con una 
particiôn de [ 0 , a] definida por 

Xq = 0 , X, = fl/n, X 2 = lajn ,..., x^ = kajn, ..., x„ = a, 

obtenemos para la suma de las âreas de los triângulos interiores 

b \ b b 

-Xo(Xi-Xo) + -Xi(X 2 -X,)+ •••• + -x„^,(x„-x„_,) 

a a a 
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V ^ . 

L -^k-iiXk-Xk-i) 
*=i a 


^ b {k-l)a a 
k=i a n n 


ob " 

*=i 


(/c-1) 


1 


La suma de las âreas de los triângulos exteriores es 

b b b 

-Xi(Xi-Xo) + -X2(X2-Xi)+ ... + -x„(x„-x„_,) 

a a a 


^ ^ b ka a ab ^ , 

= L -x^Xk-Xk-i) = l-= — 


k= 1 a 


k=i a n n n k=i 


La union de los rectângulos interiores esta contenida en 5 y la union de 
los rectângulos exteriores contiene aS. De donde 


^ fc ^ area (s) < ^ 

n k=i n 


n 


I k. 


De la formula 4.4 del capitulo 7 (pâg. 325 ) para la suma de enteros, 
obtenemos 


ab\ 

— -(rt-l)n 
n 


2 


üb , . ^ cib 1 db üb 

^ area (^) ^ — — «(m + I) = — H-. 

n' 2 2 2 n 


2 n 


Se sigue, entonces, de ello que 

-abjln < ârea( 5 )-iaft < abjln. 

Como podemos elegir n tan grande como deseemos, podemos concluir que 
si ha de asignarse un area a un triângulo rectângulo que satisfaga 2 . 2 , 
2.3, y 2.4, entonces el area de un triângulo rectângulo de base a y altura b 
ha de ser abjl. 

Anâlogamente, podemos determinar el ârea bajo un arco de parâbola. 
Sea S la région acotada por la parâbola y = /(x) = x^, el eje X, y la recta 
X = a (figura 5). Dividiendo el intervalo [0, a] en n segmentes iguales, 
obtenemos 


2-5 X /(-^t-i)(->^k-x,t_i) < âreaffi) < ^ /(x^) (x*-x*_ ,). 


Como /(x) = x^ y Xj = kajn, tenemos 


^-^-^ area (h) < ^ " 

‘=1 n n k=i n n 
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Usando la formula del capitule 7 (pâg.326) para la suma de los cuadrados 
de los enteros, obtenemos 


2n^-3n^ + n 
6n^ 


^ ârea (8) < 


2n^ + 3n^ + n 
6n^ 


1 

3' 


< ârea(£) - + - )fl^ 

6W ni 3 6W ' 


'y 

nj 


Y, de nuevo, como « es un entero positive cualquiera, se sigue que el ârea 
bajo el arco de parâbola es 


Problemas 

1 . El ârea de la région acotada por el eje Y y un arco de la grâfica de 
sen X, 3ce[0, n], es un entero. ^Cuâl es el ârea? 

2. El ârea de la région acotada por el eje X y un arco de la grâfica 
de sen^ x, xe[0, n], es njk donde k es un entero. ^Cuâl es el ârea? 

3. Subdividiendo el segmento [0, 1] en cuatro segmentes de igual 
longitud, hâllense una cota superior y una cota inferior del ârea de un 
cuadrante del circule de radio uno. Obténgase de ello un estimado de n. 

4. Usando la formula para el ârea de un rectângulo y un triângulo 
rectângulo, derivese una formula para el ârea de 

à) un triângulo; b) un trapezoide. 

5 . Si la velocidad v{t) de una partlcula en el instante t es proporcional 
a t, relaciônese la distancia viajada en el intervalo de tiempo [0, a] al ârea 
del triângulo rectângulo situado bajo la grâfica de v y sobre el intervalo [0, a\. 
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6. Sea V = sen// la funciôn tiempo velocidad de un^ partlcula que se 
mueve a lo largo de una recta donde el tiempo es medido en segundos y 
la velocidad es medida en métros por segundo (ü( 0 es la velocidad de la 
partlcula en el instante t). Demuéstrese que en los primeros n segundos 
la partlcula viaja mâs de 1 métro y menos de l+ 7 r /2 métros. 

7. Encuéntrese el area acotada por la ecuaciôn cùbica y = el eje X, 
y las rectas x — 0 y x = a. 

n 

Sugerencia. ^ = i(n'‘ + 2n^ + n^). 

1 

8. Demuéstrese que, si el area ha de satisfacer las condiciones 2.2, 
2.3, 2.4, entonces: 

d) El ârea del conjunto nulo, 0, es cero. 

b) El ârea de un conjunto consistente en un numéro finito de puntos 
es cero. 

Sugerencia. Cùbrase cada punto del conjunto por un pequeno 
rectângulo. 

c) El ârea de un segmente rectilineo es cero. 

*d) Un arco de circunferencia tiene ârea cero. 


Sugerencia. Confc para x^, A:2e[0, a/^2] 

-y/a^-X 2 ^\ < IX2-X1I, 


argùyase que para cada entero positive n un octavo de la circunferencia de 
radio a puede cubrirse por n cuadrados cuya ârea total es (figura 6) 



FIGURA 6 


Areas de las figuras planas 531 


*e) Si / es continua sobre [a, b\, la grâfica de / sobre [a, è] tiene ârea 
cero. 

Sugerencia. Hâgase uso del hecho de que / es uniformemente continue 
sobre [a, b]. 


3. LA INTEGRAL DEFINIDA 


En lugar de limitarnos al problema del ârea, ampliaremos nuestro campo 
de discusiôn considerando el concepto de “intégral definida”. La intégral 
definida no solamente nos provee de una definiciôn de ârea y un medio 
para computarla sino que nos permite también définir y calcular muchas 
magnitudes flsicas —por ejemplo, trabajo, centre de masa, momento de 
inercia, energia potencial, valores medios, etc.— y nos proporciona, 
ademâs, un lenguaje para poder formular muchas leyes fisicas. 

Sea / una funciôn cuyo dominio de definiciôn incluye el intervalo 


cerrado [a, b]. El slmbolo para “la intégral definida de / desde a a b” es 


/. 


El adjetivo “definida” se usa para indicar que / es un numéro ùnico. 


ri- 


Se llama “intégral” para sugerir que el numéro 


/ se obtiene poniendo 


juntas partes de algo —un proceso de integraciôn. Este proceso se ilustrô 
cuando pusimos juntas âreas de rectângulos para obtener el ârea de un 


triângulo y el ârea bajo un arco de parâbola. En la notaciôn / para la 


r- 

) a 


intégral definida de / desde a a ô, el simbolo 


es una “S” alargada y es 


un simbolo de integraciôn o sumaciôn generalizada. Como veremos, hay 


una fuerte analogia entre el simbolo 
“X”, la “S” griega. 


n ^ ) 

% 


y el simbolo ordinario de sumaciôn, 


3.1 Definicién. Un conjunto finito de numéros Xq, ■■■, x„ se dice que es 
una particiôn de \g, fi] si a = Xq^Xi^...^Xj^ Xj+ j ^ < x„ = fi. 

Dénotâmes una particiôn de [a, fi] por P = {Xi\i = 0, l, n}, y definimos 
la norma de P, escrito P, por 

1E| = Max {xj-xj_y\j = 

La norma de una particiôn es una medida de la finura de la particiôn. 
Por ejemplo, en la secciôn 2 usamos la particiôn P = {0, a/n, 2a/n, ..., 
kajn,a} de [0, a], La norma de esta particiôn es [PI = ajn. 
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Sea / una funciôn acotada sobre [a, Z>]; es decir, hay numéros m y M taies 
que m < f{x) < M para toda xB[a,b\. Definamos 

3 2 J = Slip {/WIC^i-1. ^i]} 

|wi(/) = inf {/(x)|xe[xi_i, x;]}. 

Como hemos supuesto que / es acotada, Mt(f) y mi(f) existen para todo 
i = 1, n, y 

3.3 m ^ < Mi(f) < M. 

Daremos la definiciôn de la intégral en términos de sumas de los 
siguientes tipos: 

L{f,P) = t, 


y 

U{f, P)=t M,(/)(x,-x.._j). 

i= 1 

Llamamos a L(^f, P) la “suma interior”, y a U (J, P) la. “suma superior”, 
correspondientes a la particiôn P. 

Estas sumas tienen una interpretacién geométrica simple para funciones 
no negativas, aunque debemos recordar que la ùnica restricciôn que estâmes 
exigiendo al présente de nuestras funciones es que sean acotadas. La grâfica 
de una funciôn acotada no negativa con [a, b] “partido” la dibujamos en 
la figura 7. 
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La suma superior 


U{f, P) = Mi(/)(xi-Xo) + M2(/)(x,-Xi)+ ... +Mi(/)(Xi-x,_i) + 

+ +M„(/)(x„-x„_,) 

= Z JVfi(/)(Xi-x.._i) 
i= 1 

es la suma de las âreas de los rectângulos exteriores en la figura 7. La 
suma inferior 

L(f,P) = mi(/)(xi-Xo)+...+Wi(/)(Xi-Xj_i)+... +m„(/)(x„-x„_j) 
= Z "îi(/)(^i-^i-i) 

i= 1 

es la suma de las âreas de los rectângulos interiores en la figura 7. El ârea som- 
breada es U(f, P) — L(f, P). Taies sumas se calcularon en la secciôn 2. Alli, 
las funciones eran monôtonamente crecientes y asumian sus valores mlni- 
mos w,(/) en las fronteras izquierdas de los subintervalos y sus valores 
mâximos Mi(f) en las fronteras derechas de los mismos. Después de que 
hayamos definido la intégral y aprendido mâs acerca de estas sumas 
volveremos a esta interpretaciôn geoméirica y definiremos el ârea. 

Por 3.3 

n n 

m{b-a)= Z ^ Z »b(/) 

i = 1 î = 1 

< Z 1 ) < Z M(Xj-Xi_i) = M{b-a) 

i=l (=1 


O 


3.4 m{b-a) < L(f, P) < U(f, P) < M{b-a). 

Sea (T el conjunto de todas las particiones del intervalo {a, b\. La 
desigualdad 3.4 se verifica para toda particiôn P en (T y nos dice que el 
conjunto de numéros {L{f, P)\Pe‘S} —el conjunto de todas las sumas 
inferiores obtenidas tomando todas las posibles particiones de [a, b] — tiene 
una cota superior; a saber, M{b — a). El conjunto {L{f, PjlPea"} 
tiene, portanto, un supremo. Anâlogamente, el conjunto {U{f, P)\Pe‘S] de 
todas las sumas superiores tiene una cota inferior, m(b — a), luego 
{[/(/, PjlPea"} tiene un infimo. Este infimo y este supremo son los sufi- 
cientemente importantes para que introduzcamos nombres y simbolos 
para ellos. 
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Si P = {x,|/ = 0, 1,y P' = {-Vi'l' = 0, 1,son particiones 
de un intervalo [a, b], P cz P' significa que cada punto de division x,- de P es 
también un punto de division de P'. Cuando éste es el caso, P' se dice que 
es un “refinamiento” de P. Ahora demostraremos que un refinamiento de 
una particiôn no disminuye la suma inferior ni aumenta la suma superior. 
Enunciado precisamente, probamos para una funciôn acotada / que: 


3.6 Lema. P a. P' implica L(f, P) < L(f, P') y U(f, P') 4: U(f, P). 


Prueba. Si /* = P', el lema es obviamente cierto. Supongamos que P P' 
y P c P'. Sea x/ el primer punto de division de P' que no es de P. Entonces, 
para algùn k, < x/ < x*. Definamos 



FIGURA 8 
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y 

m**(J) = inf {f{x)\xe[xj’, Xi]}. 

Un caso especial de esto se ilustra en la figura 8. 

Por la definiciôn de m^(J) en 3.2, m^(f) ^ m*(f) y m**{f) 

Por tanto 


< m*(J) {x/ - Xt_ i) + m** (/■) {x^ - Xj'), 


y de aqul 


l-U^P)= Z < w,(/)(x,-Xo) + ni2(/)(x2-Xi)+ ... + 

1 = 1 

+ Wt-i(/) (x*_, -Xt_2)+W*(/)(x/ -Xt_)) 

+ W * * (/) (x* - x/) + +, (/) (x* + , - X*) + .. . 

+ m„(/)(x„-x„_,) = L(/, P,). 

Repitiendo este procedimiento un numéro finito de veces, podemos anadir 
a P todos los Xi de P' que no estén ya en P y obtener asî /.(/, P) ^ L(J, P'). 
En una forma semejante —con todas las desigualdades invertidas— 
obtenemos U(J, P) V{f, P'). 

Aplicamos ahora el lema 3.6 junto con el 3.4 para obtener la siguiente 
importante propiedad sobre intégrales superiores e inferiores. 


3.7 Lema. Si f esta acotada sobre [a, y w < /(x) < M para todo 
xe[a, b], entonces 


m(b-a) < f / < 


*b 

f < M{b-a). 

a 


Prueba. 


Como 


'b 

f es el supremo de {L(f, P)| PeO'}, se sigue de 3.4 que 

a 


m(b-a) ^ J Anâlogamente, J / M(b — a). Queda entonces por 

r 

demostrar que el supremo / de las sumas inferiores no puede exceder 


al infimo 


r*’ 

/ de las sumas superiores. 




Sean P, y P 2 un par de particiones cualesquiera de [a, b], y sea 
P' = Pi U P 2 . Tenemos P, c: P' y P 2 <= P'; es decir, P' es un refinamiento 
tanto de Pj como de P 2 ■ Entonces, segùn el lema 3.6, 


3.8 L(J, Pi) < L(J, P') y U{f, P') ^ U(J, P 2 ). 
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De 3.4, que se verifica para una particiôn arbitraria cualquiera P, obtenemos 
Lif, P,) < L(f, P') ^ U(J, P') < U(J, P^) 

O 

L(f, P,) ^ U(f, P,) 

para cualquier par de particiones P, y P 2 de [a, b\. Se sigue entonces para 
todo P 2 que U (J, P 2 ) es una cota superior de {L(/, PJIPieî}. Como 

b 

f es el supremo (la menor cota superior) de {L(J, Pi)|Pieir}, 


1: 


i: 


f ^ Uif, P 2 ) para todo P 2 eir 


y J / es una cota inferior de {[/(/, P 2 )|P 26 Î}. Como 
(la mayor cota inferior) de {U(f, P 2 )|P 2 ed’}, 


/ es el infimo 




Lo que compléta la prueba. 

Estamos particularmente interesados en aquellas funciones para las 
f. En este caso, las sumas superiores e inferiores se aproximan 


que 


l/= 


unas a otras y asocian un numéro ûnico con la funciôn / sobre [a, b]. Este 
numéro es la intégral definida. 

3.9 Definiciôn. Una funciôn f sobre [a, f»] se dice que es (Riemann) 
intégrable sobre [a, b] si f es acotada sobre {a, b] y 


•b Çb 

/ = J 

a J a 


f- 


Si f es intégrable sobre [a, b] entonces la intégral definida (de Riemann) 

f" 

de f desde a a b, escrita | /, esta definida por 


r 

i: 


/ = 


/= 


/• 


Otra notaciôn para J / que a menudo se usa es J fix)dx. La “x” es 
un slmbolo mudo y puede reemplazarse por cualquier otro simbolo conve- 


La integra! definida 537 



niente. A este respecte, el simbolo “jc” es como la “k" en Y, cik = E 

t = 1 i = 1 

Por ejemplo, podemos escribir 


/ = f{x)dx = 


rb 


f{u)du = 


sen = 1 sen x dx 

O 




sen tdt — 


f(B) dO 


sen OdO. 


f(x)dx représenta la intégrai de a a è de la funcién cuya 


El simbolo 


régla de correspondencia es f(x). Por ejemplo, J sen {ax + b)dx représenta 
la intégral de î 2 a è de la funciôn / cuya régla de correspondencia es 
f(x) = sen(ax + à); es decir. 


sen (ax + b)dx = J sen (al+b). 

Nuestra definiciôn de la intégral definida incluye el caso a = b. El 
intervalo [a, a] consiste tan solo en e! punto a, y la ûnica particiôn de [a, a] 
es P = (a = Xy, = a}. De aqui que si / esta definida en a, entonces 


3.10 


Lif, P) = Uif, P) = f(a) (Xi-Xo) = 0. j / = I / = 0. Por tanto 


para toda funciôn / definida en a. Esto corresponde geornétricamente al 
hecho de que un rectângulo con una anchura igual a cero (un segmento 
rectillneo) tiene ârea cero. 

El siguiente resultado es una consecuencia directa de 3.4. 


3.11 Teorema. Si f es intégrable sobre [a, ô] y P es una particiôn de {a, ô], 
entonces 

Cb 

m(b-a)^L{f,P) ^ f ^Uif,P) ^Mib-a). 


Prueba. Por 3.4 y la definiciôn 3.5, tenemos para cualquier particiôn P 
de [a, b]. 


m(b-a) ^ Lif, P) ^ 


f y 


a 


f ^U{f, P)^M(fi-a). 

a 
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Ahora bien, / intégrable sobre {a, b] implica 


/, y de aqui 



Ch 


m(b-a)^ L{f, P) 


< 


f = 


“ f= f / ^ U{f,P)^M(b-a). 

a Ja 


Enunciamos el anterior teorema para enfatizar que la intégral definida 
es un numéro y que tenemos un medio de calcular este numéro colocândole 
cotas superiores e inferiores. Ilustramos a continuaciôn el método de 
aproximarnos al valor de una intégral por el câlculo de sumas superiores 
e inferiores. 


3.12 Ejemplo. Supongamos que fix) = Ijx es intégrable sobre [1,5] 
(mâs adelante veremos que tal es el caso). Obténganse valores aproximados 
de 

1 X 

SoLUCiÔN. Tomemos P = {1, |, 2, |, 3,4, 5). Ilustramos esto en la 
figura 9. 



Como la funciôn es monôtonamente decreciente. 


Lif, P) = 


6 


E /(•«>) 
1=1 


y 


t^(/> P) = Z 


De donde 

Lif, P) = f(i-l)+K2-f) + |(i-2) + K3-|) 

+i(4-3) + i(5-4) = 1+1 = 1.40 
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V{f,P) — i+i+ir+i + T+i = 1.87. 

r® 1 

Podemos aproximarnos entonces a ~dx por P) + Vif,P)) = 1.64. 

J 1 


Como 


implica 


f 


Uf, P) < / < U{f, P) 


i(L(/, P)-t/(/, P))< I f~imf,P)+U(f,P))^i{Uif,P)~L{f,P)), 
vemos que 


3.13 


fb 


P)+U(f, P)) 


P)-Uf, P)). 


El numéro i(U(f, P)-L(f, P)) es una cota superior del error cometido al 

tomar como valor de / el numéro i(L(f, P)+U{f, P)). [El ârea 
J 1 

sombreada en la figura 9 es U(f, P)-L(/, P).] Asi pues, en nuestro ejemplo, 

1 

el error al tomar 1.64 como valor de - dx es menor o igual que 

i(1.87-1.40) = 0.24. La aproximaciôn es —como nos hace esperar el 

examen de la figura 9— mucho mejor que esto. En realidad, f - dx = In 5 

J, X 

—el logaritmo natural de 5— y con cinco cifras significativas In 5 = 1.6094. 

Pasamos ahora a establecer un teorema que nos muestra que, en prin- 
cipio, es siempre posible aproximarnos a las intégrales definidas, por 
medio de las sumas superiores e inferiores, tanto como deseemos. 

3.14 Teorema. Una funciôn acotada f es intégrable sobre [a, b] si y solo 
si para cada £ > 0 hay una particiôn P con la propiedad de que U (J P) — 
LW,P) < Ê. 

Prueba. (U(J, P)-L(f, P) es el ârea sombreada en la figura 7, pâg. 533.) 
Supongamos que para cada e > 0 existe una tal P. Entonces, como 


0 < 


r-i: 


f ^U{f, P)-L{f, P)<e, 


se sigue que 


r f 

I / — 1 /. y / es intégrable sobre [a, b]. Reclprocamente, 
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supongamos que / es intégrable sobre [a, b\. Ento'nces 


/ = 


Por lo tanto j* / es el suprême de las sumas inferiores {L{f, P)} y el 

Infimo de las sumas superiores {U(J, P)}. De donde, para cada e > 0 hay 
una Pj tal que 


/-L(/, Pi)<e/2 


y una P 2 tal que 


Vif, P2) 


f 


/ < 6 / 2 . 


Sumando estas dos desigualdades, obtenemos 

U(f,P2)-L(f,Pf)<B. 

Sea P = Pi U P 2 ; P es un refinamiento tanto de Pi como de P 2 . Por tanto, 
U(f, P)-L(f, P) < Uif, P 2 )-L(f, Pi) < e. 

Lo que compléta la prueba. 

Problemas 

Supôngase —como es el caso— que todas las funciones que siguen son 
intégrables sobre los intervalos dados por los limites de integraciôn. 


1, Demuéstrese que : 

f’' 

a) 0 < sen < 7r 


b) 


2 X 


dx 


c) 5 < 

1 


e) 


x‘^ dx < 10 


dx > 1. 


d) 


- dx < 1 

X 


1 X 


2. Para una cierta particiôn P, sea Xj un cierto punto en [x*_ 1 , xJ. 
Demuéstrese que cualquiera que sea la elecciôn de los x* se tiene 

Lif,P)<: X /(x*) (X„-Xt_,)<[/(/. P). 


Conclùyase de aqul, si / es intégrable, que 


/ - Z fi^k)iXk-^k-\) 

k=\ 


< Uif, P)-L(/,P). 
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3. Usando la misma particiôn que en el ejemplo 3.12, calculemos un 

fs 1 

valor aproximado de - dx por la suma ^ f{xk){x^-x^^^), donde 3c^ 
J 1 ik= 1 

es el punto medio del intervalo [xi,_^, xJ. Ilûstrese esta suma aproximativa 
geométricamente. 

4. Si / es no decreciente o no creciente, demuéstrese que la aproxi- 
maciôn i(U(f, P) + L(J, P)) es la suma del area de trapezoides. Ilûstrese 
geométricamente. 


5. a) Por medio de un dibujo suficientemente aproximado de la grâfica 
At y = f{x) = 1/x sobre papel cuadriculado estlmese 

b) Calcülese anallticamente el valor aproximado de j — usando 

P — {1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, 2.5, 3, 4, 5, 6} y una tabla de reclprocos. 
(El numéro que se esta calculando es In 6, el logaritmo natural de 6. 
Con cinco cifras significativas, tenemos In 6 = 1.7918.) 

6 . Determlnese si es o no integrable cada una de las siguientes funciones 
en el intervalo que se indica. 

a) 7’^ sobre [1, 2]. 



Sugerencia. Demuéstrese que M^il ‘)-m*(7“’) < |P| para toda par¬ 
ticiôn P de [1, 2]. 


b) f{x) = 


I 

/ 


1 si X es irracional 
0 si X es racional ’ 


sobre [0, 1]. 


Sugerencia. Pruébese que para cualquier particiôn P, que U(J, P)- 
L{f, P)=\. 


c) La funciôn “mâximo entero contenido” sobre [0, 5]. 

d) — x^ sobre [0, aj^ï.]. 


*7. Pruébese que: si f es no decreciente (no creciente) sobre {a, b], 
entonces f es integrable sobre [a, b\ 

Sugerencia. Puede demostrarse que bajo esas condiciones U(f,P) — 
L(J, P) < |P| l/(ô)— /(a)| para toda particiôn P. 


*8. Supongamos que / es diferenciable sobre [a, b] y que |/'(x)| < K 
para todo xe[a, b]. Apliquese el teorema del valor medio y conclùyase que 
1) para toda particiôn P, U(f, P)-L(f, P) < K\P\ [b-a), 2)/es integrable 

'b 

sobre [u, b], y 3) | P) + L(J, P))\ ^ iK\P\ {b-a). 

J ^ 
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*9. ^Cuan pequeno deberia hacerse |P| para estai seguros de que el 
error eft la aproximaciôn de 


a) 


c) 


'2 


Jo 

COS 

Ml 

du 

Jio 

U 



du 

U 

sen (0^) d9 


por \{U{f, P) + L{f, P)) no es mayor que 0.0005? 

*10. Demuéstrese como una consecuencia del teorema 3 4 que; 
/ intégrable sobre [a, è] implica que la gràfica de f sobre [a, ô] tiene area cero. 

Sugerencia. Véase la figura 7. 

**11. Pruébese la siguiente extension ciel teorema 3.14: 

Una funciôn f es intégrable sobre [a, b] si y solo si para coda e > 0 existe 
una ri > 0 tal que |P| < tj implica U(f, P)-L(f, P) < e. 

*12. Pruébese que: si f(x) = 0 para todo xe[a, b] salvo un numéro 

f 

finito de excepciones, entonces / = 0. 


4. DEFINICIÔN DE AREA 

Volvemos ahora al problema de la definiciôn del ârea. Nos restringimos 
aqul al siguiente tipo de conjuntos de puntos: dada una funciôn f que 
no sea negativa en [a, ô], definimos 

Si = {{x,y)\xs[a,b] y je[0,/(x)]}. 


A 31 se le llama “région bajo f de a 
grâfica de /, las rectas x = a y 
X = b, y e\ eje X (figura 10). Deno- 
tamos el ârea (31) por 
Trasladando los requerimientos 2.2, 
2.3, y 2.4 sobre âreas a esta nueva 
notaciôn, convenimos que una defi¬ 
niciôn aceptable de para 

funciones que son no negativas y 
acotadas sobre [a, ô] debe tener las 
siguientes propiedades : 

4.1 f{x) < g{x) para todo xe{a, b\ 
implica A J’(J) =$ A^ig)', 


a b". 31 es la regiôn limitada por la 
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para todo ce [a, b]\ 


4.2 ^/(/) = A:{f) + Aj>(J) 

4.3 Aa{c) = c{b — d), c ^ 0. 

La condiciôn 4.1 afirma que el ârea de una parte no es mayor que el 
area del todo (figura 11). La condiciôn 4.2 es un caso especial de 2.3 
(figura 12) : ârea (8) = /</(/), ârea ((F) = Aj>{f), y ârea (8 u J) = A^^if ) - 

4.2 nos dice que ârea (8 u (F) = ârea (8) + ârea (5^). Geométricamente 

4.3 afirma que si c > 0, el ârea de un rectângulo es igual a su altura por 
su anchura (figura 13). 



FIGURA 11 FIGURA 12 



FIGURA 13 FIGURA 14 


Sea P = {Xj|/ = 0, 1,..., n) una particiôn arbitraria (figura 14) de [a, b]. 
De 4.2 se sigue que 

4.4 ^‘(/) = AZ{f) + At]{f)+ ... +AZ_^{f) = i <'_,(/). 

I = 1 

Usando ahora la notaciôn 3.2, se sigue de 4.1 y 4.3 que 

w,(/) (-Vi-x,._,) <^î;;_,(/) < M,(/) (x,-x,._i); 
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de donde obtenemos por 4.4 

4.5 L{f,P)= j] nii(/) )<>!*(/) f, MjC/) (xj-x.. i) 

i= 1 »= 1 

= u(f, P). 

Se sigue entonces por 4.5 —que afirma que Aj’(f) es una cota superior 
de {L(f, P)|Pe3'} y una cota inferior de {U(f, P)|P6 3'}— que 

JV < JV- 

r* 

Para funciones intégrables, podemos, por tanto, concluir que Aj’(f) = f. 

Hemos asi mostrado que si las areas A^if) bajo las grâficas de funciones 
no negativas intégrables tienen que satisfacer 4.1, 4.2, y 4.3 (que para 
las regiones aqul consideradas son équivalentes a 2.2, 2.3, y 2.4), la 
ûnica definiciôn posible para Aj’(f) es 



Verificamos en la secciôn 6 que esta definiciôn de ârea como una intégral 
definida ciertamente satisface 4.1, 4.2, y 4.3, y sabemos entonces, por 
tanto, que estas condiciones determinan en forma ûnica la definiciôn de 
ârea para regiones del tipo aqui considerado. 

5. LA EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES 

'h 

El numéro denotado por / y llamado intégral definida de / de a a ô ha 

J “ 

sido definido para funciones intégrables. Pero, 6qué son las funciones 
intégrables? El teorema 3.14 nos da una caracterizaciôn de las fun¬ 
ciones intégrables y este teorema puede usarse para establecer que las 
funciones no decrecientes (problema 7 de la secciôn 3) y las funciones con una 
primera derivada acotada (problema 8 de la secciôn 3) son intégrables. Estos 
resultados son adecuados para decidir la integrabilidad de la mayor parte 
de las funciones elementales. Es, sin embargo, importante saber que las 
funciones continuas sobre un intervalo cerrado y acotado son intégrables 
sobre ese intervalo. Veremos que este resultado se necesita para establecer 
los teoremas fundamentales del câlculo. 

5.1 Teorema. Toda funciôn continua sobre [a, b] es intégrable sobre [a, b], 

Prueba. Demostraremos que este teorema se sigue del teorema 3.14 y el 
hecho de que la continuidad de /sobre [a, b] implica que /es uniformemente 
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continua sobre [a, b], Sabemos también, como / es continua sobre [a, b], 
que / es acotada sobre [a, b] y que / tiene un mâximo y un minimo sobre 
cada subintervalo de [a, b], Significa esto que para cada particiôn P de [a, b\ 
hay un x/e[Xi_ ^, x^] y un x/'e[x,_ ^, x,] taies que f(Xi') = mi(f) y 
f(xi") = Miif). Tenemos ahora 

0 < Vif, P)-Lif, P)=t [M,(/)-m..(/)] 

i= 1 

= Z Uix';)-f{X[)}iXi-Xi^f. 

i= 1 

La continuidad uniforme de / sobre [a, b] irnpiica que para cada £ > 0 hay 

g 

un ^ > 0 tal que x,ys[a,b] y |x-j| < ô implica \f{x)~-fiy)\ < - -. 

b —a 

De donde \P\ < ô implica 

5.2 Uif,P)-Lif,P)< f -i_(x,-x;_i)-e. 

i=i b —a 


De donde, por el teorema 3.14, se signe que / es intégrable. 

La anterior prueba de existencia es muy parecida a la de otro importante 
resultado que enunciaremos y probaremos. 


5.3 Teorema. Si f es continua sobre [a, b], entonces para cada ê > 0 hay 
un ô > 0 tal que 


f - Y. 


< B 


para toda particiôn P con norma jPI < <5 y todos los X;6[X;_ i, xJ. 


Prueba. Para cualquier particiôn P y cualquier elecciôn Xie[Xj_ j, xJ, 


H 


Lif, P)^Y f{xd{x,-x,^f ^ Uif, P). 

i= I 


Ahora bien, si / es continua en [a, b], entonces, por el teorema 5.1, / es 
intégrable sobre [a, è] y, por el teorema 3.11, 


Por tanto 


W, P) < 


f/^ C^(/, P). 


Ja 


f-t < Uif, P)-Lif, P) 

a i = 1 
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y 


Z fixdiXi-Xi.i) 

i=-- I 


'6 

Jo 




U if, P}-L(f, P). 


De donde 


5.4 



n 


Z fiXi)iXi-Xi_ 


,) 


< Vif, P)-L{f, P). 


La conclusion de este teorema es, por tanto, una consecuencia de 5.2. 

Este teorema nos muestra que haciendo la norma de nuestra particiôn 
suficientemente pequeiïa, podemos calcular por un numéro finito de multi- 
plicaciones y adiciones intégrales definidas de funciones continuas tan 
aproximadamente como deseemos. El resultado se expresa a menudo con 
una notaciôn de limites : si f es continua sobre [a, A], entonces 


5.5 


lim 


rt 


i= 1 


) = 


/. 


Lo que este limite significa exactamente queda explicado por el teorema 5.3. 

Senalamos en la secciôn 3, pagina 540, cômo podemos aproximarnos 
a las intégrales definidas por medio de las sumas superiores e inferiores. 
C» 


Como 


L{f, P) < 


/< U(f, P)y entonces P) — L{f, P)) es una 


cota superior del error cometido al tomar P)->r L{f, P)) como 


valor de 


f. Una desventaja del método es la necesidad de computar dos 


sumas y de locaiizar y computar los valores mâximos y minimes de la 
funciôn sobre cada subintervalo. El teorema 5.3 nos dice que también 


podemos aproximarnos a las intégrales definidas por sumas Z 

i= 1 

tx,-x,_,). Puede, sin embargo ser diticil determinar cuânto nos hemos 
aproximado. El teorema 5.3 establece la existencia de un ô para cada e > 0, 
pero no provee medio alguno de determinarlo. La ventaja de la aproximaciôn 

n 

Z 1 ) sst-â en la libertad de elecciôn que nos da para escoger 

;= 1 

los X; dentro del subintervalo [x;_ ,, x,]. Si se sabe mâs acerca de la funciôn/, 
entonces los problemas 7 y 8 de la secciôn 3 ilustran cômo pueden hacerse 
estimaciones de cuân pequena debe ser la norma para obtener una precisiôn 
dada. 


Problemas 

1. Subdividase [0, 10] en 5 subintervalos iguaies y hallemos con tal P 
rio 


valo.'-es aproximados de 


0 


x^ cfx por 
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«) k{U(f,P) + L(J,P)). 

n 

b) ^ /(3ci) (jCj —JC;_ i) donde X; es el punto medio de cada subintervalo. 

i= 1 

Ilùstrense geométricamente las sumas aproximativas usadas. Com- 
pârense las aproximaciones obtenidas con el valor de la intégral 
(problema 7 de la secciôn 2). 


2. Subdividase [0, 1] en 10 subintervalos iguales y obténganse aproxi- 
maciones de: 




^ du 

0 1 +M^ 


b) ln(l+V2) = 


dx 


0 Vl+x^ 


c) In 2 = 


(i+/r^ 


3. Dada la siguiente tabla de valûtes de una funciôn continua / estimese 


grâfica y analiticamente el valor de 


/• 


X 

/w 

0 

0.00 

1 

1.25 

2 

3.00 

3 

3.87 

4 

2.71 

5 

0.92 

6 

-0.15 

7 

-0.22 

8 

-0.15 

9 

0.50 

10 

0.00 


*4. Pruébese que: si \) f està definido en [a, b], 2) g es continua en [a, b], 


y 3) f = g en <a, b}, enfonces f es intégrable en [a, b] y 


/ = 


g- 


*5. Pruébese que: si 1) / està definida en [a, b\, 2) f es continua en (_a, b'), 
y 3) lim /(x) y lim /(x) existen, entonces f es intégrable en [a, b]. 

x-*a+ x-*b- 
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6 . Exprésese el limite de cada una de las siguientes sumas como una 
intégral definida. 

a) lim T I P una particidn de [1, 9] 

|p|-o i=i \ 2 / 

" X- " 

b) lim ^ ^ P una particiôn de [O, ^2] 

lP|-0 i=l l+Xj 
n 

c) lim ^ (x?-Xi_i^), P una particiôn de [-5,13] 

|P|^0 i=l 

^ cpri Ÿ. 

d) lim Y -(Xi-Xj_,), P una particiôn de [0,2] y Xie[Xi_i, Xj]. 

IPl-O i=I 1 + xf 

n 

e) lim ^ /(Xi)Axi, donde/es continua en [a, b], P es una particiôn 

|P|-0 i=l 

de [a, b], Ax; = Xj-Xj-i y x,- se encuentra entre Xj-i y Xj.i+Ax;. 


6 . PROPIEDADES BÂSICAS DE LA INTEGRAL 
En nuestro estudio de sumas finitas aprendimos que 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


X c = ne 
1 


L ûfc = Ê «» + Z 

Jt=l k=l k = j+l 


Z ca* = c Y, 

k=i k=l 


Z (^k+bk) = Z «* + Z 

k-1 


< b*(/c = 1,n) implica Z Z 

fc=l k=l 


Z 


< Z \^k\- 


La intégral definida tiene propiedades que son completamente anâlogas. 


6.1 


'b 

C = 


c(b — a). 
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6.2a Si ce[a, b] y f es intégrable en [a, b], enfonces f es intégrable en [a, c] 
y en [c, è] e 



6.2b 


Si ce{a, ô] y f es intégrable en [a, c] y en [c, /)], entonces f es intégrable 
en [a, b] e 


f 


f + 


'b 

C 


/. 


6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


Si f es intégrable en [a, b] y c es tina constante, entonces cf es intégrable 
en [a, b] e 







Si f y g son intégrables en [a, b], entonces f+g es intégrable en [a, b] e 


'b 

a 







a 


9 ■ 


Si f y g son intégrables en [o, b] y f{x) ^ g{x) para toda A'6[a, b], 
entonces 


'b 

• 


/ < 


'b 

J “ 


g- 


Si f es intégrable en [a, b], entonces \ f\ es intégrable en [a, b] e 


Cb 

f 
J “ 

Nota. Las propiedades 6.5, 6.2, y 6.1 son ahora la verificaciôn de 

r* 



que la definiciôn en 4.6 = J /) de area bajo la grâfica de una 

funciôn intégrable satisface 2.2, 2.3, y 2.4. 

Como preparaciôn para las pruebas de estas propiedades bâsicas esta- 
blecemos très lemas. 


6.7 Lema. Si f es intégrable sobre [A, B] y {a, b] ci [A, B], entonces f es 
intégrable sobre [a, b]. 

Prueba. (Véase el teorema 3.14.) Como / es intégrable sobre [A, B], 
sabemos que para cada e > 0 existe una particiôn P de [A, B] tal que 

U(J,P)-L(J,F) < B. 

Sea P^ la particiôn P mâs los puntos divisorios a, b. Entonces, Pi es un 
refinamiento de P y 

U{J\PÙ-L{f,Pi) < c. 
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Sea Pi = Pj n [a, h\\ es decir, si Aj+j, ..., Aj son los puntos de 
en [fl, b] entonces P,' = {a = a^, a^+i, Ai = b). Tenemos ahora 

U{f,P,')-L{f,P’)= f (M;(/)-mi(/))(A;-A;_,) 

i = k+ 1 




= U if, P,)-Lif, Pi)<e. 

De donde / es intégrable en [a, b], lo que compléta la prueba. 
6.8 Lema. Si f es acotada en [a, b\ y ce[fl, Z>], entonces 




f 


'b pc 

a Ja 


f + 


/■ 


Prueba. Sea P^ una particiôn de [a, c] y sea Pj una particiôn de [c, b], 
Entonces P = P^ '-j Pj es una particiôn de [a, b], Por la propiedad 2 de las 
sumas finitas, £(/, P) = L{f, P^) + L{f, P 2 ). De donde 


L(f,P,) + L(f, P 2 ) < / 


f 


para cualquier particiôn Pj de [a, c] y cualquier particiôn Pj de [c, h]. 


Por tanto, como 




J a 


Pj) es una cota superior de {L(f, 


donde es el conjunto de todas las particiones de [a, c]. 


rb 

/< 

Ja Ja 


f-L{f,p,). 


Esto, a su vez, implica que 


J>-t 


/ 


es una 


cota superior de {£(/, Pa)! P2e3‘2}, donde es el conjunto de 
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todas las particiones de [c, b]. De donde 


y 

6,9 



/ 

/. 


Para probar la desigualdad inversa, sea P una particiôn de {a, b] y sea P' 
la particiôn de [a, b\ obtenida anadiendo c a P. Entonces P' es un refinamiento 
de P y L{f, P) < L(f, P'). Sea P, = P' n [a, c] y P^ = P' n [c, b]. 
Entonces 


L(/, P) ^ L{f, P') = L(f, P^) + L(f, Pj) ^ / + 


/■ 


De donde 


6.10 


f + /es una cota superior de {L(f, P)\PeS'}, y 


/< 




/• 


Las desigualdades 6.9 y 6.10 implican 



*b 

c 


f- 


La prueba del resultado correspondiente para intégrales superiores es 
completamente anâloga. 


6.11 Lema. Si f y g son acotadas en [a, b], entonces 


'b 

a 


/ + 


9 




(Z+tt) 


e 


(/+ 5 ) < 


/ + 




a 


9‘ 


Prueba. Es una consecuencia directa del problema 8, pâg. 446, que 
mi(f) + mi(g) < m^ij+g) 
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y 


< M,{f)+M.,{g). 


De donde 

y 


L{f,P) + L{g,P) < L{f+g, P) 
U{f+g,P)^ UKf,P)+U{g,P) 


para todas las particiones P de [a, b\. Sean P, y P^ particiones de [a, b] y 
sea P = Pi 'U P 2 . Entonces 


L(/, Pi) + L{g, P 2 ) < Lif, P) + Ug, P) < L(f+g, P) < 


r(/+ 3 ). 


Como L(f, Pi) + L(g, P 2 ) 


{f+g) se verifica para todas las particiones 


Pi y P 2 de [a, è], se signe (véase prueba del lema 6.8 para un argumente 
anâlogo) que 

ro r* ro 

(/+ 0 )- 


/ + 9 ^ 


La prueba para las intégrales superiores es la misma con las desigualdades 
invertidas. 

Pasamos ahora a probar 6.1-6.6. 


Prueba de 6.1. Para una funciôn constante c, L(c, P) = U{c, P) = c{b—a) 
para toda particiôn P de [a, b\. De donde J c = c{b — d). 

Prueba de 6.2a. El lema 6.7 implica que / es intégrable sobre [a, c] y 
sobre {c, b], La propiedad 6.2 a es entonces una consecuencia directa del 
lema 6.8. 


Prueba DE 6.2b. Se signe esto directamente del lema 6.8 (problema la). 


Prueba de 6.3. (Problema 1 b). 


Prueba de 6.4. Como f y g sc supone que son intégrables sobre [a, è], el 
lema 6.11 implica 


Pero 


r 

j: 


if+9) < 


if+9) < 


*b rb 

f+ 9< if+9)- 
• ® J ^ 


*b 

if+9) (lema 3.7). 

a 
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De donde 


(f+g) = 


U+9) = 


/ + 


Esto compléta la prueba. 


Prueba de 6.5. Sea h = g—f = g + (—l)f. Entonces por 6.3 y 6.4, h es 
intégrable sobre [a, b] y 


'h 

O 


h ~ 



/• 


Como h(x) ^ 0 para jce[<3, b], L(h, P) ^ 0 para toda particiôn P. Por tanto. 


0 < L(h, P) ^ 


y 



'h 

a 


9- 


Lo que compléta la prueba. 


Prueba de 6.6. Defînimos f* y f de acuerdo con las réglas 


. /U) 

si 

/(x) ^ 0 

/"(-V) = 



[o 

si 

/(x) < 0 

y 



[o 

si 

/(X) > 0 

/■(x) = 



[/(x) 

si 

./(x)<0. 

Es claro entonces que 



f=r+f- y 

l/l 

= r~f-. 


Primero demostramos que / intégrable sobre [a, b] implica que f ^ es 
intégrable sobre [a, è]. Como (x) > 0 y (x) ^ f{x) para toda x, o 

(i) = M,{J) > 0 y rn-^if^) > m,(/) 
o 

(ii) M,(f^) = 0 y Arq(r) = 0. 

En cualquiera de los casos 
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De donde, para cada particiôn P de [a, b\, 

UiJ\P)-L{f\P)^ U{f,P)-Lif,P), 


y entonces se sigue del teorema 3.14 que, si / es intégrable sobre [a, b], 
entonces es intégrable sobre [a, b\ Es una consecuencia de 6.3 y 6.4 
que la diferencia de un par de funciones intégrables es una funciôn inté¬ 
grable. Si / es intégrable sobre [a, b\, entonces —como acabamos de 
ver— es intégrable sobre [a, i], y, por lo tanto, f~ = f—f^ es intégrable 
sobre [a, b], Por tanto, |/| = —f~ es también intégrable sobre [a, b]. 

Como —fyx) ^ |/(a')| y f{x) ^ |/(.v')| para toda xe[a, b], 6.3 y 6.5 
implican 



'b 

a 



l/l 


y 


Por tanto 



l/l- 



l/l, 


lo que compléta la prueba. 

f" 

Hasta ahora, al hablar de / hemos considerado que la intégral era 
una intégral sobre [a, 6], a b. Queremos ahora extender la definiciôn 
de / para incluir el caso en que a > b. (La funciôn / se llama iniegrando, 

J " 

y a y h los limites de integracion.) Al extender la definiciôn de intégral 
queremos conservar sus principales propiedades. Esto détermina entonces 
C» 


cômo debemos définir 


/ cuando a > b. Por ejemplo, queremos conservar 


la propiedad de aditividad 6.2a. Entonces 


lo que implica 



ri> 


J/" 


J/’ 


/ 


/. 


En las aplicaciones, esta extension tiene, como veremos mas tarde, un 
signiftcado fisico bien definido. 
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6.12 Definicién. Si f es intégrable sobre [A, B] y si A ^ b < a ^ B, 
entonces definimos 


• * 


/= - 


/■ 


Con esta extension de la intégral definida, podemos ahora reformular 
las propiedades bâsicas como signe; (J y g se supone que son intégrables 
sobre [A, B] y a, b se supone que estàn en [A, B]). 


6 . 1 ' 


'b 

c = c{b — a) 

a 


6 . 2 ' 

6.3' 

6.4' 



c6[/4, B] 




/ 


Çb Çb 

Lf+gl = / + g 

a J a J fl 


6.5' 0</(x)<gf(x) para todo x€[/l, B] 


implica 


6 . 6 ' 

Las extensiones 6.1 ', 6.3', 
blema 6). 


/ 

< 

g\ 




Ja 




ri’ 

1 

/ 

< 

l/l 


6.4', 6.5', y 6.6' realmente son obvias (pro- 


Prueba de 6.2'. Si a < c < 6, entonces 6.2' es una consecuencia de 6.2a. 
Si a < 6 < c, entonces, por e! lema 6.7, / es intégrable sobre [a, c]; por 
6.2a y la definicién 6.12, 


y de aqui 



'6 

c 


f 




f- 


Todos los otros casos son anâlogos. 
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ftoblemas 

1. Pruébese: a) 6.2 b. b) 6.3. 

2. Pruébese que: / continua sobre {a,b\, a < b, f(x) > 0 para todo 

f” 

xe{a, 6] y /(jcq) O para algùn XqS [a, b], implica / > 0. 

Sugerencia. Como / es continua, existe un 5 > Otai quex:6[x:o — <5, Xo + 5] 
implica f{x) > i/(xo). Argüyase, con base en esto, que L{f, P) > ^/{xq). 


3. Pruébese que: f y g continuas sobre [a, b\, a < b, f{x) ^ g(x) para 

r f" 

todo x:6[a, b], y f ^ g sobre [a, b], implica / < 9- 

4. Si / es intégrable sobre un intervalo [a, b], demuéstrese que para 
cualquier numéro c 

Cb Çb + c Çb Cb + c 

f{x)dx = /(x —c)dx; es decir, / = fo(I — c). 

Ja Jü+c Ja Ja+c 

I Qué significa esto geométricamente? 

5. Complétese la prueba de 6.2'. 

6. Pruébense: 

a) 6.r b) 6.3' c) 6.4' 

d) 6.5' e) 6.6'. 

7. Demuéstrese que: 

^ ("x + h 


a) lîm 
/i->o h J 

b) lim - 

ft-o h J 


rx + h 


U du = X 

(x>0) 

X 


c) lîm - 


*x + h 

du — 

'x 

du 

b-^O h 

_ , 

a 

a _ 


*8. Pruébese que: si f esta definida sobre [a, b\, si g es intégrable sobre 
[a, b\ y si f{x) = g{x) para toda xe[a, b] salvo un numéro finito, entonces f 


rb 


es intégrable sobre [a, b] y 


f 




*Nota. El teorema anterior nos dice que puede cambiarse un numéro 
finito de valores de una funciôn intégrable sin que quede afectado el 
valor de su intégral. As! pues, si / estâ definida para todos, salvo para 
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un numéro finito de puntos de [a, h], si g esta definida sobre [a, b], y 
si f{x) = g{x) para todos, salvo un numéro finito de puntos en [n, ^], 
entonces decimos que f es intégrable sobre {a, b] si g es intégrable 
Cb Cb 


sobre [a, b]: definimos 


/ 


9- 


*9. Una funciôn se dice que es continua por pedazos sobre [a, b] si f es 
continua en todos, salvo un numéro finito de puntos en [a, h], y si en cada 
punto de discontinuidad existen los limites a la derecha y a la izquierda 
(en a requerimos solamente que el limite a la derecha exista y en b solamente 
que exista el limite a la izquierda). 

Pruébese que: si j es continua por pedazos sobre fa,/;], entonces f es 
intégrable sobre [a, b\. 


7. LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CÂLCULO 


“La originalidad de las matemâticas consiste en el hecho de que en la 
ciencia matemâtica se exhiben conexiones entre cosas que, aparté de por 
la acciôn de la razôn humana, son extraordinariamente poco obvias.” 

■—A.N. Whitehead. 

Los teoremas fundamentales del câlculo relacionan la diferenciaciôn y 
la integraciôn y muestran que, hasta un cierto punto, la integraciôn es la 
inversa de la diferenciaciôn. La operaciôn D de diferenciaciôn aplicada a 
una funciôn / define una nueva funciôn Df. por ejemplo, D sen = cos. 

La operaciôn [" , llamada integraciôn y leida “la intégral desde a" esta 


definida por G = 


/ donde G es la funciôn con régla de correspondencia 


G(x) = 


/; el dominio de G es el conjunto de todas las .y para las que 


la intégral esta definida, es decir, el conjunto de todas las x taies que f es 
intégrable sobre [a, x\ si a < x o sobre [.y, a] si x < a. Sabemos ya que 


es decir, 


c dt = ex. 

tdt = x^/2. 


Jo 

rs 

II 

[ I = f^'2. 

Jo 

Jo J 


Gdt = x"/3; 


/" = /^' 3 . 


r 


Es cierto para cada uno de estos ejen.plos que D 


f — f. El primer 


e « 

teorema fundamental del câlculo afirma que esta relaciôn inversa entre la 
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diferenciaciôn y la integraciôn se verifica si / es continua sobre un 
intervalo J y si aej- 


7.1 ïeorema. (El primer teorema fundamentaî del càlculo.) 
Sea G la funciôn definida por 


/= mdt. 


G{x) 


Si f es continua sobre un intervalo 3 y si ae3, enfonces G es diferenciable 
sobre 3 y 

G' = f sobre 3- 

Prueba. En la prueba hacemos uso del teorema 5.1 y de las propiedades 
6.1' a 6.6'. Supongamos que Ao63, h ^ 0, y Xo + he'i. Entonces (figura 15) 



G(xo + h)-Gixo) = I / 


-r-i. 


Xo + b pXo + ft 

/= mdt. 

J Xo 


I l'xo + Zl 

Como /(xq) = - fi.Xo), obtenemos 
h J xo 


C(xo + /î)-G(xo) . 1 

- : - f{xo) = - 

h h 


7.2 


J po + d 

b J xo 


[/-/(Xo)] 

[/(0-/(xo)]dt. 
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Como / es continua en Xq , sabemos que para cada e > 0 existe un (5 > 0 
tal que \f{t)-f{xo)\<E para todo telin ô, Xç, +d'y. Podemos 
entonces concluir que Q < \h\ < ô y Xç^ + he'i implica |/(0-/(-^o)l < e 
siempre que Xq ^ t ^ x^ + h s\ h > 0 o x^ + h t ^ x^^si h < Q. Por tanto, 
7.2 implica 


G(Xo + /i)-G(Xo) ... , 


1 

Çxo + h 

, /(^o) 

< 

— 

edt 

h 


h ^ 

^ xo 


siempre que 
De donde 


0 < |/!| < d y Xo + he'i. 


G'(x,) - 11m G<^o + *>-Gfro) 
/i-o h 


f(xo) 


para todo XoE'^. Que es lo que queriamos probar. 

El segundo teorema fundamental del câlculo es una simple consecuencia 
del primer teorema fundamental. Enuncia que si F tiene una derivada 
continua sobre un intervalo 3 y si aej, entonces la integraciôn y la 
diferenciaciôn est an relacionadas por 

DF = F-Fia) sobre 3. 

J a 

7.3 Teorema. (El segundo teorema fundamental del câlculo.) 

Sea f continua sobre un intervalo 3. Si F es diferenciable sobre 3 y si 
F' = f sobre'i, entonces para a, 6e3 cualesquiera 

'b 

f^Fib)-F(a). 

Ja 

Prueba 1. Sea G la funciôn definida sobre 3 por 

G(x) = jV- 


Por el primer teorema fundamental G' = f sobre 3. Por tanto, G' 
sobre 3, y 


G(a) = 


/ = f(x) + c 

J a 


= F' 


para cierto numéro c y todo X63. Se sigue entonces, como G(a) = 0, 
que c = — Fia). Por tanto 

Gib) = jV= f(è)-E(a), 

lo que compléta la prueba. 
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Prueba 2. Esta prueba del segundo teorema fundamental esta basada en 
el teorema del valor medio para las derivadas y el teorema 5.3. Supongamos 
que a,be2 y a < b. Sea P = [a = Xq, x,,x„ = b} una particiôn 
de [a, b], Como F es diferenciable sobre [a, b] y F' = f sobre [a, b], 
obtenemos por el teorema del valor medio que para cada intervalo 
[aj, 1 , V,] hay una x^e <a,_ ,, x,> con la propiedad de que 


De donde 

n 

1 = 1 


J\Xi) (Xj-X,_,). 

n 

X [f(x,)-f(x,._.)] 

i- I 

[F(x, ) - F(a)] + [F(x 2 ) - F(x, )] + 
+ ... +[F(6)-F(x„_,)] 


= F(b)-F{a). 


Como esto es cierto para todas las subdivisiones F de [a, b], se sigue del 
teorema 5.3 que 

j /=F(b)-F(a). 

Si A < a, entonces 

'b Ça 

f=-\f= -lF{a)-Fm = Fib)-F(a). 

J a J h 


El primer teorema fundamental enuncia; si / es continua sobre un 
intervalo entonces 


D, 


f(t)dt 


= f{x) 


para a, xe'i cualesquiera. 

El segundo teorema fundamental enuncia: si F tiene una derivada 
continua sobre un intervalo 3, entonces para a, /)63 cualesquiera 

f D^[F(x)]dx = F{b)~F{a). 


La notaciôn 



F(b)-F{a) 


es conveniente en la evaluaciôn de las intégrales y se usa en los siguientes 
ejemplos. 
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7.4 Ejemplo. Evalùense 


i: 




SOLUCiÔN. Para aplicar el segundo teorema fundamental, necesitamos 
encontrar una funciôn y que satisfaga 

/ = 


Sabemos que 


y, por tanto, 


D{I^) = 

= I\ 


Por el segundo teorema fundamental, como es continua sobre R, 


para a,beR cualesquiera, e 


= 1 ( 1 .‘-<!■’) 


(Compârese esto con el método usado en la secciôn 2 para evaluar dx.) 


7.5 Ejemplo. Evalûese 


{"x-^dx. 


J 0 


SOLUCIÔN. Si A- 0, entonces = —x~^. De donde, si a, be<0, co> 

O a, A6 <-oo,0>, podemos aplicar el segundo teorema fundamental y 
obtener 


'b 

a 


X ^ dx 


'b 

D^(—x~')dx 

a 



1 _ 1 
a b 


Para ilustrar la necesidad de la restricciôn de que o a, è6<0, co> o 
a, ès < — 00 , 0>, planteémonos la pregunta: 


t,Es 



X ^ dx = —X 



= - 1-1 = - 2 ? 


La contestaciôn es, ciertamente, no, ya que si la intégral estuviera definida 
séria, ciertamente, positiva (figura 16). 


7.6 Ejemplo. 


Evalûese 


f" 

r {n un entero). 


J “ 
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1 jo 1 

FIGURA 16 


SoLuciÔN. Deseamos encontrar una funciôn y que satisfaga y' = /". 
Ahora bien 

£i(r^') = (n+l)/". 

De donde, si « # — 1, una soluciôn es 



Por tanto, por el segundo teorema fundamental 


r 1 T 

=- 

J<i n+l _u II- 




si tenemos en cuenta las siguientes restricciones: 

(i) « # - 1. (Ninguna de las funciones elementales que hemos estudiado 
tiene una derivada igual a / "‘ = "^ •) 

(ii) a, be (0, oo) o u, <( — co, 0> si n es un entero negativo. 


7.7 Ejemplo. Encuéntrese el ârea bajo la curva y = l/x^ desde x = 1 a 

X = 10. 
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SoLUCiÔN. De acuerdo con la secciôn 4 sabemos que esta area A esta 

'10 J 

-3 dx. Usando el resultado del ejemplo 7.6, 


dada por A = 


^ = I “\dx = — iT =1(1- 

Ji -2 x'Ji 2 


10“^) = 0.495. 


7.8 Ejemplo. Encuéntrese el ârea bajo la grâfica de la funciôn seno 

desde x = 0 a x = n (figura 17). 



X 


SoLUCiÔN. Esta ârea es 
bien 

D cos = — sen 


sen. Ahora 


D(— cos) = sen. 

Por tanto, por el segundo teorema fundamental, 

= 2 . 


'k 

•jT 

sen = 

D{ — cos) = -- cos 

Jo 

rs 

0 


7.9 Ejemplo. Evalùese 


(x— [Ÿdx. 


SoLUCiÔN 1. Por 6.3' y 6.4', 


rs 


(x-lŸdx 


(x^ —2x+ l)(/x = 


-3 


5 rs 

x^ c/x —2 xdx + 
- 3 J - 3 


c/x. 


Por el segundo teorema fundamental 


dx = 8, 


X dx 


[5'-(-3)'] = 8 , 


rs rs 

x^ dx = ^ 

- 3 


_ _ ï 

~ 2j-3“2 

D,(x^)c/x = i[5^-(-3)'] =2 


5 2 
3 ■ 


De donde 


(x-iydx = - 4 --- 2 ( 8 ) + 8 = 
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SoLUCiÔN 2. Por el segundo teorema fundamental. 


rs 


(x-l)'dx= D,[Kx-l)"]dx = i(x-l)' 


1 ( 43 _(_ 4 ) 3 ) = 


2-4^ 128 


7.10 Ejemplo. Evalùese 




COS 3xdx. 


SoLUCiÔN. Dy sen 3x = 3 cos 3x. Por tanto 


‘lt/2 

0 


COS 3xdx = J 


ir/2 


D^(sen 3x)dx = ^(sen 37r/2 - sen 0) = — 


^'2II 


7.11 Ejemplo. Evalùese 


X sen xdx. 


SoLUCiÔN. (Integraciôn por partes.) £)^(x cos x) = cos x —x sen x. 
De donde 

xsenx = -D^(x cos x) + cosx = -D^(x cos x) + D;,(sen x) 

= D^(sen X — X cos x). 


Por el segundo teorema fundamental 

''2)t 


X sen xdx = sen X — X cos xl = —2n 


•2n 


7.12 Ejemplo. Evalùese J sen^. 

SoLUCiÔN 1. (Integraciôn por partes.) 

D( — cos sen) = sen^ — cos^ 

= 2 sen^ — 1 
= 2 sen^ — D{1). 


De donde 


Por tanto 


Z) [^(7-cos sen)] = sen^. 


sep^ = -{1 — cos sen) 
0 2 


n 

o~ 2' 
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= ni2. 


SoLL'CiÔN 2. sen^ = ] (l 

” sen^ = i f” 
Jo Jo 

7.13 Ejemplo. Evalûese 
SOLUCIÔN 


— COS O 21). Por tanto 
( 1 — cos o2 / ) = j{l — 


y' I —x^ dx. 

0 


sen O 2 / ) 


DJ\-x^)^'^ = 1(1 


O 

= x\W. 

Por el segundo teorema fundamental 

1 1 -x^c/x = -f (1 -x"’)-’''^ = |, 

J 0 Jo 

7.14 Ejemplo. La velocidad l(i) en el instante t de una parlicuia que 
viaja a lo largo de una recta es r(t) = i + cost. ^ Cual es la distancia 
recorrida desde el instante / = 0 al instante / = 4 ,t? 


SOLiJCiÔN. Sea s(t) la distancia de la particula al origen en el instante t. 
Entonces, la distancia recorrida desde el instante t, al instante es 
■ 5 (^ 2 ) 


Como 5 ' = |r|, tenemos ei segundo teorema fundamental 


De donde 


,S-(t2)-.S'(/|) 


'"tl 

M. 

J'i 


J *4rr 

(t + cos l)dt 


,1 + sen I) 


— 


7.15 Ejemplo. i Cuâl es la soluciôn de 


>■'(() 


sen t 
t 


que satisface 


>(3)= -18? 
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SoLUCiÔN. Supongamos que y es una soluciôn. Entonces 

sen t 


y'{t)di = 


i: 


dt 


t 


y, por el segundo teorema fundamental, 


y{x)-yO) 




sen t 


dt. 


De aquî que, si y es una soluciôn, su régla de correspondencia es 


_v(x) = y(3) + 


sen t 


dt = —18 + 


sen t 


dt. 


Es, entonces, una consecuencia del primer teorema fundamental que la 
funciôn definida por 


y(x) = -18 + 


sen t 


dt 


es la soluciôn de la ecuaciôn diferencial que satisface j(3) = —18. (Esta 

f sen 

funciôn puede expresarse en términos de la funciôn “intégral de seno” —. 

Jo i 

Para esta funciôn se han calculado tablas muy extensas. Si no fuera asi, 
sabemos que podrlamos calcular valores de esta funciôn tan aproximados 
como deseâramos, y con las mâquinas calculadoras modernas y un 
conocimiento de anâlisis numérico éste no es un câlculo dificil.) 

Probleiîias 

1. Evalûense las siguientes intégrales; 


a) 


d) D, 


2(x +4) dx 


b) 


i: 


(■*11/4 


sen 


c) 


cos 2xdx 


Jo 


cos 


e) ! D,{cos^t]dt /) j* 

J -2 


g) 


n 




•8 

0 

^dx 

-1 X 


h) 

j) 


-dx 


1 X 


t‘2.5 

0 1 x(x^- 


irdx 
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k) 


'TC/l 


sen cos 


/) 


Z dz 


ro 


u{u^ + 2)dii 


4 

ro.ggi 


o) 


q) 


0 (1—x) 

‘1.5 


: dx 


1 


0 (1-x)" 


: 


n) 


P) 


'ii/3 


l cos c 3/ 


0 

r0,997 


0 


.dx 


r) D.W ^/l+x\lx j 


s) cos 
0 


u) sen <=2/ 
0 


w) D, 


y) D, 


. 1 ^ , 


U 


0 1 + ir 


1 


: du 


e 1 + cos 


0 

v) 


sen OdO 


/\/l +/“ 


X) rif” ' I 

’ 'iJo I+C 0 S‘J 


(sen oo 

Jo 


cos) sen. 


2. Encuéntrese el ârea de la région sobre el intervalo dado y bajo la 
curva dada. 

a) [0, 3], >• = 4x" b) [2, 61 y = 

X 

c) [ —3, 7],_y = 5 r/) [ —;r/2, 0], >> = cos X 

e) [0, 7 r/ 2 ], y = cos x /) [0, n/2], y = x^ cos a-. 

3. Encuéntrese el ârea acotada por la curva >’ + 4x^ = 5 y el eje X. 

4. Encuéntrese el ârea acotada por la curva 4;'^ + x = 2 y el eje Y. 

5. Encuéntrese el ârea acotada por la curva .v + y/y = 2 y los ejes de 
coordenadas. 

6. Denotemos por r{t) la velocidad de una particula que se mueve a lo 
largo de una recta en el instante t. Determinese la distancia recorrida por 
la particula desde el tiempo r, hasta el tiempo ( 2 - 

a) v{t) =32/— 10; /, = 0, /j = 30 
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b) v(t) = /+ |cos t\; ti = 0 , = 4;t 

c) v(t) = ty/\+t^-, ti = 10 ; ?2 = 100 - 

7. Determlnese la soluciôn de la ecuaciôn diferencial que satisface la 
condiciôn dada. 

a) y’ =(l + /)^J(0) = 0 

b) y'(t)= 1 ( 1 + ty°, y( 0 )= 10 

Sugerencia. Nôtese que (1 +f)“ = (1 +/)‘“ + /(l +tŸ°. 

f) y = :—77 > y(0) = >’o- 
1 +/^ 


* 8 . Pruébese que; sea f intégrable sobre [a, />] y definase G sobre [a, b] 
por la régla de correspondencia 


G{x) = 


•x 

a 


/• 


Enfonces G es continua sobre [a, b\ y en todo punto x^ela, b] donde f es 
continua 


G'(xo) = /(xo). 


*9. Demuéstrese que: si f es continua sobre [a, b] y f = (F' °g)g' 
sobre [a, b], enfonces 


/ = J {F'og)g’ = F(g(h))-F(g(a)). 
10. Demuéstrese que: 


Cb 


2x 

a 1 4“ X 


dx 


Jl+a^ U 


Sugerencia. Sea F(t) = 


—, r > 0. Entonces 

U 


£»,(f(l+x^)) 


2x J 

-- para todo x. 

l+x^ 


8. EL PRIMER TEOREMA DEL VALOR MEDIO 
PARA LAS INTEGRALES 

La media o promedio aritmético de n numéros ay, a 2 , , a„ es 

_ a, + a2-i- ■■ ■-ya. 1 i 
a = = — ^ 

n n k=i 
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La intégral definida nos permite extender el concepto de media o 
promedio a los valores de una funciôn sobre un intervalo. 

8.1 Definiciôn. Sea f intégrable sobre un intervalo [a, b], La media de f 
sobre {a, b] se define como 



Geométricamente, / es la altura “promedio” de / sobre el intervalo 
(figura 18), El ârea del rectângulo de altura / y base [a, b\ es igual al ârea 
bajo la curva: 



FIGURA 18 

En el siguiente teorema probamos que una funciôn continua asume su 
valor medio. 

8.2 Teorema. (Primer teorema del valor medio para las intégrales.) 

Si f es continua sobre [fl, ô], entonces hay un numéro ce {a, b) tal que 
f(c) = /', es decir, tal que 

j'/ = /(c)(b-a). 

Prueba. El primer teorema del valor medio para las intégrales es una 
consecuencia del teorema del valor medio para las derivadas y del primer 
teorema fundamental. Sea 

G(x) = J /, xe[a, b] . 

Entonces, por el primer teorema fundamental, G es diferenciable 
sobre [fl, b] y podemos aplicar ei teorema del valor medio a G. 
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Luego, para alguna ce <(a, è> 

G(b)-G(a) = G{b) = G'{c){b-a). 

Por el primer teorema fundamental y la definiciôn de G esta ecnaciôn nos 
dice que 

Çb 

/ = /(c)(f)-u). 

J“ 

Lo que compléta la prueba. 

En lugar de la media o promedio aritmético simple 

a =-= - ^ 

n n k=i 

se considéra con frecuencia una media o promedio con pesos ^ 0) 


a 


m^a^+m2a2+ ... +m„a„ 
m, + W 2 + ... +m„ 


E 

k= 1 _ 

E n^k 

k= 1 


Si, por ejemplo, a, son las abscisas de particulas de masas 

m,, entonces û es la abscisa del centre de masas del sistema de 

particulas. 

La cantidad 


f. 


donde g{x) ^ 0 para xelüyb], es la correspondiente generalizaciôn de 
estos promedios con peso. 

Tenemos, a su vez, una generalizaciôn del primer teorema del valor 
medio para intégrales. Afirrna que para cada promedio con peso 8.3 la 
funciôn / asume su promedio con peso /. 


8.4 Teorema. Si f y g son continuas sobre {a, b], a < b, y si g(x) ^ 0 para 
toda xe{a, b], entonces, para alguna ce(^a, b}. 


’b rb 

fa = /(f) g ■ 

Ja Ja 

Prueba. Consideremos la funciôn G definida por la régla 


G(t) = fit) 


f 


fg 


” im-ng- 

a 
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Lo que deseamos probar es que G(t) — 0 para algùn te {a, b}. Sea x, un 
punto en que / toma su valor minimo sobre [a, b] y Xi un punto en que / 
toma su valor mâximo sobre [a, b]. Entonces 

G(a-,) < 0 y G(x 2 ) > 0. 

Luego O G (a,) < 0 y G(a 2 ) > 0 o una (o ambas) de las dos cantidades es 
cero. 

Si G(a,) < 0 y G(a 2 ) > 0, entonces, por el teorema del valor intermedio 
G(c) = 0 para algùn c entre a, y Aj, ya que, claramente, la continuidad 
de / sobre [a, b] implica que G es continua sobre [a, b]. Los numéros a, 
y A 2 estân en [a, b] y no son iguales, y, por tanto, c esta en {a, b}. Esto 
prueba el teorema para este caso. 

Supongamos ahora que G(a,) = 0 o G(a 2 ) = 0. Para concretar, 
suponemos G(a 2 ) = 0. [La prueba para G(a,) = 0 se obtiene simplemente 
reemplazando / por —/.] 

Como [/(A2)—/(a,)]^(a) > 0 para todo xe[a,b\, G(a2) = 0 implica 
(problema 2, secciôn 6, pâg. 557) que f{x)] g{x) = 0 para toda 

xe[a,b\ De donde g{x) = 0 para toda xe{a,b'} o /(a 2 )-/(c) = 0 para 
alguna C6<fl, è). La primera de estas posibilidades implica que G(t) = 0 
para todo te[a, b], y la segunda posibilidad implica que G(c) = G(a 2 ) = 0. 
Asi pues, en cualquiera de los casos, el teorema es cierto, lo que compléta 
la prueba. 


Problemas 

Encuéntrese el valor medio de cada una de las siguientes funciones 
sobre el intervalo dado; 


1. 

/= /^[-1,4] 

2. 

sen; [0, 27r] 

3. 

sen ; [ — c, c] 

4. 

sen ; [0, n] 

5. 

cos |a; [ —7t, n] 

6. 

cos^ ; [0, 2 7t] 

7. 

sen^ ; [0, 2 71 ] 

8. 

/(l+/)^[-L 1] 

9. 

l(\+I^f-, [-1, 1] 

10. 

/(l+/)‘/^ [0, 15] 

11. 

7(1 +iy^; [0, 1] 

12. 

/ sen; [0, 27r] 

13. 

f(0) = cos ü)0; [0, Injw] 



14. 

Determlnese el valor minimo 

de la 

funciôn E definida por 


a) E{u) = C X ("*-“) ] 


2-, 1/2 


b) E{u) — 


{ f{x) — uŸ dx 


1/2 


15. Considérese una barra recta AB àe, longitud /. Sea 


w(a) = 


rx 

P = p{u)du 

Jo Jo 
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la masa de una longitud x de la barra donde x se mide desde el extremo A 
de la barra. La funciôn p se llama densidad lineal de la barra. La cantidad 
(-1 ri 


Ip 


xp(x) se llama (primer) momento de la barra con respecte a ..4, 


JO Jo 

y la cantidad 


I ri 

ip xp{x)dx 

0 _ ^ jo _ 

'I 

P 

0 


•/ 

p(x) dx 

Jo 



es la distancia del centra de masas de la barra a A. 

a) Demuéstrese que el centre de masas de una barra uniferme (de 
densidad lineal censtante) estâ en el centre de la barra. 

b) Lecalicese el centre de masas de una barra de lengitud î si 

n f ^ \ 

p{x) = a sen — x para tedo xe[ 0 , 1]; es decir, p = a sen o 1 1 - 

c) Lecalicese el centre de masas de una barra de lengitud / si p(x) = c, 
para xe[ 0 , a.') y p{x) = Cj para xe(a, 1 ]. 

16, a) Una barra AB puede dividirse en des partes AC y CB cuyas 
masas y centres de masas son conocidos. Scan M^y M 2 las masas de AC 
y CB, y sean y Xj las distancias de sus centres de masas a A. Demuéstrese 
que la distancia del centre de masas de la barra AB a A es 

_ _ M, X, + M2X2 

M,+M 2 


b) Üsese este resultado para resolver el anterior problema 15 c. 

17. Si la densidad de una barra es simétrica respecte de su centre, 
demuéstrese que el centre de masas de la barra estâ en el centre de la barra. 


9. INTEGRALES IMPROPIAS 


Al définir la intégral definida I / sobre un intervalo [a, b\, nos 
restringimos l)a intervalos finîtes [a,b\, y 2 ) afunciones acotadas sobre [a,b\. 

f* 1 

Asi, per ejemplo, todavia no hemos asignado un significado a (7+T^ 


1 


dx. Taies intégrales se llaman intégrales impropias. 


Jo 1 -^ 

Considérâmes primero el case en que / es intégrable sobre [a, b] para 
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todo b < CO. Entonces 
rà 


existe lim 

b 

9.1 


/ se llama intégral impropia de primera clase. Si 
im /, entonces la intégral impropia se dice que es convergente y 

-^00 J a 


f = Iitn 

b 


I. f /: 

-*cc J a 


Si el limite no existe, se dice que la intégral impropia es divergente. 


Anâlogamente, si / es intégrable sobre [a, A] para todo a > J 
dice que es una intégral impropia de primera clase y se define por 


/ se 




f- 


9.2 Ejemplo. Determinese la convergencia o divergencia de cada una de 
las siguientes intégrales. Cuando sea convergente, evalùese la intégral. 


a) 


* dx 
. 0 (1 +x)^ 


b) 


dx 

0 v'I+X 



SoLUCiÔN. (Figura 19.j 


a) 



dx 

( 1 + x)^ 


= lim 

b-*^ ce 


Jo (1 +.v)^ 


lim 

L 


1 + X Jo 


= Iim 

b-* txt 



l + bj 


= 1. 
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De donde la intégral impropia converge e 



dx 

( 1 +x)" 


b) 


fi fly _“li _ 

= 2^1+x =2(J\+b 
0 ,y'l +x JO 


+ b-\). 


Por tanto, 


lim 

b-*<x)J 


” dx 

0 1 + X 


Htn 2(^1 + b — 1) = 


= 00 


dx 


0 -y/ 1 + X 


es 


divergente. 

En cada uno de los anteriores ejemplos la altura de la grâfica de la 
funcion tiende a cero cuando b —» co (figura 19). En (a) la altura tiende a 
cero con la suficiente rapidez para que el area que esta bajo la grâfica 
tienda a uno. En (b) el ârea que esta bajo la grâfica no estâ acotada. 

Consideramos a continuaciôn el caso cuando / es intégrable sobre 




[a, b-e] para todo £ > 0, y no estâ acotada sobre [a, b>. Entonces 


/ se 


llama intégral impropia de segunda clase. Si lim 

£-►0 + 

impropia se dice que es convergente y 


/ existe, la intégral 


9.3 


/= Hm 
£-0 + 


/• 


Si el limite no existe la intégral impropia se dice que es divergente. Cuando / 
es intégrable sobre [ü + £, b] para todo £ > 0 y no estâ acotada sobre <a, b] 
definimos 

çh rh 

f= Hm /. 

J a £->0 + J a + £ 


9.4 Ejemplo. Determinese la convergencia o divergencia de cada una de 
las siguientes intégrales. Cuando sea convergente, evalùese su intégral. 


a) 


dx 


0 ( 1 -x)^ 




dx 


— X 
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SoLUClÔN. (Figura 20.) 

I - £ 

0 



a) 


dx 


(1-x)^ 


= lim 


m 

0+ J 0 


dx 


(i-xV 


= lim 


1 —X 


La intégral impropia es divergente. 


b) 


‘‘ dx 

— = lim 

0 ^1—X £- 0 +Jo 


dx 


lim 
£-*0 + 



= 2 lim (1-y'e) = 2. 

€-♦0 + 

En este ejemplo las alturas de las grâficas tienden a oo cuando x -» 1“. 
Pero en el caso b) la altura crece con suficiente lentitud para que el ârea 
que esta bajo la grâfica tienda a 2. 


9.5 Ejemplo. Demuéstrese que: 


du 


— = 00 . 
U 


SoLUCiÔN. Sea G(x) = 


du 


—, X > 0. Entonces G'(x) = 
J I w 

una funciôn creciente. Ahora bien 


X 

J, X > 0, y G es 


D^lGix^n = nx"-‘G'(x") 


nx 


n ~ 1 


X 


n 


- = nG'(x). 

X 
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Por tanto, como D^[G(x")] = D^{nG{x)\, 

G(x") = nG{x) + c. 

Tomando x = \, vemos que c = 0; es decir, 

G(x") = nG{x). 

Como G{x) > 0 para x > 1, se sigue que para todo x > 1, lim G(x") = oo. 

n-*^ 00 

Por ser G una funciôn creciente podemos concluir que 


lîm G(x) = lim 

x-*<x> x-^00 


1 U 



00. 


El rango de G sobre [1, co> es [0, oo>. 


Problemas 

1. Digase por qué cada una de las siguientes intégrales es impropia, 
y determinese la convergencia o divergencia de la intégral. Cuando sea 
convergente, evalûese la intégral. 


a) I 
1 


-3 


c) I —^(ro> 0) 

li-o r 


e) 

g) 


r-1/2 




0 / 
I 0 


-3/2 


k) 

m) 

o) 


1, 


du 

0 y/4-u 
rs 


0 {25-xy^ 


: dx 


•n/2 


COS 


“ 00 

0 


b) ' 
d) 
f) 

h) 

i) f‘ 

'o 

'0 
i 

l) 


i:--' 

i: 


dx 


-5 V25- 


:dx 


">i: 


(a^-fxY 


: dx 


sen cos 


-1/2 
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2. Si / es intégrable sobre cada intervalo finito, entonces la intégral 

i ^oo 

/ estâ definida por 


J 


- r / 4 "/' 

J -CO J O 


donde 


/ se dice que es convergente si las dos intégrales impropias 


de la derecha son convergentes y esta ecuaciôn define el valor de 


Si una (o ambas) de las intégrales diverge, / se dice que es divergente. 

J -00 

Deterininese la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes 
intégrales impropias y evalùense las intégrales convergentes. 


/• 


a) 

c) 


■CO (1+x")^ 

" dx 


dx 


b) 


J -00 \J 


i+r 


, a > 0. 


-00 {a^+x^f‘^ 
Sugerencia. Demuéstrese que ; 

f” 

d) sen. 






3. Si / es intégrable sobre [a, c —e] y sobre [c + £, b\ para todo e > 0 y 

r*’ 

no estâ acotada sobre [a, c'y u <c, b\, entonces / se llama intégral 

J 0 

impropia y su valor estâ definido por 

Cb 


/ = 


/ + /• 


Si las dos intégrales de la derecha son convergentes, entonces / se dice 


que es convergente y esta ecuaciôn define el valor de 


/. Si aiguna 


(o ambas) de las intégrales diverge, I / se dice que es divergente. Deter- 

minese la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes intégrales 
impropias y evalùense las intégrales convergentes. 
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c) 

e) 




— para x <0 y f{x) = para x > 0. 
X ^/x 


4. I Cuâl es el area limitada por la curva cuya ecuacion es y = 1 4 — x, 

el eje Y, el eje X, y la asintota x = 4? 

'1 

5. Demuéstrese que : /“' = oo. 

J O 

ce J „ J 

*6. Demuéstrese que : ^ - = lîm ^ = oo. 

fc-l k n'-»xft=l k 


10. RESUMEN 

En esta secciôn hemos definido y estudiado ei concepto bâsico del 
câleulo intégral, la intégral definida. Aprendimos cômo encontrar valores 
aproximados de las intégrales definidas mediante un numéro finito de 
operaciones aritméticas (adiciones y multiplicaciones), y conocemos 
también ya algunos métodos para poder estimar la précision de la aproxi- 
maciôn obtenida. 

Los teoremas fundamentales del câleulo enuncian las rclaciones bâsicas 
e importantes entre e! câleulo diferencial y el câleulo intégral. En cierto 
sentido, podemos decir que la diferenciaciôn y la integraciôn son procesos 
inversos. 

Podemos comenzar a ver que el primer teorema fundamental es bâsico 
para la teoria de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, si = /“' sobre 

<0, oo> y ^(l) = 0, entonces J = /“'. Mas adelante se darâ un nombre 

a esta funciôn (la funciôn logaritmo natural) y estudiaremos sus propiedades 
bâsicas. En cierto numéro de problemas y ejemplos hemos calculado 
valores aproximados de esta funciôn. Muchos problemas fisicos pueden 
reducirse al problema de resolver una ecuacion diferencial y la resoluciôn 
de la ecuacion diferencial puede expresarse como una intégral. Las 
propiedades generales de la soluciôn pueden, entonces, derivarse de 
las propiedades generales de las intégrales y las derivadas. Pueden calcularse 
valores particulares de la soluciôn hasta cualquier grado deseado de 
precisiôn y el engorro del câleulo mecânico desaparece con las modernas 
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calculadoras electronicas. Desde luego, en muchos problemas la intégral 
puede expresarse en términos de funciones cuyas propiedades son bien 
conocidas y para las que ya se han computado extensas tablas. 

El segundo teoreraa fundamental nos dice que bajo ciertas condiciones 
toda formula de diferenciaciôn, cuando es invertida, es una formula de 
integraciôn. Hemos ilustrado esto con numerosos ejemplos y problemas. 
Mas adelante estudiaremos en forma mâs sistemâtica métodos y técnicas 
de integraciôn y aprenderemos cômo usar las tablas de intégrales. 


Problemas de repaso 


1. Para cada una de las funciones F abajo definidas localicense los 
mâximos y mlnimos relativos y los puntos de inflexion. 


à) F{x) = 
c) F = 




b) F(t) = sen x dx 


sen X 


g, donde â'(O) = 1, Êf(x) = 

0 X 


(x ^ 0). 


2. I Qué esta incorrecto en ta siguiente integraciôn: 


sec^ = 


£)(tan) = tan 


= 0 ? 


3. Supongamos que /es continua sobre < —oo, oo> y que g es diferen- 
ciable sobre < —oo, oo>. 

a) Demuéstrese que 

r r9‘') 1 


D 


f 


= 0'(O/(3(O) = [(/O0)0'](O, 


te<( — 00, oo>. 


b) Con la hipôtesis adicional de que g' es continua sobre < —oo, oo>, 
demuéstrese que 


i; 


U’^9)9' 



te<(— 00, oo>. 


4. Evalùense 


a) 


'1 

0 


c) 


'3 

-1 


j2(i^j3)10 


b) 


*7t 

2t cos sen dt 

0 
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5. Demuéstrese que 


‘ 2x 

--rfx = —. 

Jo 1+x Ji U 


6. Si / es continua sobre un intervalo^, demuéstrese que para toda teTi 

ro çt 

f(x)dx = f{ — x)dx. 


a) 


Sugerencia. Demuéstrese que 


f( — x)dx 


-r 


/• 


b) 


c) 


d) 


f{x)dx = 


/•f 


[/W+/(-^)]dx 


/ = 0 si / es una funciôn impar. 


-t 

•t rt 


/ = 2 


/ si / es una funciôn par. 


7. Evalùense 
sen^ 


a) 

c) 


b) e^cos^edd 


— n 
'1 

~ 1 


d) 


i: 


8. Supongamos que / es una funciôn continua impar (par) sobre 
[ — a, a]. Para cada xe[ — a,a] definase 


g{x) 




Demuéstrese que g es una funciôn par (impar). 

9. Evalüese 


i: 


1x1 dx. 


10. Si i{t) es la corriente que fluye a través de una resistencia R en el 
tiempo t, la potencia P(t) disipada en la resistencia en el tiempo t es 

P{î) = Ri\t). 

Si i es una corriente alterna con frecuencia angular tu y amplitud a [es 
decir, i{t) = a cos (cor —ç))], muéstrese que la potencia promedia perdida P 
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en un periodo de la corriente es 


P = \Ra^. 

H. Pruébese para cada una de las siguientcs intégrales itnpropias que 
diverge, o, si no es este el caso, evalûese. 


j dx 

h) 

f'® dx 

J -2 ^/4-x 

O 

1 

J 0 

d) 

f" 

1 sen 

Jo 

r ' X dx 

f) 

P r- 

J-i v'I-x" 

J-«, (8 + /')" 


**12. Pruébese el teorema 5.3 bajo la hipôtesis de que / es intégrable 
sobre [a, b\. 
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Capitule 



de la intégral 
definida 


1. INTRODUCCIÔN 

Tanto los conceptos fisicos como las leyes fisicas han surgido de la 
observaciôn de sistemas fisicos sencillos y la consideraciôn de sistemas 
fisicos idealizados. Los conceptos fisicos se definen para los sistemas tisicos 
idealizados y las leyes fisicas que correlacionan estos conceptos son el 
resultado de experimentos realizados sobre los sistemas sencillos. La 
extension de estas leyes a sistemas mâs complejos requiere usualmente una 
generalizaciôn de los conceptos fisicos al igual que de los enunciados de 
las leyes fisicas. La intégral es uno de los muchos conceptos matemâticos 
que ayudan al fisico a ascender de lo particular a lo general (induccién). 
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2. ÂREA 


En el capitulo 12 comenzamos nuestra discysiôn del area con très 
hipôtesis bâsicas (2.2-2.4, pâg. 527) que eran propiedades que esperâbamos 
del ârea y luego vimos aue estas propiedades determinan la definiciôn del 
ârea de una région «obrt el eje X y bajo la grâfica de una funciôn intégrable. 
En esta secciôn extendemos el concepto de ârea a regiones que se encuentran 
sobre la grâfica de una funciôn intégrable y bajo la grâfica de otra. 

Antes de discutir el ârea revisemos la notaciôn para sumas superiores e 
inferiores. Supongamos que f y g estân definidas y son acotadas sobre [a, b], 
Sea P = {xi|! = 0, 1, una particiôn de [o, b\. 

Entonces 

niiij) = inf {/(x)|:te[Xi_i, xJ} 
m^ig) = inf {^(jc)|xe[Xi_i, xJ}. 

Mi(f) y Mi{g) denotan los correspondientes supremos. 

L(/,P)= t 
1 = 1 


L(g,P)= X "ii(ô')(Xi-Xi-,), 

i= 1 


y U (J, P) y U {g, P) denotan las correspondientes sumas superiores. 

Si / y 5 ' son intégrables sobre [a, b], entonces sabemos que para cada e > 0 
hay particiones Pi y P 2 de [a, b] taies que 


-e<Lif,P,) 


U{f>PÙ 

a 


'6 

/ < £ 


a 


-e < L( 0 , P 2 ) - j* Pzi-J g<t. 

Sea P = Pi P 2 . Como P es un refinamiento tanto de Pi como P 2 , 
tenemos 


e < L(/, P) - / < Uif, P) - 


2.1 


-e < L(g 


1 : 


g Ct/( 3 , P)- 


/ < e 


g < e. 


Asi hemos demostrado que para cada e > 0 existe una particiôn P tal que 
se satisface 2 . 1 . 
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FIGURA 1 


Consideremos ahora un par de funciones f y g que son intégrables 
sobre [a, i] y taies que f(x) ^ g{x) para todo xe[a, b]. La grâfica de / esta 
bajo la grâfica de g sobre [a, b]. Sea 

dl = {(x, y)\a ^ X ^ b, f{x) < j < g(x)]. 

El conjunto 31 es la région acotada por las grâficas de / y ^ y las rectas 
verticales x = a y x = b (figura 1). Deseamos extender la definiciôn de 
ârea a taies regiones. Sea P una particiôn de [a, b]. Sean (figura 2) 

= {(x, < x < XTj, f(x) < J ^ éf(x)} 

< X < Xi,miif) ^ Miig)] 

Si = {(^>>’)l.^i-i < X < X(, Mi(/) < rriiig)}. 



3ljC:3l,- ^jC:3li 


FIGURA 2 
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Claramente 


CZ 51; <= 31 ; , 

y si area (31) y area (31,.) han de satisfacer nuestras hipôtesis bâsicas sobre 
las areas, entonces 

n 

area (31) = ^ area (31;) 

i= 1 


area (31;) < ârea(3l;) < ârea(3l;). 

Si Mi(J) > mi{g) —y esto puede suceder— 31; es un conjunto nulo y 
ârea (31;) = 0. En otro caso, âiea(3l;) = (wîi(6') —^W^iC/)) (x; —.Y;_i). De 
donde 

NiC9)-A/i(/)] (x;-Xi_i) ^ ârea (Si) sS ârea (31,) 

^ ârea (Si) = 

Sumando sobre todos los intervalos de P, obtenemos 


Z ['”((<?)-Mi(/)] (Xj-Xi_, )< ârea (S) Z DWi(,9)-?«;(/)] (Xi-X;,;); 

i=l i=l 


es decir, 


L{g, P)- U{f, P) ^ ârea (31) < U{g, P)-L{f,P). 


Restando 


L{g, P) 


{g-f) = 


■-!>] 


/, obtenemos 


< ârea (S)- {g-f) 


< v{g,P) 


g 


Lif, P) 


f 


J U _J 


La anterior desigualdad se verifica para toda particiôn P de [a, b\. Se signe 
entonces de 2.1 que, para cada s > 0, 


'b 

(S) - 

J “ 


-2e < ârea (S)— (g-f) < 2e. 


Por tanto 

2.2 


ri> 


ârea (S) = 




La aditividad del ârea (2.3 del capitulo 12, pâg. 527) implica una 
definiciôn del ârea para cualquier région que pueda ser partida en un 
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FIGURA 3 


numéro finito de regiones del tipo de las que aqul se consideran. Por 
ejemplo, en figura 3 el area de las regiones .“Ri, 3 I 2 , y iRa puede calcularse 
mediante 2.2, y el ârea total es la suma de las âreas de ‘J{ 2 , y 3^3- 

2.3 Ejemplo. Determinese el ârea acotada por la ecuaciôn ciibica y = 
y la parâbola y = 2x — x^. 



FIGURA 4 
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SoLUCiÔN. (Figura 4.) Las ecuaciones de las curvas son 

3 

y = X 

y = x(2 — x). 

Las curvas se intersectan si y solo si 

x^ = x(2 — x). 


lo que es équivalente a 

x{x^ + X — 2) = x{x + 2) (x—l) — 0. 


Los puntos de intersecciôn son ( — 2, —8), (0, 0), y (1, 1). Entre (—2, —8) 
y (0, 0) la ecuaciôn cùbica estâ sobre la parâbola, y entre (0, 0) y (1, 1) la 
parâbola estâ sobre la cùbica (véase el problema 1). Scan .lli y JI 2 las 
regiones indicadas en la figura 4. 


ârea (tRj) 





’O 

[x^—(2x —x^)] dx 
-2 


x'* 2 

-x^ + — 


8 

3‘ 


ârea (Jlj) = 




[(2x-x )-x ]dx = X 
0 3 


X 

4 


12 ■ 


El ârea total acotada por las curvas es 

ârea (3li) + ârea ( 3 I 2 ) = fy- 


A menudo sucederâ que deseemos determinar el ârea de una région 31 
acotadas por curvas cuyas ecuaciones se expresan mâs convenientemente 
por X = f(y) y X = g{y) y las rectas y ^ ay y b (figura 5). 

31 = {{x,y)\a ^y ^ b, f(y) ^ x ^ g(y)}. 


La grâfica de x = f(y) es {(/(>'),>’)}, y se llamarâ grdfica de f desde 
el eje F; f{y) es la distancia al eje Y de un punto de la grâfica. Si f{y) ^ giy) 
para toda ye[a, b\, tenemos, como antes, que 


ârea (31) = Lgiy)-f{y)^dy 


Wg-f)- 


a 


Aqui intégrâmes las longitudes de certes seccionales horizontales. Se 
ilustra este en la segunda soluciôn del prôximo ejemplo. 
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2.4 Ejemplo. Determinese el ârea de la région limitada por la parâbola 
= 0 y la recta>'-2;c = —4. 

SoLUCiÔN. (Figura 6.) Localizamos primero los puntos de intersecciôn de 
las dos curvas. Resolviendo la ecuaciôn de la recta para 2x y luego susti- 
tuyendo en la ecuaciôn de la parâbola, tenemos 


2x = j+4 

y'^ — Ax = y^ — 2(y+A) = 0 
/-2y-8 = (y-A){y+2) = 0. 
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Dedondej = 4, oj^ = — 2, y los puntos de interseccion son (4, 4) y (1, —2). 
Partamos la région % en las dos regiones 31 1 y 3^2 demostradas en la figura 6. 
31 1 se encuentra entre -v = 0 y x = 1 y esta acotada por arriba por y = 2^/x 
y por debajo por y = —2^/x. 31.2 sc encuentra entre x = 1 y x = 4 y estâ 
acotada por arriba por y = 2^/x y por debajo por y = 2x-4. De donde 

ârea (31i) = | [2^x-{-2^^:\dx = P 4^/xdx = fx^'P* = f. 

JO J 0 Jo 


ârea ( 3 I 2 ) = 


4 _ 

[27x-(2x-4)]dx 



'4 

*4 r 

2 

Y X dx — 2 

xdx + 

% 

1 

1 


= f(8-1)-(4"-l)+12 = - 3. 


Por tanto 

ârea (3l) = ârea (âlj) 4 - ârea (312) = -|+ V* “ 3 = 9. 

SOLUCIÔN 2. (Figura 6 .) Intercambiamos aqui los papeles de los ejes X y Y. 
Vista desde el eje F, la région 31 se encuentra entre las rectas y = —2 
y y = 4 y estâ acotada por debajo por x = ^y^ y por arriba por la recta 
^ = Ky + ^j. Asi pues, la région vista desde el eje Y estâ acotada por 
abajo por la grâfica de {-/^ y por arriba por la grâfica de j(/+4). De donde 


ârea (31) = 



[i(y + 4)-iy^]dy 


•4 

-2 


[i(J + 4)-iI^] 




>)-(! + 


i 2 1 


Problemas 

1. Supongamos que 

1) / y ff son continuas sobre [a, b] \ 

2) /(a) = g(a),fib) = g{b), y/(x) ^ g{x) sobre <a, b'). 

Demuéstrese que, si para algûn ce<a, b},f(c) < g{c), entonces /(x) < ^^(x) 
para todo xe {a. b}. 

Sugerencia. Considérese la funciôn h = g—J\ y ùsese el teorema del 
valor intermedio. 

Determînese el ârea de cada una de las regiones limitadas por las curvas 
abajo dadas. Delinéense cada una de las regiones. 
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2. La parâbola x^—y = 4 y el eje X. 

3. La parâbola -ly-yx — 0 y el eje Y. 


4. 

La 

parâbola y^ = x. 

, la recta tangente a la parâbola en (1, 1), 

y el eje 

Y. 



5. 

x^ = 

= y+ 1 y x^ = 1 - 

J- 

6. 

X = 

j^-4 y X = 2j- 

-1. 

7. 

y = 

sen X, y = cos x. 

, X = 0, y X = 7t/4. 

8. 

X = 

Il 

<N 

II 

1 

x^+ 1, y y = —x^ + 9. 

9. 

y = 

x^ y y = X. 


10. 

y = 

4/x^ y J = x^ — f 

i. 

11. 

y = 

x^ y y = x''^. 


12. 

y = 

sen X y y = X. 


13. 

y = 

x^ y 3y = 4x. 


14. 

y = 

2x^-4x + 7, y = 

= 0, X = — I, X = 2. 

15. 

/ = 

= 16x y y^ = x^. 


16. 

.y^ = 

= 4x + 8 y la recta que une (2, 4) y (4, 8). 

17. 

X = 

y^-4y, X = 4- 

y^, y el eje X. 

18. 

Determinese la recta que pasa por el origen y bisecta el area limitada 

por y = 

= 6x 

- x^ y el eje X. 



3. COORDENADAS POLARES Y ÂREA 

Mas adelante, en este capitule (problema 8è, secciôn 7, pâg. 620), 
demostraremos que 

(3.1) £/ drea de un sector circular de àngulo central a (radianes) y radio r 
es jr^oc. 

Sea C la curva cuya ecuaciôn en coordenadas polares esta dada por 
f = f(0), donde F{0) es una funciôn continua no negativa para 06[a, j8] 
(0 < P -a < 2 k). Sea ,'R el conjunto de todos los puntos en el piano cuyas 
coordenadas polares (r, 6) satisfacen 0ea, P y /•e[0, F{0)\ (figura 7). Sea 
P = {0,| / = 0, 1, una particiôn de [a, P\ y definamos 

m,.(F)= inf {F(0)|ee[0,.,,0j]} 

M,(P) = sup {/•((?)|0e[0,_,,0,]}. 

El sector circular desde Rj-, a d-, de radio mi{F) se encuentra entonces 
contenido en .‘R y el sector de radio M^(^F) se extiende posiblemente fuera 
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FIGURA 7 

de 31. Exactamente lo mismo que con los rectângulos se sigue de 2.2-2.4 
del capitulo 12 y 3.1 de esta secciôn que 

i i mf {F) {9, < ârea(3l) < i (E) ,)■ 

i=l i=l 

Ahora bien, como F(0) ^ 0 para 0e[a, P] (problema 6, pâg.435), 

m,\F) = Inf {FHd)\ee[9,.„e,]} = m^{F% 

MHF) = sup {F^(0)|0e[0,_,, 0,.]} = M,{F\ 

y 

iI(F^ P) < ârea (31) < i [/(E^ P). 

De donde, como F^ es continua y, por lo tanto, intégrable, 



FIGURA 8 
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3.3 Ejemplo. Encuéntrese el ârea de uno de los lazos de la grâfica polar 
de r = [4 sen 2d\. 


SoLUCiÔN. (Figura 8.) Un lazo de la curva corresponde a 06[0, njl]. 
De donde 


ârea (31) = ^ 


'71/2 


16 sen^ 20dO 


77/2 

4 I (1 — cos 49)d6 

0 


71/2 

= 4 I dO-4 
10 


/• 77/2 

COS 40dO = 4( - ~ 0 

0 V2 


= 2n. 


Problemas 

Determinese el ârea de la région acotada por 

1. La circunferencia r = a. 

2. La circunferencia r = 2a cos 6. 

3. r = |2a cos 0\. 

4. La cardioide r = a(l + cos 0). 

5. La curva de la rosa r = a sen 20. 

6. La lemniscata = a} sen 20. 

7. La limazôn r = b + a cos 0 {b > a > 0). 

8. La curva de la rosa r = a sen 30. 

9. La limazôn r = h + acos0{a > h > 0) contiene lazos, uno denlro 
del otro. Determinese el ârea de cada lazo. 

10. 31 es la région limitada por la grâfica polar de r = F(0), r = G{0) 
0 = a y 0 — fi, donde 0 fi —a ^ 2n y 0 ^ F{0) ^ G{0) para 0e[a, /)]. 
Demuéstrese que 

çn 

ârea (31) = i (G^-F^). 

Determinese el ârea de la intersecciôn de las regiones limitadas por las 
curvas. 

11. r = 2a cos 0 y r — 2a sen 0. 

12. r = a y r = a{\ + sen 0). 

13. r = a sen 0 y r = a(l 4 - cos 0). 

14. Determinese el ârea barrida por el radio vector de la espiral r = aO 
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desde 0 = 0 hasta 8 = lu. lA cuânto asciende el ârea adicional que se 
barre en la siguiente revoluciôn compléta? 

15. Derlvese una formula para el ârea del segmento circular. (El 
segmente circular es la région acotada por un arco de circunferencia y la 
cuerda que une los extremos de! arco.) 


4. TRABAJO 

En fisica, la definiciôn de trabajo comienza con el enunciado: “Cuando 
una fuerza mueve un objetoen una distancia d y c\ componente de la fuerza 
en la direcciôn del movimiento es una constante Fg durante todo el 
movimiento, la cantidad de trabajo hecha es IV = Fod.” La cantidad W es 
una medida de la cantidad de energia requerida para llevar al cabo un proceso. 
El paso siguiente en la definiciôn del trabajo es extender esta definiciôn a 
fuerzas que no son necesariamente constantes durante el movimiento. 

Supongamos ahora que un objeto se mueve a lo largo de una recta. 
Sea .Y la distancia dirigida de un punto sobre la recta a algùn punto fijo. 
En el punto correspondiente a la distancia .v sea F{x) el componente de 
la fuerza en la direcciôn de las x crecientes. Sea H^^(F) la cantidad 
de trabajo hecho por F al mover un objeto desde x = a hasta .v = b. 
La definiciôn de trabajo para una fuerza constante nos dice que 

4.1 = f^oib — a), donde F^ es una constante. 

Parece entonces razonable exigir de la definiciôn de trabajo que tenga las 
siguientes propiedades: 

4.2 F(x) < G(x) para todo .vejo, ô] implica W^{F) < W^{G}; 
las fuerzas mayores efectùan un trabajo mayor. 

4.3 w:(F)+W,\F) = W,\F)- 

el trabajo hecho al moverse desde x = aax = cy luego, desde x = c a 
X = ô es el mismo que el trabajo hecho al moverse desde x = a a x = b. 

Estos requerimientos 4.1-4.3 son completamente anâlogos a los 
exigidos para el ârea en la secciôn 4 del capitulo 12, y los argumentes de 
alll pueden ser aqui repetidos. Las propiedades 4.1 y 4.2 implican que 

m..(F)(x,.-,x,._,) < Wl>_,{F) ^ MXF)(x,-x,_,) 

para toda particiôn P de [a, b] y todo subintervalo [x,_ i, x,] de P. Sumando 
sobre todos los subintervalos de F y usando 4.3, obtenemos 

L(F, F)< BjffFX U(F, F), 
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y por tanto 


j F^W^(F) < j 

De donde, si los fîsicos aceptan 4.1-4.3 como exigencias razonables 
para una medida IV del trabajo, entonces, para funciones intégrables, 
F tienen solo una elecciôn para su definiciôn; a saber, 

f = | F(x)dx. 

En el capitulo anterior definimos, cuando a > b, 



En términos de trabajo esto significa que IV^(F) = —W^iF) = —E) 

Esto équivale fisicamente a afirmar que la ùnica diferencia entre moverse 
dex = aax = èy moverse âtx = bax = aQS que el componente de la 
fuerza en la direcciôn del movimiento cambia de signo. Esto es también, 
segûn sabemos, una consecuencia de 4.3 si 4.3 ha de verificarse para a. h, 
y c cualesquiera. 

Es ùtil discutir la definiciôn de trabajo desde un punto de vista lige- 
ramente diferente y menos preciso. La discusiôn es menos précisa porque 
las hipôtesis que se hacen no se enuncian con toda claridad. La discusiôn 
es, sin embargo, interesante y es una muestra del tipo de razonamiento 
heuristico que se usa al discutir muchos conceptos fîsicos. La notaciôn 
usada es la misma que antes. Consideremos la cantidad de trabajo W'^‘_^(F) 
hecha por la fuerza al mover la particula desde .v = .y,_ , hasta .v = .v, . Si 
la norma de la particiôn se hace pequena, entonces, si suponemos que F 
es continua, la fuerza cambia muy poco en el subintervalo [.v,_|, a-,] y es 
casi constante sobre el subintervalo. 

Sea A,.v = a, — a,_,; A,.v es la distancia que se mueve el objeto sobre 
el /-ésimo subintervalo de la particiôn P. Como la fuerza es casi una 
constante, podemos aproximar la fuerza sobre el subintervalo por cualquier 
valor E(.v,), .ÿ,6[a,_ ,. aJ, de la fuerza sobre el subintervalo y podemos 
aproximar el trabajo hecho por la fuerza al mover el objeto por el sub¬ 
intervalo por 

A,. W = E(.v,.)AiA. 

Obtenemos una aproximaciôn al trabajo total hecho por 

X A,H/ = X F{X,)A;X. 

i=l i=l 

A medida que la norma de la particiôn se va haciendo mâs pequena, 
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estâmes, desde luego, sumando mâs términos, pero esperamos obtener una 
mejor aproximacion de Si estas sumas aproximativas se acercan a 

un numéro definido a medida que la norma de la particiôn tiende a cero, 
entonces definimos este limite como el trabajo hecho por la fuerza; es decir, 


W,\F) = lim X F(x,.)A,x, 

|P|--*0 1= 1 

Si F es continua sobre [a, b], entonces, segùn el teorema 5.3 del capitulo 12 
(pâg. 546) este limite existe y 


W,\F) = lim X 

|P|^0 .= ) 


F(a') dx 


4.5 Ejemplo. Se dice que un muelle es elàstico si la fuerza restauradora 


y/////// 


É 


‘i 

I 


F(a) = kx 
FIGURA 9 


es proporcional a la distancia que el muelle se ha 
extendido desde su posiciôn de equilibrio (Ley de 
Hooke). Denotemos por .v la distancia a la posiciôn 
de equilibrio (figura 9). En este punto la fuerza que 
actüa para extenderel muelle es F{x) = kx. i Cuâl es 
el trabajo hecho para extender el muelle desde su 
posiciôn de equilibrio una distancia dl 


r SOLUCIÔN 


^oiF) 


= 1 : 


kx dx = ^kd^ 


4.6 Ejemplo. El trabajo requerido para cargar un 
condensador es, en electricidad, el problema anâlogo 
al mecânico del ejemplo 4.5. El voltaje V{q} requerido 
para colocar una carga q sobre las plaças de un 
condensador es proporcional a la carga 

y{q) = -q. 

c 


V(q) es la diferencia de potencial entre las plaças y es 
el équivalente eléctrico de la fuerza F(x). La constante C se llama 
“capacitancia” del condensador. Determlnese el trabajo hecho al colocar 
una carga Q sobre el condensador. 


SoLUcrÔN. El trabajo hecho al cargar el condensador desde q 
q = q^es 




90 



y{q)dq. 


r/o hasta 
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De donde, para colocar una carga Q sobre un condensador descargado, 




CQ 


Viq)dq = 


-r 

C Jo 


. Q" 

qdq = — . 
2C 


Se dice entonces que la energia almacenada en el condensador con carga Q 
sobre sus plaças es 

^ = -CV^(Q) = ^QV(Q). 

2C 2 2 


Problemas 

1. Se observa que una fuerza de 10 libras extiende un muelle elâstico 
0.87 pulgadas. ^Cuânto trabajo serequiere para extender el muelle un pie? 

2. Una cadena flexible uniforme tiene un peso total de 100 libras. El 
trabajo hecho al levantar un extremo de la cadena 50 pies del suelo es 
de 300 pies-libras. ^Qué largo tiene la cadena? 

3. La fuerza gravitacional sobre una masa m, a una distancia r de una 
masa W 2 es una atracciôn que actùa a lo largo de la recta que las une. 
La magnitud de la fuerza es 


donde k es la constante de gravitaciôn. Si para r = 6.4x10® métros 
F = \5 kilogramos, ^cuanto trabajo en kilogramos-metros serequiere para 
mover 

a) de r = 6.4 x 10® métros (el radio de la tierra) a r = 7.4x 10®? 

b) 100 métros cuando inicialmente r — 6.4x 10® métros? 

c) de r = 6.4X 10® métros a r = 3.9x 10* métros? 

d) en cuâl de los anteriores puede considerarse constante el campo 
gravitacional? 

4. La magnitud de la fuerza de répulsion entre cargas y Q 2 es 



donde r es la distancia entre ambas. i Cuâl es el trabajo requerido para 
mover las cargas desde 10 cm hasta 10'® cm aparté? 

5. A lo largo del eje de un dipolo eléctrico de intensidad p la fuerza 
sobre una carga q es en la direcciôn del eje y su magnitud es 


F = 
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donde .r es la distancia de q al dipolo. i Qué trabajo se requiere para mover 
la carga q a. \o largo del eje desde x ~ a a. x = bl 


6. Si la temperatura de un gas no cambia, entonces su presiôn y volumen 
estân correlacionados por PV = constante. Un cilindro de 120 pulgadas 
cübicas con un piston con cabeza de 12 pulgadas cuadradas contiene un 
gas a 15 libras/pulgada cuadrada de presiôn (aproximadamente la presiôn 
atmosférica). Demuéstrese que el trabajo hecho al comprimir el gas a tempe¬ 


ratura constante hasta 12 pulgadas cûbicas es lU = 1 800 


dx 


620 


J 1 


pulgadas-libras. Supôngase que la presiôn sobre la parte posterior de la 
caza del cilindro es aproximadamente la presiôn atmosférica. 


5. ECUACIONES DIFERENCIALES 

La ecuaciôn diferencial mâs sencilla es 

5.1 = /. 

Se da la funciôn / y deseamos determinar todas las funciones y con deri- 
vada /'. La ecuaciôn diferencial 5.1 se escribe a menudo en las siguientes 
formas: 

Dy = f 
y'fx) = f{x) 

D,y(x) = /(.x) 

dx 

dy = f{x)dx. 

Una funciôn F se dice que es una soluciôn de la ecuaciôn diferencial 5.1 
si F' = f. Una funciôn F se dice que es una soluciôn sobre un inlerralo 'd de 
la ecuaciôn diferencial 5.1 si F' = / sobre'<(. 

5.2 Ejemplo. Encuéntrese una soluciôn de la ecuaciôn diferencial 

>•' = 3/-I-5 


que satisfaga >'(0) = 8. 

Soluciôn. Sabemos que 

D(J/^-l-5/j = 3/-t-5. 
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Por tanto, para cualquier constante c, 

es una solnciôn de la ecuaciôn diferencial. Escojamos c, entonces, de modo 
que se satisfaga la condiciôn inicial F(0) = 8. 

f(o) = c = 8. 

De donde 

F = |/^ + 5/+8 

es una soluciôn que satisface ^(0) = 8. 

Este sencillo ejemplo hace surgir dos cuestiones: 1) ^Hay soluciones de 
la ecuaciôn diferencial distintas que las de la forma j/^ + 5/+c^? 2) ^Es la 
soluciôn particular f/^ + 5/+8 la ûnica soluciôn que satisface la condiciôn 
inicial _r(0) = 8? Si la contestaciôn a la primera pregunta es no, entonces 
vemos que la contestaciôn a la segunda ha de ser si. El siguiente teorema 
da una contestaciôn general a la primera pregunta. Este teorema es una 
reformulaciôn del corolario 4.2 del capitule 10, pâgina458. 

5.3 Teorema. Si F es um soluciôn de 

y =f 

sobre un intervalo'è, entonces F+ c es una soluciôn sobre J para coda constante c 
y toda soluciôn sobre 3 es de esta forma. 

Prueba. Es claro que F' = f sobre J implica D(F+c) = / sobre J. Sea G 
cualquier otra soluciôn sobre 3- Entonces G' = F' sobre 3 y por tanto 
G = F+c sobre 3. Y esto compléta la prueba. 

Asi pues, para esta sencilla ecuaciôn diferencial, si sabemos una soluciôn 
sabemos todas la soluciones sobre 3- El mismo teorema contiene la hipôtesis 
de que una soluciôn existe. ^Tienen todas las ecuaciones de tal tipo 
soluciones? Si / es continua sobre 3, cl primer teorema fundamental del 
câleulo implica la existencia de una soluciôn y el segundo teorema 
fundamental del câleulo implica una propiedad de unicidad. La propiedad 
de unicidad es también una consecuencia del teorema 5.3. 

5.4 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3, Xosi, y si yQ es un 
numéro cualquiera, entonces hay una soluciôn y solo una soluciôn sobre 3 de 
la ecuaciôn diferencial 

y -f 

que satisface j(ao) = yç,. La soluciôn es 

y{x) = yo + I /. 

Jxo 
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Prueba. Supongamos que = f y y{xQ) = yQ. Entonces, de acuerdo con 
el segundo teorema fundamental 


y' = v-(x)->’(.Xo) == / (xeB^) 


y(.x) = >-(xo) + 


/ = >’o + 


/• 


Recîprocamente, si 


>’(^) = yo + 


/, 


entonces ^'(xo) = >>0 y, por el primer teorema fundamental y' = f sobre 3. 


5.5 Ejemplo. Una partlcula comienza a moverse en el instante ? = 0, se 
mueve a lo largo de una recta, y en el instante t tiene una velocidad i'(0- 
lA qué distancia esta la partlcula de su posiciôn inicia! en el instante /g ? 


SoLUCiÔN. Suponemos que la velocidad es continua y que v esta definida 
sobre [0, go>. Sea /■(/) la distancia dirigida de la partlcula en el instante t a 
su punto inicial. Entonces r(0) = 0 y r' = r. Por tanto, segûn el segundo 
teorema fundamental 


De donde 



r(to)-r(0) 



V . 


E(fo) e( 0 ) + 



(sobre [0, co>). 


5.6 Ejemplo. Una barra de longitud / tiene una densidad lineal p(x) a una 
distancia x de un extremo de la barra. Demuéstrese que la masa de la 
barra es 


M = 


•( 

p(x) dx 
Jo 


O 


P- 


SoLUCiÔN. Debemos primero comprender qué es lo que se entiende por 
densidad lineal. Sea m{x) la masa de una longitud x de la barra, donde x se 
ha medido desde uno de los extremos de la barra. La densidad lineal 
promedio de una secciôn de la barra desde Xg a Xg + Zî es 

m(xo + Zi)-w(xo) 

h 
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La densidad lineal en Xq es el limite de la densidad promedio antes definida 
cuando h tiende a cero; es decir. 


p(xo) = lim 
*-•0 


m(jCo + /i)-w(xo) 

h 


m'(xo). 


De donde 


ni' = p. 


Por tanto 


’x 

m' = m{x) — m{0) 

Jo 


m(x) = 


j: 


P. 


y 


M = m{l) 


'I 

0 


P- 


(Las dimensiones de la densidad lineal son masa/longitud. Las unidades 
son libras/pie, gramos/centimetro, etc., segün cuales sean las unidades usadas 
para la masa y la longitud.) 


Problemas 

1. Encuéntrese la soluciôn de las siguientes ecuaciones diferenciales que 
satisface las siguientes condiciones iniciales: 

a) s'{t) = -ur+i’c 5(0) = 5o b) y'(t) = sen3L>'(0) = 0 

c) y'{<)= sen 3(?-7r/6), >’(;r/6) = 0 d) /'(x) = xcosa:, j(0) = 1. 

2. Una particula se mueve a lo largo de una recta con una velocidad 
que es inversamente proporcional al cuadrado del tiempo. Si en el tiempo 
/ = 15 (segundos) la velocidad de la particula es 2 000 pies/segundo, iqué 
distancia recorre la particula en el intervalo de tiempo [5, 30]? 

3. Una barra de 4 pies de longitud tiene una densidad lineal que es 
proporcional a la distancia a uno de los extremos elevada a En el centro 
de la barra, la densidad es de 0.050 libras por pulgada. i,Cuâl es la masa de 
la barra? 

4. Demuéstrese que: si / es continua sobre un intervalo 3, tocS, y 

5o y i’o son numéros, entonces la ecuaciôn diferencial s" = f tiene una 
soluciôn y solo una soluciôn sobre 3 que satisface las condiciones iniciales 
■5('o) = s'{ 1 q) = Vq. Proporciônese una expresiônanalitica de la soluciôn. 

5. Jorge, Juan y Roberto estân viajando cuando descubren que el 
cuenta millas esta roto, pero que el velocimetro funciona correctamente. 
Juan y Roberto se dan cuenta de que pueden calcular distancias registrando 
velocidades, pero no pueden convenir en ruâl es el mejor procedimiento. 
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Cada uno de ellos décidé hacerlo a su modo, pero convienen en no registrar 
mâs de dos velocidades para cada intervalo de diez minutos, Las siguientes 
tablas aparecen con los datos que Juan y Roberto registraron. 

a) Hâganse estimaciones razonables tanto basadas en los datos de Juan 
como en los de Roberto sobre cuâl ha sido la distancia recorrida. 

b) Critiquense los dos métodos. 

f) Partiendo de los datos de Roberto establézcanse cotas de la distancia 
viajada. 


Juan 


Roberto 


Intervalo 

de 

tiempo 

Velocidad 

(m.p.h.) 

MÀX. 

MIN. 

■■ 


47 



35 



37 


Tiempo 

(min.) 

Velocidad 

(m.p.h.) 

0 

52.3 

5 

50.1 

10 

42.7 

15 

45.7 

20 

58.0 

25 

43.6 

30 

59.4 


6. Discütase cômo usar el velocimetro en un automôvil para calcular 
derivadas e intégrales definidas. 

7. Resuélvanse las siguientes ecuaciones y en cada caso determinese el 
valor mâximo de la soluciôn. 

a) s" = -32; s(0) = 100, s'(0) = 200 

ri 

b) dI y = —Y = sen x; >’(0) = 0, y'(0) = 0 

dx^ 

c) Df y = 1 y(0) = 10, y'(0) = 0. 

8. Demuéstrese que hay dos soluciones sobre < — 00, oo> para la ecuaciôn 
diferencial 

yy' = 

que satisfacen ^(O) = 0. 

Sugerencia. Nôtese que: yy' = 

9. Encuéntrese la ecuaciôn de aquellas curvas de R^ cuyas rectas 
normales pasan todas por el origen. (La recta normal a una curva en un 
punto P es la recta que pasa por P ortogonal a la tangente a la curva en P.) 
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10. Encuéntrense las soluciones de 


que satisfacen >’(0) = 0. 


yy' = 2 


6. LA INTEGRAL INDEFINIDA 


El segundo teorema fundamental del câlculo dice: 

S/ f es continua sobre un intercalo 2 y F es una 
funciôn con la propiedad de que F' = f sobre 3, 
enfonces 


6.1 


P 1* 

f = n 


= F(b) — F(a) para cualesquier a, be2- 


a 




El problema de evaluar una intégral por el segundo teorema fundamental 
es, por tanto, équivalente al problema de encontrar una funciôn F cuya 
derivada sobre un intervalo sea /, es decir, al problema de encontrar una 
soluciôn sobre 3 de la ecuaciôn diferencial 

6.2 >»' = /. 

Cada formula para la derivada de una funciôn es, por tanto, una fôrmula 
(sobre un intervalo donde la derivada sea continua) para evaluar una 
intégral. Por ejemplo, como 

D (sen) = cos, 


tenemos 


6.3 


'b “16 

cos = sen para cualesquier a, f>e< —co, oo). 

(1 _ja 


Sabemos también que 


D(/-') = 


El dominio de definiciôn de / ^ es < —oo,0> u <0, oo), y esta fôrmula 
se verifica sobre < — oo, 0) y sobre <0, oo). Por tanto 


6.4 



para cualesquier a, ès < — oo, 0) o a, bs <0, oo). 

Si ae < — 00 , 0) y be <0, oo), 6.4 no se verifica. En este caso, la intégral 
es una intégral impropia y no converge. 

En las listas de taies fôrmulas o en la discusiôn de métodos de evaluaciôn 
de intégrales por el segundo teorema fundamental, es conveniente simplificar 
esta notaciôn y en lugar de 


La Intégral Indefinida 603 



6.5 


/ = F 


a, be2 


6.6 

escribir simplemente 

6.5' 


f(x)clx = F(x) 


, a, beTi 


f = F sobre 3 


6 . 6 ' 


f(x)dx = F(x) sobre 3. 


Esto se llama notaciôn de la intégral indefinida”. Si no se formula ninguna 
restricciôn a un intervalo, se entiende que la formula de integraciôn se verifica 
sobre todo intervalo contenido en el dominio de definicion del integrando f. 
Por ejemplo, 6.3 y 6.4 pueden escribirse 


6.3' 

y 

6.4' 


cos = sen 




Expresado en esta notaciôn, el segundo teorema fundamental enuncia: 
Si f es continua sobre un intervalo 3, entonces 
F' = f sobre 3 implica \ f = F sobre 7i. 


Supongamos, reciprocamente, que / es continua sobre 3 y que 

f = F sobre 3. 

Entonces 

Ç X "x 

/ = F = F{x) — F(a) para todo a, xe3. 

J O Ja 

Asi pues, F es (sobre 3) la funciôn con la régla de correspondencia 
F(x:) = |* / + F(a) para cualquier a e 3 y todo x e3. 
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Por tanto, por el primer teorema fiindamental del câlculo 

= /W toda xeli. 

es decir, 

F' = f sobre 3. 

De donde, si f es continua sobre'i, enfonces 


6.7 


f = F sobre S si y solo si F' = f sobre2. 


6.8 Ejemplo. Demuéstrese que 
a) 


b) 

SOLUCIÔN. 


sen^ = — cos 


dx 


ia^ + x^Ÿ'^ a^ia^+xy<^ 

a) £>(| cos^ - cos) = - cos^ sen + sen 

= sen (1 -cos^) = sen^. 

De donde por 6.7 

sen^ = ÿcos^ — cos sobre < —oo, oo>. 

« 

Como < — 00 , 00 > es el dominio de deftnicion de sen^. 


sen^ = ÿcos^ — cos. 


b) D, 


-x{a^ + xY^'^ 
a 




a 


1 


(a^ + xy^ 

Como esto se verifica sobre < — oo, oo), se sigue de 6.7 que 

dx X 


ia^+xy'^ a^a^xy^- 


La intégral indefjnida 605 



Podrîamos ahora recopilar todas las formulas de derivaciôn que hemos 
obtenido hasta el momento y reescribirlas como formulas para la evaluaciôn 
de intégrales. Las tablas de intégrales son colecciones de taies formulas y 
hay muchas de taies tablas publicadas. Uno de los propôsitos de esta secciôn 
y la prôxima es ensenar el uso de estas tablas. Una tabla de intégrales de 
tamano razonable contendrâ solamente las formulas mas bâsicas, y se 
espera que el que las use reducirâ —cuando ello sea posible— la intégral 
que desea evaluar a una de las formas mâs bâsicas. Enumeramos aqui 
algunas de las formulas mâs fundamentales entre las que hemos obtenido e 
ilustramos después cômo podemos usar estas formulas para obtener otras 
mâs. De las formulas = (w+l)/", D sen = cos, Z) cos = — sen, 

D tan = sec^, D cot = — csc^, obtenemos 

r r^' 

6.9 r =-, - l 

j n+l 

6.10 cos = sen 


6.11 



6.12 



6.13 



Como ninguna de estas formulas se restringe explicitamente a un 
intervalo ha de entenderse que se verifican sobre todo intervalo contenido 
en el dominio de definiciôn de la intégral. 

Supongamos que n es un entero, que / tiene una derivada continua 
sobre un intervalo3, y que f(7\) ci D,„. (Mâs adelante podremos demostrar 
que lo que estamos a punto de probar es cierto para cualquier numéro 
real n, n ^ — L) Por el corolario 10.3 del capitulo 8 (pâg. 391) 

= («+!)/"/' sobre3. 

Por tanto, si n ^ — 1, 

sobre 3. 

Vn + 1 / 

Como hemos supuesto que / tiene una derivada continua sobre 3, /' es 
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continua sobre 3- Nuestra hipôtesis sobre /Q) implica que /" = /” « / 
es continua sobre 2 y, por tanto, que /"/' es continua sobreS. Es, entonces, 
una consecuencia del segundo teorema fundamental (véase 6.7) que; 
si / tiene una derivada continua sobre 3 y /(3)‘= entonces 

6.14 /"/' = —/”■'' sobre3, «/-l. 

J n + l 


Las siguientes dos formulas de integraciôn son consecuencias de dos de 
las propiedades bâsicas de la intégral. Si J y g son intégrables sobre un 
intervalo 3 y si c es una constante, entonces 


6.15 

y 

6.16 


if+9) = 


f + 


Çb *b 

Cf = C / 
J a J a 


g para cualesquier a, 663 


para cualesquier a, 6e3. 


En la notaciôn de la intégral indefinida prescindimos de los limites de 
integraciôn en 6.15 y 6.16 y escribimos 


6.15' 

y 

6.16 


if+g) 


= 1-1 


g sobre 3 




Si, por ejemplo, sabemos que 
entonces 

r 

(f+g) = f + G sobre 3 


sobre 3- 

j*/ = F sobre 3 e \ g — G sobre 3, 


cf = cF sobre 3- 


6.17 Ejemplo. Encuéntrese una formula para 
SOLUCIÔN 


x(l +x^y'^dx. 
I x{l+xy^dx = (\+x^Ÿ'^ D,{\+x^)dx. 
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Por 6.14 vemos que sobre < —oo, oo> 


x(l +x^y^^dx = i(l ->rx^Ÿ'^ . 

J 

COMPROBACIÔN 

= i-Ki+^"y'"(2.v) = x(\+xy 

* jr/2 

6.18 Ejemplo. Evalûese 
SOLUCIÔN 


r 



r '' 

' J 

cos^ cos = 

(1 — sen^) cos = 

cos — 

» 




COS — sen^ £)(sen). 


Por 6.10 


y por 6.14 


cos = sen 


sen^ D(sen) = y sen^ 


Por tanto, por 6.15' 


cos^ = sen — 4 sen^ 


n/2 


cos^ = (sen — y sen^) 


n/2 


Problemas 
1 


cos atdt = - sen at, (a 0) 
a 


2 . 


2 „ 2(15x^-I2x + 8),__ , 


X ^/x + l dx = 


105 


:(x+iy 


3. 


/ 


1 


(al + bf 2a^(al + bf a^{al + b) 


, {a i= 0) 
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4. 

5. 

6 . 


(senocos)sen = cos o cos 


x^^a^ + x^dx = (ix^ - ^a^)y/(a^ + x^f 

sen"“^, (n^Q). 


sen = 


sen" ' cos n — I 


+ 


Evalùense : 

•5 

7. 

9. 


X^ y/x +1 dx 


*. cos - 

Jo 6 


tdt 


I 


0 il-2Ÿ 


10 . 


I 


O (/-2f 


Encuéntrense formulas para cada una de las siguientes intégrales 


11. 

j* (2f+l)(t^H t+\Ÿdt 


12. 

% 

cos sen^ 


13r 

« 

(2/ + 1)’ 


14. 

x^/x^ +1 dx 


15. 

{ax + b)" dx, {a ^0, n ^ 

-1) 

16. 

sen a6d0 


17. 

1 ' dr. 


Evalùense 


r*.J 

(4x — 3Ÿdx 

' 0 

*n 

19. 

20, J 

sen^ 

0 

21. 


sen cos 


tO-t^dt 
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22. I tiir + sydt 

-1 


24. 


2 


26. 


28. 


'71/4 

0 

'3n/2 


tan sec 


23. 

25. 

27. 


; 


0 U^-4) 
sen 
0 cos^ 

' jt/4 


sec 


0 


sec^. 


29. Demuéstrese que 

X 


-dx = sobre [- 


x/l-x^ 


30. a) Demuéstrese que si 

f = F sobre [u, b} 
y Tl F es continua sobre [a, è], entonces 

f = F sobre [a, b] . 

b) Demuéstrese que si 


f — F sobre {a, b} 
y si F CS continua sobre [a, b], entonces 

J / = f sobre [a. i>] . 

31. i,Es cierto que 

f = F sobre un intervalo 3 implica F' 


Justifiquese lo contestado con un ejemplo. 

32. Demuéstrese que 


a) 


f = F sobre 'J implica 


f = F + c sobre 3 para cualquier constante c. 


I, 1], 


/ sobre S? 
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f = F sobre J y / = G sobre 3 implica 


b) 

G = F+ c sobre 3 para alguna constante c. 

7. MÊTODOS DE INTEGRACIÔN 

En esta secciôn consideramos dos métodos de integraciôn: i) integraciôn 
por partes, e ii) integraciôn por sustituciôn. La integraciôn por partes se 
basa en la régla para diferenciar el producto de funciones, y la integraciôn 
por sustituciôn en la régla para diferenciar la composiciôn de funciones. 

i) Integraciôn por partes 

Supongamos que las funciones u y v tienen derivadas continuas sobre un 
intervalo 3. Por la régla para diferenciar el producto de funciones 

D(uv) = u' r + uv' sobre 3 


y 


uv' — D(uv) — u'v sobre 3. 


Como uv', u'V, y D(uv) son continuas sobre3, 


uv' 




para cualesquier a, be^- Expresada con la notaciôn de la intégral inde- 
finida, esta ecuaciôn toma la forma; 

Si u y V tienen derivadas continuas sobre un intervalo 2, entonces 


7.1 



u'V sobre 3. 


En la derivaciôn de fôrmulas para la evaluaciôn de las intégrales, el 
integrando se expresa en la forma uv' y la ecuaciôn 7.1 transforma 
el problema de la integraciôn de uv' en el de la integraciôn de u'v. Por 
una elecciôn apropiada de u y v, el uso de 7.1 a menudo conduce a una 

derivaciôn sencilla de una fôrmula para jirn', y ésta se llama la "integraciôn 

por partes". Los siguientes ejemplos ilustran el método. 

7.2 Ejemplos. Obténgase una fôrmula para J / sen. 

SoLUCiÔN. Hagamos un primer intento con u = sen y v' = /(r = {1^). 
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Por 7.1 obtenemos (aqul uy v tienen derivadas continuas sobre < — oo, oo» 


l sen = sen = (sen)Q/^) — (Dsen)(|/^) 


= jl sen — ^ J / cos. 

Esta selecciôn de u y de d nos lleva a una intégral que no es mâs sencilla 
que la intégral original. Ensayemos ahora con u = I y v' = sen (v = — cos). 


1 sen = ID{— cos) = 7(— cos) — (DI) (— cos) 


= — / cos + I cos = —1 cos + sen. 


El ejemplo siguiente ilustra el uso reiterado de la integracion por partes. 


7.3 Ejemplo. Obténgase una formula para 7^ sen. 


SoLUCiÔN. Sean u = P y v' = sen. 


7^ sen = 7^D(—cos)= —7^ cos— (7)7^) (—cos) 


— —r cos + 2 I 7 cos 


Integrando de nuevo por partes, obtenemos 


7 cos = ID sen = 7 sen — (DI ) sen = 7 sen — sen 


= 7 sen + cos. 


Por tanto 


7^ sen = —7^ cos + 2(7 sen + cos) = (2 — 7^) cos + 27 sen. 


COMPROBACIÔN. D [(2 — P) cos + 21 scn] 

= —27 cos — (2 — /^) sen + 2 sen + 2/ cos = P sen. 

En el prôximo ejemplo la integracion por partes y una identidad 
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trigonométrica nos llevan a una ecuaciôn que puede resolverse para la 
intégral que deseamos evaluar. 

Ç2n 

7.4 Ejemplo. Evalùese cos^. 


SoLUCiÔN. Sea u = cos y u = sen. Entonces 


cos^ = cos D sen = cos sen — 


Por tanto 


(D cos) sen 


cos sen + 


sen^ = cos sen + (1 — cos^) 




I' 


= COS sen + / — 1 cos . 


2 cos^ = / + cos sen 


cos^ = + cos sen). 


De donde 


cos^ = + cos sen) 


= n. 


ii) Integraciôn por sustituciôn 

Probamos primero el teorema que es bâsico para el uso de la sustituciôn 
para la transformaciôn de intégrales definidas. El teorema es una conse- 
cuencia de la régla para la diferenciaciôn de la composiciôn de funciones 
y del primero y segundo teoremas fundamentales. 


7.5 Teorema. Supôngase que 

1) f es continua sobre un intervalo 

2) U tiene una derivada continua sobre un intervalo 6. 

3) m(8) = {«(f) : reS} <= 3^. 

4) t/(a) = ay uifi) = b para a, 


Entonces 

7.6 





X 
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Prueba. Scan >’(a:) = | /y z(t) — y{u{t)). Entonces 
y'(x) = f(x), xed 

z'{t) = >>'(m(0)w'(/) = /(«(/))«'(/), fËt;. 


Por tanto 


f{u(t))u'(t)dt = j z'(t)dt = z(jÿ)-z(a) 
= y(b}-y{a) = y{b) = 


De donde 


Cb 


(foll)ll' = 


El primer ejemplo ilustra el uso de una sustituciôn trigonométrica para 
transformar una integra! con radical en una en que el radical ha 
desaparecido. Tenemos para u = a sert: 


Joa sen = sen^ = cos^ = |u cosl. 


7.7 Ejemplo. Evalùese \ 4 —/ . 


SoLUCiÔN. Supongamos que la intégral que deseamos evaluar es el primer 
miembro de 7.6:/ = /4 —/^. El integrando/es continue sobre d = [ — 2, 2]. 
Sea U = 1 sen. Entonces 


(/ ju)u' = 4 — 4 sen^ D(2 sen) = 4 icosj cos . 


Como w = 2 sen tiene una derivada continua sobre < —co, oo> y el rango 
de 2 sen es [ — 2, 2], podemos, después de observar que u(0) — 2 sen (0) = 0 

/n\ /n\ 


y M 


2 sen 


= 2, aplicar el teorema 7.5. Obtenemos entonces 


II 

1 

r>t/2 ^ 

^'4 — 4 sen^ D(2 sen) 4 

J 0 J 

0 


|cos| cos. 
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Tl] 


71 

Sobre 

[o-aj 

el coseno es no negativo. Por tanto |cosl = cos sobre 




(1 + cos o2I) 


= 2(/+isenc2/) 


71/2 


En el ejemplo siguiente identificamos la intégral que deseamos evaluar 
con el segundo miembro de 7.6. En el ejemplo previo la habiamos identi- 
ficado con el primer miembro de 7.6. Para conservar huella de la 
sustituciôn es a menudo conveniente escribir 7.6 en la forma 


7.6' 


’iHH) rp rp 

f{x)dx = f{u{t))du{t) = f{u{t))u'{t)dt 
J u{<x) J <1 J a 


7.6" 


f(u(x))u'{x)dx = f(u(x))du{x) = 


("“(P) 


f(t)dt , 


u(ot) 


con la idea de que el simbolo “mudo” x identifica la intégral original y 
el simbolo “mudo” t identifica la intégral transformada. Verbigracia, en el 

ejemplo 7.7 la intégral que iba a ser evaluada era \j'4 — x^dx, y usamos 

Jo 

la sustituciôn x = u(t) = 2 sen t, dx = u'{t)dt = 2 cos tdt. 

' 2 


7.8 Ejemplo. Evalùese J x^^S-x^dx. 
SoLTjciÔN. [ J 


— x ^£)^(8 — x ^) dx . 


Haciendo t = u{x) = 8—x^; obtenemos por 7.6" que 


r2 


^^8 — x^dx = 


-i j%V8- 


x^d(8-x^) 


ro 


(8-0V<dt = i 


K L6 ^3/2 _ 1^5/2) 


- 

~ 313 


g3/2 _ f g5/2 

5 


2 V 2 

45 
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La funcion u = 8 — /^ tiene una derivada continua sobre < —oo, oo>. La 
funciôn / que aqui es la funciôn definida por J(t) = (8-t)^7, es continua 
sobre [0, co]. Para xe[0, 2], u(x) = 8 — x^ > 0, y vemos que las condiciones 
del teorema 7.5 se satisfacen. 

En el siguiente ejemplo ilustramos una aplicaciôn del teorema 7.5. En 
el ejemplo derivamos las leyes de conservaciôn bâsicas de la mecânica. 
Aunque la terminologia puede al principio parecer extraira, es ésta una 
aplicaciôn elemental del anâlisis a la fisica. Suponemos que las funciones 
que aparecen satisfacen las condiciones del teorema 7.5. Hay un buen 
argumento fisico —que no damos— en apoyo de esta hipôtesis. 


7.9 Ejemplo. Sea r la funciôn tiempo-desplazamiento de una particula de 
masa m que se mueve sobre una recta: r(/) es la distancia dirigida de 
la particula a un punto fijo (el origen) sobre la recta en el instante t. La 
velocidad de la particula es r = y y la aceleraciôn de la particula es de r = v —a. 
Sea F la funciôn desplazamiento-fuerza: F(x} es la fuerza en la direcciôn 
positiva de la recta que actüa sobre la particula cuando la particula se 
encuentra a la distancia x del origen. La segunda ley del movimiento de 
Newton nos dice que 

D(mv) = F O r. 

En mecânica no relativista, m es una constante. Por tanto, D{mv) = 
mv — mr = ma, y 

ma = F O r\ 


es decir, en cada instante /, ma{t) = F{r{t)). La energia cinética T de la 
particula (en la mecânica no relativista) se define como {mv^. La energia 
potencial U de la particula se define por 




X 

J XQ 


F. 


La energia potencial U(x) es la inversa (aditiva) del trabajo hecho por la 
fuerza F al desplazar la particula desde Xq (un punto arbitrario donde 
la energia potencial es cero) a x. 

a) Pruébese la ley de conservaciôn de la energia: 


T + U O r = constante. 


b) La funciôn / definida por 


Ht) = 


J' 


for 


se llama el impulsa de f; i(t) es una medida de la efectividad de la fuerza 
sobre el intervalo de tiempo [0, /]. La funciôn mv se llama el momento 
(lineal) de la particula. 
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Demuéstrese que 


i—mv — constante, 

y conclùyase de aqui que el cambio en impulse es igual al cambio en 
momento. 

Para un sistema de particulas de masa = 1, 2,..., n) se signe que 

n 

X — = constante. 

k=l 

n n 

Si X! 4 ® 0° cierto, por ejemplo, si Y. 0)< entonces 

k=\ k=I 

n 

Y f^k^k = constante. 

k= 1 

Es ésta la ley de conservaciôn del momento. 

SoLUCiÔN. Por la segunda ley del movimiento de Newton 

ma = D(mv) = F or 


y 

Tenemos pues 


(For)f = mai- = mvv = \D{mv^). 


D(mv) = For 

y 

^D(mv^) = (F O r)r. 

Integrando estas ecuaciones obtenemos 

1 D(mv) = mi;(t) — ma(to) = j For = i(t) — i{to) 
J to J <0 


e 


iD(mv^) = i mv^ (t) — i mv^ (to) 


= r (Fo 

J to 


r)r 


rit) 


F = -[t/(r(t))-l/(r(to))]. 


rito) 


Estas ecuaciones nos dicen que el cambio en momento es igual al cambio 
en impulse y que el cambio en energia cinética es igual al inverso del 
cambio en energia potencial. 

Por tanto 

i{t)-mvit) = /(/(,)-/wy(/o) 

\mv^{t)+U{r{t)) = ^mv^{to)+Uir{to)y, 
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es decir, 


Problemas 


i — mv = constante 
T + U r = constante. 


1. Obténganse formulas para 


a) I cos 


c) / sen 2/ 


e) sec = - 


2. Evalûense 


b) xjx — ldx 


d) r cos 


a) 9 cos 0d9 

Jo 


c) 9 cos-d9 
Jo 2 


e) J x^^'\+xdx. 

3. Demuéstrese que 


a) cos" = - cos" ' sen + 


b) 


d) xJa-xdx (a > 0) 


n-\ 

n . 


cos"'" (n^O) 


b) sec" = 


cos" (u—l)cos" ' n—! 


sec" " 1). 


4. Sea, para n entero positive, «„ = sen". Demuéstrese que 


n — 1 

a) a„ = - 

n 


2-4-6...2U 
3'5-7...(2/1 + 1) 


c) «2n 


1-3-5...(2/1-1) n 
2-4-6...2/1 2 ' 


5. Demuéstrese que 


a) /^seno2/ 


P sen 
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b) 


c) 


d) 


e) 




dx = 


0 1 +x 

' n/4- 


t — 2 — jdtiSugerencia, Hâgase r = w(x) = 1 + x.) 

t J 

dx 


tan 6d0 = | —- (Sugerencia. Hâgase x = u(0) = cos 0.) 

0 J J2/2 X 


‘n/4 


sec'^ = (\ +1^) (Sugerencia. Hâgase u = tan.) 

JO Jo 


21 

0 7 ^ + 1 


/■ 


/) 


x^J a^ — x^dx = a'* 


0 

''n/2 


n/2 


cos^ sen^ 


71/2 


g) I sen* = | cos" 

10 J 0 

6. Evalùense 

ra 


a) 


x(x^ + 9Ÿ'^dx 


0 

77/2 


c) I sen" cos 
!o 


e) I 7(1+7")“^'" 


/) 


i: 
i: 


b) 


^n/4 

d) I sen^ cos^ 


g) 




h) 

0 


7. Considérese la curva C cuyas ecuaciones paramétricas son 

X = u(i) 

G: 

y = v(t), te[<x,P]. 

Supongamos que u tiene una derivada continua sobre [a, /?] y que / es 
continua sobre u([a. /7]) = {u(t) \ te{a, P]} y es tal que v = J ° u. Si r(?) ^ 0 
para te[a, P], demuéstrese que el ârea bajo C es 

-/J 

vu' si M(a) < u(P) 


I' 1 

. oa 

u* 

û 

-, m 

Lil 

" i 

ü P 

Jmt 

6- ta 
cr :"j: 

g 

X y. 




’/i 

vu' si u(a) > u(P). 

a 
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8. Demuéstrese que 

a) El ârea de un circulo de radio r es jir^. 

b) El ârea de un sector circular de ângulo central a (radianes) y 
radio r es 

c) El ârea de una elipse con semiejes a y b es nab. 

9. Supongamos que: 

1) U tiene una derivada continua sobre [a, jï] y sobre [^î, y] (/le[a, y]). 

2) / y ^ son continuas sobre [a, b] y /(x) < g{x) para X6<a, b}. 

3) u(a.) = u(y) = a, u(P) = b, 

V = g «U sobre [a, P] 

V = f ou sobre [ji, y]. 

La curva C cuyas ecuaciones paramétricas son 

X = u(t) 

G: 

y = v{t), r6[a, P] 

se llama curva cerrada simple (figura 10). 



a) Demuéstrese que el ârea acotada por C (es decir, el ârea limitada 
por f y g entre x = a y x = Z>) es 

*y 

vu. 

J® 
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b) Suponiendo que v tiene una derivada continua sobre [a, y], demuéstrese 
que 

l’™'" 

10. Una partîcula de masa m se mueve a lo largo de una recta. Sea r(t) 
el desplazamiento de la partîcula desde un punto Q en el instante t. 
Sea r(r) = r(f) la velocidad de la partîcula en el instante t. La curva definida 
por 

X = r(t) 
y = mv(t) 

se llama trayectoria de jase de la partîcula. Cada punto (x, y) corresponde 
a un estado del sistema flsico: Jc es la coordenada de posiciôn y y es la 
coordenada de momento. El punto (r(t), mv(t)) es el estado del sistema en 
el instante t. 

Consideremos el caso particular en que la partîcula es atralda al punto Q 
por una fuerza que es proporcional al desplazamiento. En el instante 
inicial, la partîcula esta alejada de Q la distancia Xq y su velocidad inicial 
es Vq. Üsese la ley de conservaciôn de la energia para demostrar que la 
trayectoria de fase de la partîcula se encuentra sobre una elipse. (Mas 
adelante podremos demostrar que la trayectoria de fase cubre la elipse.) 
Proporciônense expresiones para los desplazamientos mâximo y minime 
y las velocidades mâxima y mlnima de la partîcula e ilùstrense estos 
resultados mediante un bosquejo de las trayectorias de fase en R^. iQué 
hay de especial en el origen de ? 

8. VOLUMEN DE SÔLIDOS DE REVOLUCIÔN 

Es posible définir volûmenes para regiones en el espacio euclidiano 
tridimensional comenzando por définir el volumen de un cubo de lado a 
como a^. El método de hacer esto es completamente anâlogo al usado 
para el ârea. En esta secciôn no somos tan ambiciosos sino que nos 
limitamos a sôlidos cuyo volumen puede calcularse por medio de una 
intégral definida (unidimensional). Suponemos propiedades para la medida 
de volûmenes anâlogas a las adoptadas para el ârea en el capitule 12, 
secciôn 2 (pâg. 526). Aqui, nuestros “bloques de construcciôn” serân 
cilindros circulares. El volumen de un cilindro es el ârea de la base por la 
altura. 

Sea / una funciôn continua y no negativa sobre [a, b], a < b (figura 11). 
Haciendo girar la regiôn acotada por la grâfica de /, las rectas x = a y 
X = b, y el eje X, alrededor del eje X, se généra un sôlido al que se llama 
sô/ido de revoluciôn. V denotarâ el volumen del sôlido de revoluciôn. 
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FIGURA 11 


Sea P = {jTjl/ = 0, 1,una particiôn de [a, h], Definamos 

">.(/')= inf {f{x)\xe[Xi^^, X,]} 

y 

M;{f) = sup {/(x)|.V6[.V,._ , , .Y,.]}. 

Tenemos, entonces, usando las propiedades de inclusion y aditividad del 
volumen [anâlogas a las 2.2 y 2.3 del capitule 12 (pâg. 526) con volumen 
en lugar de ârea] y sumando los cilindfos inscritos y circunscritos, 

n n 

X nm} (/)(,v-,-x,_,):^ V ^ X rtMf {f)(xi-xi^,). 

i = 1 i = I 

Como /(x) ^ 0, 

mf(f) = inf {/^(a-)|x€[.v,._,,x,-]} = w,(/^) 


Ml(f) = sup {/^(A-)|xe[x,._,, A',]} = A/,(/^), 


de modo que 


TT / < < 71 f. 


La hipôtesis de que / sea continua sobre [a, b] implica que es continua 
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sobre [a, b\. Por tanto, es intégrable sobre [a, b\, e 


De donde 

8.1 



'h 

a 




V = 


TC 


i: 




8.2 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de un cono circular recto de altura 10 
y diâmetro de base 20. 


SOLUCiÔN. (Figura 12.) El cono queda generado al hacer girar la recta 



y = X alrededor del eje X, xe[0, 10], Por 8.1 

r 10 

E = 71 dx = - \ 0\ 

Jo 3 

8.3 Ejemplo. Sea C el arco de la parâbola y = x^, xe[0, 1]. Encuéntrese 
el volumen V del sôlido de revoluciôn obtenido al girar el arco de parâ¬ 
bola G alrededor de la recta x = I. 

SoLUCiÔN. (Figura 13.) Sea P = {ji|/= 0, 1, una particiôn del 

intervalo [0, 1] sobre el eje Y. Tenemos 

X 7r(i-Vyi)^ (j'i-j'i-iX Z (yi-yi-i)- 

i=l i=l 
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De donde 



{^-■JyŸdy ^ 




i^-^'yfdy 


Pero 


V = n ii-^yfdy. 


(l-^yŸdy = 


{l-2y/y + y)dy = y-îy^'^ + iy^ 


luego 

Problemas 


= 1-f + i = i, 

V = 7tl6. 


1. Determinese el volumen del sôlido de revoluciôn obtenido al hacer 
girar la région limitada por y = x^, el eje X, y la recta x = 1 alrededor de 

a) El eje X. b) El eje Y. 

c) La recta x = 2. d) La recta y = l. 

2. Determinese el volumen del sôlido de revoluciôn obtenido al hacer 
girar la regiôn limitada por las curvas abajo dadas alrededor del eje X. 

a) x^ = 4py, X = 2p,y y = 0 

b) x^ = 4py, y y = P 

c) y = cos X, y = sen x, x = 0, y x = nj4 

d) xy = l, X = 2, y = 2, X = 0, y y = 0. 
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3. Demuéstrese que 

a) El volumen de una esfera de radio r es f Trr^. 

b) El volumen de un cono circular recto es un tercio del area de la base 
por la altura. 

c) El volumen de una zona esférica con bases de radios a y b y de 

altura h es ^ ;t/i (3 + 3 + h^). 


Sugerencia. Supongamos que la zona (imaginela el lector como una 
rodaja) ha sido cortada de una esfera de radio r por pianos paralelos 
a distancias cy c + h respectivamentedelcentro de la esfera. Se encontraria, 
enfonces, como volumen de tal zona n(r^h — c^h-ch^ — ^h^). Exprésese 
esta contestaciôn en términos de a, b, y h. 


4 . Un cilindro circular recto con eje vertical esta lleno de un Hquido 
que pesa 62 libras por pie cùbico. El radio de la base es de 10 pies y su 
altura es de 15 pies. Determlnese el trabajo efectuado al bombear todo 
el Hquido del tanque a un nivel de 5 pies sobre la parte superior del tanque. 


Sugerencia. Subdivldase el cilindro en zonas horizontales y acôtese el 

trabajo W por sumas superiores e inferiores. Obténgase de aqui la formula 
ri5 


W = 6 20071 


0 


(20 — x)dx pie-libras. 


9. LAS INTEGRALES COMO LIMITES DE SUMAS 


Hay muchas aplicaciones donde es importante reconocer que los limites 
de ciertos tipos de sumas son intégrales definidas. Sabemos ya (teorema 5.3, 
capltulo 12, pâg. 546.) que 


n 


Hm X = 

lP|-»0 i=l 


Cb 


a 


f 


donde P es una particiôn de [a, b\, jCj'e[Xj_,, jc,] y / es continua sobre [a, b]. 
El propôslto de esta secciôn es extender este resultado. Los dos resultados 
de interés mâs inmediato para nosotros son (teorema 9.46 y 9.4c): 


|P|-0 i= l 



y 


n 

lim X Jf\x;) + g^(x") (x, -x.-_ ,) 

|P|-*0 i=l 




El primer limite es usado en esta secciôn para explicar el “método de las 
capas” para computar los volùmenes de los sôlidos de revoluciôn y el 
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segundo limite lo necesitamos para discutir la longitud de las curvas 
(secciôn 10). 

En toda esta seccicin, mediante f y g representaremos funciones reales 
continuas definidas sobre un intervalo [a, b] (a < b). La funciôn F serâ 
una funciôn real con el conjunto de todos los subintervalos cerrados no 
vacios de [a, b] como dominio de definiciôn. Las siguientes réglas de 
correspondencia nos dan ejemplos de taies funciones: 

([a, P] cz[a,b], a < /f) 

1) F([a, P]) = inf {f(x)\x€[ix, 1^]} 

2) F([a, P]) = sup {f{x)\xe[ix, P]} 

3) Fi[a,P]) = scn(^'^ 

4) Fi[a,p]) = 2n(\~a-P)P^ 

5) F{[a,p])=^f{a)+g(p) 

6) F([a, P]) = f(ci)g(P}. 

Sea P = {Xj|/ = 0, 1, una particiôn de [a, b]. Deseamos considerar 

sumas S{F, P) del tipo 

n 

S(F,P)= X P(Lxi-i, 

i= 1 

Por ejemplo, si F esta definido por (1), entonces S(F, P) = L(J\ P) (una 
suma inferior de /); si Eestâ definida por (2), entonces S (F, P) = U(J) P). 

9.1 Definiciôn 

lim S(F, P) = l si para todo e > 0 existe un ô > 0 tal cjue |P| < ô 

| P |-0 

implica \S{F,P)-l\ < s. 

Reformulemos primero el teorema 5.3 del capitulo 12 (pâg. 546) en 
términos de un limite de una suma de este tipo. 

9.2 Teorema. Si f es continua sobre [a, b] y si 

P]) = fiP') 

para todo [a, p] a [a, b] y algùn P'e[<x, P], entonces 

S (F, P) = î /(x/)(x,-x,_,) 


Hm S(f, P) = /. 

|P|-«0 Ja 
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Una ùtil generalizacion de este resultado es 


9.3 Teorema. Si f es continua sobre [a, b\ y tiene la propiedad de que para 
coda e > 0 hay un ô > 0 tal que 0 < p — a < ô implica 

in[a, P])-f{n\ < e 


para algün j3], entonces 

lim S(F, P) 

|P|-0 


'b 

a 


f- 


Prueba. Sea G([a, P]) = /(P'). Segûn el teorema 9.2 y las hipôtesis de este 
teorema, sabemos que para cada e > 0 hay un d, > 0 y un i 52 > 0 taies que 
|F| < d, implica 

\S(G,P) - fVl 

J a 2 


y 0 < P — ct < Ô 2 implica 


|F([a,/i])-G([a,/î])| < 


2(6 —fl) 


Por lo tanto \P\ < Ô 2 implica 


\S{F, P)-S(G, P)| = 


Z [/^(C^i-1. •Xi])-G([,Xi_ ,, X,])] ,) 


< Z | 6 '([Xi-,, x,])-G([x,_,, .v,.])| (.x,-.v,_,) 


T' ^ \ ^ 

< Z - - ■ (Xi-Xi-i) = 

i=i 2(6 —fl) 2 


De donde, eligiendo S = min { 6 ,, 62 }, vemos que |P| < ô implica 


|S(F, P) - 


/I = \S{F, P)-S(G, P) + S{G, P) - 
^ \S{F, P)-S(G, P)| + |S(C, P) 


... £ E 

/ <- + - = £. 

2 2 


Por tanto 


lim S(F, P) 

|P|-0 




a 


/. 


Hay un numéro bastante crecido de casos parliculares de este teorema 
que pueden ser identificados. Très de los mâs importantes de ellos se 
enumeran en el siguiente teorema. 
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9.4 Teorema. Sean f y g funciones continuas sobre [a, b], 

a) Si 

m,p]) = An+g(n 

para todo [a, jS] <= [a, è] {a. < P) y algunos j8"e[a, jS], entonces 


b) Si 


lim S(F,P) 

|P|-0 


(f+g)- 


F(io^,P])=^fmg(n 


para todo [a, P] cz [a, b] (cl < fï) y algunos p', /6"e[a, P], entonces 

lim S (F, P) = 

|P|-o 

c) Si 

F(la, /?]) = /f\n + 9\n 



para todo [a, fi] c [a, b] (cl < P) y algunos P', P'elot, P], entonces 

lim S(F,P) = l' sjf + g\ 

|P|-0 Ja 


Prueba 

a) La continuidad de g sobre [a, b] implica que g es uniformemente 
continua sobre [a, b], Por tanto, para cada e > 0 existe un 5 > 0 tal que 
\x" — x'\ < ô implica 

\g(x")-g(x’)\ < e 


para todo x', x"e{a, b\. 

De acuerdo con nuestra hipôtesis sobre F vemos, por tanto, que 
0 < P — oc < ô implica 

\F([cL,P])-[f+g](Ji')\ = \F([cL,P])-[f(P')+g(P')]\ 

= \g(P'')-g(P')\ < e 

para todo [a, P] a [a, b] y algùn P', P"e[a, P], De donde, por el teorema 9.3, 
lim S(F, P) = 

|P|-.0 

b) Aqui usamos el hecho de que la continuidad sobre [a, b] implica 
que / es acotada sobre [a, è] y ^ es uniformemente continua sobre [a, b]. 
Por tanto, para algùn K > 0 

|/(x:)| < K para toda xe[a, b]. 


'b 

J" 


(/+ 3 ). 
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y para cada e > 0 existe una 5 > 0 tal que jx"—x'| < ô implica 


ls(jc")-ât(x')l < 


K 


para x', x"s[a, b] cualesquiera. Por tanto, 0 < ^ — a < ô implica 

([«,/!])-[/»] in\ = \Fii<x,pj)-np')9in\ 

= \fin\\g(n-g{P')\<K-^ = e 

ri. 

para todo [a, p\ <= [a, i] y algunos p', P"e[oL, P]. Como la continuidad 
de f y g sobre [a, b] implica que fg es continua sobre [a, b], se sigue del 
teorema 9.3 que 


üm S {F, P) = 

|P|-0 


fg- 


c) Como g es continua sobre [a, Z»], g^ es continua sobre [a, b] y es, 
por tanto, uniformemente continua sobre [a, fc]. De donde, para cada e > 0 
existe una 5 > 0 tal que jx"—x'| < 5 implica 

\g^{x")-g^{x')\ < para x', x"6[a, Z>] cualesquiera. 

Necesitamos.también la desigualdad 




para y, zeR cualesquiera. Como 

/-2|yl |zl + z^ < >'^-2z^+z^ = /-z^, si |yl > |z| 

y 

/-2|>'l |z|+z^ </-2/+z^ = z^-/, si |z| > |y|, 
se sigue que 


De donde 




|-|zll <717^1. 


Usando esta desigualdad, obtenemos cuando [a, c: [a, b] y 0 < P <{x < ô 
que 

([«, js])-7/"os')+3"(js')i = \^f"(p')+g\P'') - JFm+PW)\ 

<>/\g\P")-g\P')\<^" = s. 
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Como /'''^ es cont inua s obre [0, oo> y f y g son continuas sobre [a, b], 

es continua sobre [a,b]. Por tanto, por el 

teorema 9.3 


lim S {F, P) = 

\p\-^o 


sjr+g' 


Esto compléta la prueba. 

Los resultados del anterior teorema son algunas veces expresados en la 


forma 




9.4a' 

l'm É [/(Xi') + éi(x,")] (.x, -x,_ 

i) = 



|i >|-0 i=l 


a 


n 


P 

9.4b 

lim Y. /(Xj') 0 (x,")(x,-x,_ 

,) = 

fd, 


|Pj~»0 j= 1 

J 

• a 

y 



r*h 

9.4c' 

lim î \/f\xi') + g^(x")(xi-Xi. 

,) = i 

l y/’+9' 


lP|-0 i=l 


para jc,', x';"6[x’,_i, x',]. Se entiende que P = {x,|/= 0, es una 

particiôn de [a, b]. 

En el siguiente ejemplo usamos el teorema 9.4b para derivar otra formula 
para el volumen de un sôlido de revolucion. El método aqui usado se llama 
“método de capas”. 


9.5 Ejemplo. Sea V el volumen del sôlido de revolucion obtenido por el 
giro de la région bajo la grâfica de /entre x - ay x = b alrededor del eje Y. 
Si / es continua y no negativa sobre [a, b] y s\ b > a 0, demuéstrese que 


V 


2n 


'b 

xf(x)dx. 

a 


SoLUCiÔN. (Figura 14.) Sea P = {x,- 1/ = 0, I, ..., una particiôn de [a, b], 
Scan /(x/) y /(x,") los valores minimo y mâximo, respectivamente, de / 
sobre [Xi_i,X;]. La continuidad de / sobre [x,_,,x,] nos asegura que 
existen puntos taies como los x,' y x," en [x,_,, x,]. Sea E, el volumen del 
sôlido de revolucion que se obtiene al girar la regiôn bajo la grâfica de / 
entre x = x,_, y x = X; alrededor del eje Y. Entonces 

(7ixf -7rx,-_^)/(x,- ) ^ Vi ^ (nxf -Trx,,^)/(x,"), 


y 

1= 1 

n 

^ K < 27r X j(Xi4-x,._,)/(Xi") (xj-x;. ,). 

i= 1 
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FIGURA 14 


Tomando ^ = / en el teorema 9Ab encontramos, como 

que el limite tanto del primer miembro como del ùltimo de la anterior 


desigualdad es 2?: 


xf{x)dx. Por tanto, haciendo que 1P| 
P = 271 j* xf{x)dx. 


0, obtenemos 


Si en el ejemplo 9.5 el eje de revoluciôn es la recta x = c, c^(^a, b}, 
entonces, por una simple extension del anterior argumento (problema 6), 


K = 27r 


|c —xl f{x)dx. 


Como un medio para recordar esto, puede pensarse en |c —x| como si fuera 
el radio de una delgada capa cilindrica cuya altura es f{x) y cuyo grueso 
es dx. El volumen de esta delgada capa o capsula cilindrica es aproxima- 
damente 2n\c — x\f{x)dx. El ejemplo siguiente ilustra el método de las 
capas. Compârese esta soluciôn con la soluciôn del mismo problema en 
el ejemplo 8.3 (pâg. 623)- 


9.6 Ejemplo. Sea C el arco de la parâbola y = xe[0, 1]. Encuéntrese 

el volumen V del sôlido de revoluciôn obtenido al hacer girar el arco 
parabôlico C alrededor de la recta x = 1. 
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SoLUCiÔN. (Figura 15.) Por el método de las capas obtenemos 



I 

FIGURA 15 


El propôsito del siguiente ejemplo es completar la discusion de los 
solides cuyo volumen puede expresarse como una intégral (unidimensional). 
Este ejemplo ilustra una vez mâs el método de acotar la magnitud a medir 
con sumas superiores e inferiores. Se supone aqui que conocemos i) que el 
volumen del cilindro* es el area de la base por la altura, y que ii) si para 
cada altura el ârea de la correspondiente secciôn transversal de un sôlido 
es mener que o igual a la de otro sôlido, entonces el volumen del primer 
sôlido es mener que o igual al del segundo sôlido. 

9.7 Ejemplo. Consideremos un sôlido en el que el ârea de cada secciôn 
transversal perpendicular a una recta dada es conocida. Sea h la altura del 
sôlido medida a lo largo de esta recta y sea A{z) el ârea de la secciôn 


^ Solamente necesitamos suponer la validez de esta formula para cilindros rectos; 
es decir, para sôlidos generados moviendo una région plana (la base) verticalmente —con 
cada punto moviéndose a lo largo de una recta perpendicular a la base. 
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transversal a la altura z. Demuéstrese que si A es intégrable sobre [0, h], 
el volumen V del sôlido es 


7 = J A{z)dx. 


SoLUCiÔN. (Figura 16.) Sea P= {z,-|/ = 0, 1, n] una particiôn de [0, h'\. 



Y 


Sea 7j el volumen del sôlido entre z = Zi_^y z = Zi. Sea 
rriiiA) = Inf {^(z)|ze[Zi_ i, z,]}. 

Sea Mi{A) el correspondiente supremo. Entonces 

m,(A)(Zi-Zi.i) < Vi < M,-(.4)(z,.-Zi_i). 

Sumando sobre todos los subintervalos de P, obtenemos 

L{A,P)^ t m,iA){z,-z,.,)^V ^ f M,iA){z,-z,.,) = UiA, P), 

i=l i=l 

y de aqul 

’ft F* 

^ < 7 < A. 

Jo Jo 

Como supusimos que A es intégrable sobre [0, h], 

r»- 

Problemas 

1. Exprésense cada uno de los siguientes limites como una intégral 
definida {P = {Xi|/ = 0, es una particiôn de [a, ô]). Determinese 

el limite de la suma por evaluaciôn de la intégral. 
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a) 

lim 

y sen( 

Xi + X;_ 

-)(x 

i l)) 

[fl, i>] = 1 

[0, TT] 


|P|-0 

i= 1 


2 

/ 





b) 

lim 

y 27t(i 

-Xi-,X, 

(Xj-X; 

-i);[fl,fc] = [0. 


|P|^0 

i= 1 








c) 

lim 

1 " 

- I 

a 

+ 

1 -• 

~a) 

(b 

-u) 




GO 

n i= 1 

- 

n 

- 





d) 

lim 

1 " 

- y 

a 

i-1 

+ - 

(fe-fl)] 

a + 

-(b-a) 

(b —a 


«“♦CO 

n 1= 1 

- 

n 


J 

- 

« 


e) 

lim 

IPI-O 

y (^, 

i= 1 









2. Exprésese cada uno de los siguientes limites como una intégral 
definida. En las partes a), b), y c) evalùese la intégral por determinaciôn 
del limite de la suma. 

a) lim f (Xi 

|Pi-*0 i=l 

b) lim 

lP|-0 1=1 
n 

c) lim ^ (sen Xj — sen x, _i). 

|P|-0 i= 1 

Sugerencia. Üsese el teorema del valor medio para derivadas. 

n ___ 

d) lim X v'X’fi-^i-i)^+(cosx,-cosx,._,)^; [a, il] = [0, 7t]. 

|P|->0 i= 1 

3. Subdividamos [a, 6] en n subintervalos de igual longitud. Sea / una 
funciôn continua sobre [a, b] y sea j,- el valor de / en el punto medio del 
subintervalo /-ésimo. La cantidad 


1 " 

= y, 

n i=l 


es la media aritmética de estos n valores de la funciôn. Demuéstrese que 


lim a„ = / = 


1 


b —a 


/• 
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4. Demuéstrese que 

Hm S{F, P) = l y tn^SiF,P)^n 
|P|-o 

para todas las particiones P de [a, b\ implica m ^ \ ^ n. 

5. Demuéstrese que 

a) lim S (F, P) = l y 11m S(G, P) = m implica 

| i > l --0 | P |-0 

lim [_S(F,P) + S(G,P)2 = l + m. 

\p\^o 

b) El teorema 9.4a es una consecuencia de parte de este problema y 
el teorema 9.2. 

6. Extiéndase el ejemplo 9.5 al caso en que el eje de revolucion es la 
recta x = c, c^<[a, b'), y demuéstrese que 

y = 2n j |c —x|/(x)dx. 

7. Derivese la formula para el volumen de la estera por el método de 
las capas. 

8. iCuâl es el volumen del sôlido obtenido hacieudo girar airededor de 
la recta x = 2 la région del primer cuadrante acotada por 4y = x^, x = 0, 
y = 1? 

9. (, Cuâl es el volumen del sôlido obtenido haciendo girar airededor de 
la recta y = 1 la région limitada por y = 1, x = 3, y = x^^^? 

10. La région limitada por y = 4x^ y y = 2x se hace girar airededor 
de las rectas abajo dadas. Encuéntrese en cada caso el volumen del sôlido 
generado 

a) eje X ô) eje E c) x = 2 

d) y = 2 c) X = -4 f) y = -A. 

11. Un sôlido tiene una base circular de 12 pulgadas de radio con un 
cierto diâmetro PQ. i Cuâl es el volumen del sôlido si toda secciôn ortogonal 
a PQ es 

a) uncuadrado? b) un triângulo equilâtero? 

c) un triângulo rectângulo isôsceles con su hipotenusa en el piano de 
la base? 

d) un semiclrculo? 

12. Se corta una cuna de un madero circular de 90 centlmetros de radio 
por un corte perpendicular al eje del madero y por otro corte que hace con 
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el primero un ângulo de 60°. Los dos cortes se encuentran en el centra 
del madero. ^Cuâl es el volumen de la cuna? 

13. Un agujero cillndrico de radio a se taladra, pasando por el centro, 
en una estera de radio 2a. ^Cuâl es el volumen del material quitado? 

14. Un toro es el sôlido de forma de anillo que se obtiene al hacer 
girar un circule alrededor de una recta del piano del circule que no intersecta 
al circule. Demuéstrese que el volumen de un toro es 2n^Rr^, donde r es 
el radio del circule y es la distancia de la recta al centro del circule. 

15. Demuéstrese que el volumen de una pirâmide con una base 
rectangular es un tercio del ârea de la base por la altura. 


10. LA LONGITUD DE CURVAS 


Sea G la curva definida por las ecuaciones paramétricas 

f ^ = m 

10.1 G: I 

\y git), le[a,b\. 


Sea 


10-2 R (0 = (/( 0 ,^( 0 )- 

R(i) es el punto de la curva correspondiente al parâmetro t. Para cada 
particién P = {t,|/ = 0, 1,..., «} de [a, b], sea 

10.3 Lp = X |R«.)-Ra-,)I; 

1=1 




El numéro Lp es la longitud de la poligonal que une los puntos R(ïo) — 

R(ri), •••, R(Ü = ^ (figura 17). 

La definiciôn de longitud de la curva C se basa en dos ideas. 1) una 
linea recta debe ser la distancia mâs corta entre dos puntos, 2) tomando 
particiones P de [a, b] suficientemente finas, debemos poder hacer que Lp, 
la longitud de la correspondiente aproximaciôn poligonal a la curva C, se 
aproxime cuanto deseemos a la longitud de C. As! pues, si L es la longitud 
de e, ha de tenerse que Lp ^ L para todas las particiones P de [a, b\. 
Ademâs, como podemos aproximarnos a L tanto como deseemos por Lp, 
L debe ser el supremo del conjunto {Z-plFeir}. (IT es el conjunto de todas 
las particiones de [a, h].) 

10.4 Definiciôn. Decintos que la curva C definida por (10.1) es rectificable, 
si {Lp\Peÿ} estâ superiormente acotado. Si G es rectificable, la longitud L 
de C se define como el supremo de {LplPe^}; es decir, 

L = sup {LpIfelT}. 

Si y y ^ tienen derivadas continuas sobre [a, b], la curva C se dice que 
es una curva Usa. El teorema principal sobre la longitud de las curvas es 
que las curvas lisas son rectificables y que la longitud de la curva es una 
cierta intégral definida. Como preparacion para este teorema observâmes 
primero que 

10.5 Lema. Si P^ es un refinamiento de P, enfonces Lp ^ Lp,. 

Prueba. Este lema es una simple consecuencia de la desigualdad del 
triângulo (figura 18). Sea ri^ el primer punto de Pj que no estâ en P. 



Entonces, para algùn i, y 

|R(h)-R(h_,)l = |R((i)-R(t*) + R(T*)-R(h-i)l 
< |R(t,.)-R(t*)| + 1R(T,)-R(h_i)l. 
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Por un nùmero finito de taies pasos podemos anadir todos los puntos de 
a P y obtener Lp ^ Lp^. 


10.6 Teorema. Si f y g lienen derivadas continuas sobre [a, b], enfonces la 
curva e definida por (10.1) rectificable y 


L = 


a 


Prueba. Por el teorema del valor medio para derivadas, 

y 

para algunos //, /,•>. Por tanto 

n n _ 

Lp= X |R{t,)-R((,._()i = X ^Xm-f(h-,)y + [gitd-g(ti-,)Ÿ 

1=1 i = 1 


= I JU'dDf + ig'itnf (ti-b-i). 

/= 1 

Como /' y g' son continuas sobre [a, b], estân acotadas sobre [a, b], Sea 
|/'(r)l Ky \g'{t)\ < M para todo t€[a,b]. De donde 


Lp^Y. \/K^ + MUti-ti-,) {b-a)s^/K^ + M^ 

i= 1 


para toda particiôn P de [a, b]. Por tanto, {Lp\Pe if} es acotada superiormente 
y C es rectificable. 

Nos queda por probar que 

L = £ ^(f'Ÿ + ig'f. 


Por el teorema 9.4c sabemos que 


lim Lp 

|Pi-0 


' Jif'ŸHg'Ÿ. 

a 


Por tanto, para cada e > 0 existe una d > 0 tal que |P| < d implica 


\Lp 


'b 

J ^ 




< e . 
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Ademâs, como L es el supremo de {Lp\Pe‘S}, sabemos que para cada 
e > 0 existe una particiôn de [a, b] tal que 

0 L—Lp^ < 8 . 

Elijamos P con |E1 < <5, y sea Pj = E u Ej. Como P 2 es un refinamiento 
de P, \P 2 \ < 1^1 < ^. De donde 

|Lp, - j” 

y por el lema 10.5, como P 2 es también un refinamiento de Pi, 

0 ^ L~Lp^ < P-Pp, < £■ 

Por tanto 


P- j(rŸ+i9'f\<\p-Ppj+\p 


P2 


^if'Ÿ + i9'f\<2E. 


Esta desigualdad se verifica para todo e > 0, de donde se signe que 

'b 


s/if'Ÿ+{9'Ÿ- 


Esto compléta la prueba. 

La formula para la longitud de 

^ = m 

C: 

y = g{t), t€[a, b\ 

se escribe a menudo en la siguiente forma: 

"b 

10.7 L = 

Si definimos 


^{D,xŸ + {D.yfdt. 


La formula se hace 

10.8 


L = 


lR'(f)ldt. 


Cuando avancemos un poco mâs en anâlisis veremos que el vector R'(t) es 
un vector tangente a la curva en el punto R(r). 

Antes de ilustrar unas pocas aplicaciones del anterior teorema exami- 
nemos dos casos especiales. El primero de éstos es cuando C es la grâfica 
rectangular sobre [a, b] de una funcion /. La curva C es, entonces, la 
grâfica de la ecuaciôn 

C: y = Rx), xs[a,b\. 
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Las ecuaciones paramétricas para G son 


X = t 

G: 

y = f{t), te[a,b\. 

Si / tiene una derivada continua sobre [a, b], entonces, por el teorema 10.6, 
la longitud Z. de C desde x = a hasta x = è es 


10.9 


L = 


Vi+(/y, 


lo que podemos también expresar en la forma 


10.10 


L = 




El otro caso especial es cuando C es la grâfica polar de una funciôn F 
sobre [a, b\. La curva C es la grâfica polar de la ecuaciôn 


e: r = E(0), 0e[a,è]. 


Las ecuaciones paramétricas para C son 


Tenemos aqui 


X = F{0) cos d 
G-. 

y = F(0) sen 0, 9e[a, b], 
Dgx = F'(9) cos 9-F{9) sen 9 


Dey = F'(9) sen 9 + F(9) cos 9 


y 

{DexŸ + {DeyŸ = IF'i9)f + [Fi9)Ÿ. 


Por tanto, si F tiene derivada continua sobre 
teorema 10.6, que 


10.11 


L = 



[a, b]. 


tenemos, por el 


lo que podemos expresar en la forma 


10.12 


L = 


Jr^ + {DerŸd9. 


La ventaja de las notaciones usadas en (10.7), (10.10) y (10.12) es que hay 
el acuerdo general de que la notaciôn misma indica cômo la curva esta 
siendo representada analiticamente. Las ecuaciones (10.10) y (10.12) son, 
desde luego, casos particulares de (10.7). 
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10.13 Ejemplo. La circunferencia C de radio a(a > 0) y centro en el 
origen tiene las siguientes representaciones anallticas; 


1 ) 


I X = a cos 0 
y — a sen 0, 6e [0, 2n] 


2) r = a 

3) x^ + y^ = . 

Determinese, partiendo de cada una de estas representaciones analiticas de 
la circunferencia C, la longitud de C. 


SOLUCIÔN 1. 


DgX — —a sen 6 
Dgy = a cos 0 
(DgxŸ + iDgyŸ = a\ 


Por tanto 




SoLUCiÔN 2. Dgt = 0. Por tanto 


L = 


2na. 


•2it 


^r^HDerŸ = J == 2 


na. 


SoLUCiÔN 3. Por la tercera representaciôn analitica, sabemos que la 
semicircunferencia superior tiene la ecuaciôn 


y = V 


= -xly/a^-x^ 


l+(0.yr 


1 + 




2 2 
a —X 


La derivada no es continua en los puntos extremos x = 
ï*uede demostrarse, sin embargo, que la intégral impropia 


-a y X = a. 


J^+{D^yŸdx 


=r 

J \la^- 


:dx 


converge y es la longitud de la semicircunferencia. 
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Nota. Por cualquiera de las representaciones analiticas anteriores 1) o 2) 
puede verse que la longitud 5 (m) del arco de circunferencia que va de 
0 = 0 a 0 = w, es 

r“ 

10.14 s(u) =1 a = au. 

Jo 

Como no hemos dado una definiciôn de las funciones seno y coseno que 
sea independiente de la longitud de los arcos de circunferencia, esto no 
es una prueba de (10.14.) Indudablemente, esto séria un razonamiento 
circular. La intégral en la soluciôn 3 proporciona un medio de calcular 
el numéro n y, por tanto, de computar la longitud de los arcos de circun¬ 
ferencia. Esta intégral puede usarse para définir las funciones circulares 
inversas arcsen y arccos, y ésta es una forma de llegar a una definiciôn 
de las funciones seno y coseno. [Cuando avancemos mâs en anâlisis 
podremos completar la discusiôn de las funciones circulares demostrando 
la existencia de un par de funciones x y y que satisfacen las ecuaciones 
diferenciales 

10.15 x' = J y j' = — X 
y las condiciones iniciales x(0) = 0 y >>(0) = 1.] 

10.16 Eiemplo. Sea 

r(0 = (/(0,^(0) 

el radio vector que indica la posiciôn de una particula en el instante t. 
El vector 

se llama velocidad de la particula en el instante t. La longitud lv(t)l de la 
velocidad v(t) se llama velocidad lineal v{t) de la particula en el instante t\ 
v{t) = lv(/)l = yj[f'+ [9' {f)Ÿ ■ Demuéstrese que la velocidad lineal es la 
razôn entre la distancia que la particula ha recorrido y el tiempo. 

Soluciôn. La trayectoria de la particula viene dada por 

= /(O 
y = 

Denotemos por s(t) la distancia que la particula ha recorrido en el intervalo 
de tiempo [0, t]. Entonces, en la hipôtesis de que f y g' son continuas, 

5(0 = j' Jif'Ÿ+ig'Ÿ 

Por el primer teorema fundamental del calcule 

10.17 D,s(o = 5'(0 = Jf\tŸ+g'{tŸ = |v(0i = i>(0. 
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Nôtese también que hemos demostrado que 


10.18 



La distancia viajada puede obtenerse integrando la velocidad lineal.* 


10.19 Ejemplo. Determinese la longitud de la curva 

C: 

desde(-l, 1) a (2^2, 2). 



FIGURA 19 


SoLUCiON. (Figura 19.) La ecuaciôn 

y = 

es también una ecuaciôn de C, y C es la grâfica de la funciôn 


L=J J\+^x~^'\lx. 

Esta es una intégral impropia, y sugiere que deberiamos intentar encontrar 
una representaciôn analitica mejor de C. Haciendo x = vemos que 
y = es decir, todo punto de C estâ sobre la curva cuyas ecuaciones 
paramétricas son 

X = 

y = re< —(X), oo)>. 


^ En algunas traducciones recientes aparece el término “rapidez” por “velocidad 
lineal”. Hemos empleado esta ùltima expresiôn por créer que su uso es mâs general y 
mâs tradicional. [N. del T.] 
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Reciprocamente, todo punto (x, y) = , t") dado por estas ecuaciones 

paramétricas satisface y estâ sobre C. Por tanto, éstas son ecua¬ 

ciones paramétricas de C. El valor t = —l corresponde al punto (—1, 1) 
y t = ^2 corresponde a (2^2, 2). Luego 


L = 


-1 


[ J 9 t* + At^dt + 


’V2 

1 


Como el integrando es una funciôn par, obtenemos 


+ dt. 


L = 2 J9t'^+At^dt + 


V2 




Para t > 0 


j9t*-^-At^ = tj9î^+A = ^j9t^ + AD,{9t^+A) 
= âVA(9^^ + 4)^^^ 


De donde 


L = 


jt(9<" + 4) 


3/2 


-b yV(9ï^ + 4)'/' 


V2 

1 


— . 2 — . 11^/2 2 . j.3/2 J_i_ . 9')3/2 1 , 1 '3 3/2 

“27**^ 27* ' 27^^ 27 

= âV(13^''^-b22^^^-16). 

Nota. El uso hecho en el anterior ejemplo de la simetrla de la curva 
con respecto al eje 7 évita la necesidad de hacer notar que 

J9t'^ + At^ = -tj9t^A-A= -^D,{9t^ + AŸ'^ cuando /^O. 


Problemas 

1. Hâgase el bosquejo y determinese la longitud de cada una de las 
siguientes curvas; 

a) X = 5t — 2, y = 2t-t-8 desde t = 1 hasta t = 5. 

1 

b) X = Jt, y = - \ -desde t = 1 hasta t = 3. 

8 4f 

c) y = 2x^^^ desde x = 0 hasta x = 11. 

d) y^ — 8x^ = 0 desde (—1,2) hasta (27, 18). 

e) r = 1 -t- cos 0. 

f) r = 26^ desde 8 = 0 hasta 9 = 2k. 
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d) 


r = a sen^ 


0 

3' 


h) Un arco de la cicloide x = / — sen j = 1 — cos r. 

2. Exprésese la longitud de cada una de las siguientes curvas como 
una intégral definida: 

d) Un arco de la grâfica de la funciôn seno. 

b) Una elipse de eje mayor 8 y eje menor 4. 

c) Un rizo de r = sen 26. 

f"' dt 

d) y = \ — desde x = ^ hasta x = 2. 

t 

e) La longitud de la secciôn cônica 

ed 

r = - 

l — e cos 6 


desde el vértice hasta el punto correspondiente a 0 = njl. 

3. d) Demuéstrese que la longitud de la elipse 
X = a sen u 

y = b cos U, 0 < b ^ a 


es 


4a 


'it/2 


senY'^ 


donde e = ( 1 — ^ 1 es la excentricidad de la elipse. Esta es una 
intégral ellptica de segunda clase. 

b) Usando tablas de la'intégral ellptica determinese la longitud de la 
elipse con eje mayor 2a y e = 0, 0.05, 0.10, 0.30, 0.75, 0.99. 

4. Sea C la curva cuyas ecuaciones paramétricas en coordenadas polares 


son 


r = t](t) 

6 = (p(t), te{a,b\. 


Suponiendo que r\ y (p tengan derivadas continuas sobre [a, b\, demuéstrese 
que la longitud Z. de C es 


L = 


+ = j" J{p,rŸ+r\D,d-Ÿdt. 
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5. Hâgase el bosquejo y determinese la longitud de cada una de las 
siguientes curvas. 

a) r = t^, 0 = 2t desde t = — 7r/4 hasta t = njl. 

b) r =- t^, 6 = nt^ desde t = 0 hasta t = 2 . 

c) r = sen t, 6 = sen t. 

6. Una particula se mueve a lo largo de la parâbola y = 

El componente horizontal de su velocidad es una constante. Al tiempo t = 0 
la particula esta en el origen y su velocidad inicial es 10(1, 1) pies por 
segundo. 

à) Determinese la velocidad y la aceleraciôn de la particula. Si 
*■(0 = C/(0> 9(0)^ la aceleraciôn de la particula es a(/) = r''(t) = 

v'(0 = 

b) ^Cuâl es la velocidad de la particula en su mâxima allura (a > 0)? 

c) ^Cuândo alcanza la particula el eje XI 

d) Demuéstrese que, reciprocamente, si la aceleraciôn de la particula 
es (0, —a), si la posiciôn inicial de la particula es el origen y si la 
velocidad inicial de la particula es 10(1, 1), entonces, la particula 
se mueve a lo largo de la parâbola 

« 2 

y =-X +x. 

200 

7. Sea r}{t) la distancia de la particula al origen en el instante /, y sea 
(p{t) el ângulo de inclinaciôn del radio vector r(t) que situa la particula 
en el instante t\ es decir, r = >j(/), 0 — y 

•■(0 = 7(0 (cos (p(t), sen(p(!)). 

Supongamos que la particula no pasa por el origen (i](() > 0 para todo t 
en R). Demuéstrese que: 

a) La velocidad de la particula en el tiempo t es 

v(r) = tj'(t) (cos <p(t), sen (/>(/))+>/(;) (p'(f) (cos <?(/), sen f/>(t))^. 

b) La velocidad lineal de la particula en el tiempo ! es 

i’(0 = JUi'(t}Ÿ + nHt)[<p'(t)Ÿ. 

c) La componente de la velocidad en el tiempo l en la direcciôn r(t) 
es ^'(0 = (Esta componente de la velocidad se llama componente 
radial.) 

d) La componente de la velocidad en la direcciôn [r(/)]'' es f;'(t) ip'{t) 
= rD,0. [Esta componente de la velocidad se llama la componente 
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transversa', |!p(Oi se llama velocidadangular de la particula alrededor 
del origen (radianes/segundo); para un movimiento confinado a un 
piano (p(t) = D,G se llama velocidad angular alrededor del origen.] 

e) Si la particula se mueve sobre una circunferencia con centro en el 
origen, la velocidad es tangente a la circunferencia y la velocidad 
lineal de la particula en el instante t es igual al radio de la circun¬ 
ferencia por la velocidad angular alrededor del origen en el instante t. 

f) Si r(/) = {f{t),g{t)), la aceleraciôn de la particula en el tiempo t es 
a(t) = v'{t) = if"{t),g"{t)). Si la particula se mueve sobre una 
circunferencia de radio Tq con velocidad angular uniforme (constante) 
(û alrededor del centro de la circunferencia, enfonces, con una 
elecciôn apropiada del sistema de coordenadas co es no negativa y 

*■(0 = ro(cos cot, sen cot) 

v(0 = m[r(f)r =î^[r(0]" 

^0 

a(0= -^r(0 

'•o 

|a(OI =û)'ro = ^, 
ro 

donde Vq es la velocidad lineal de la partieula. 

8. El vector de posiciôn de una particula en el instante t es 

r(f) = ro(cost^ senf^). 

Determinense 

à) La velocidad v(t) de la particula. 

b) La velocidad lineal v(t) de la particula. 

c) La distancia s(t) que la particula recorre en el intervalo de 
tiempo [0, t]. (Exprésese como una intégral definida.) 

d) La velocidad angular D, 6 de la particula. 

e) El componente radial D, r de la velocidad. 

/) El componente transverso rD,9 de la velocidad. 

g) La aceleraciôn a(t). 

h) El componente normal de la aceleraciôn, donde la normal a la 
circunferencia esta dirigida hacia el centro de la circunferencia. 

/) El componente tangencial de la aceleraciôn donde la direcciôn 
positiva de la tangente es la de la velocidad. 

J) s"(t) = la razôn de cambio de la velocidad lineal. 

Demuéstrese que 

k) La componente tangencial de la aceleraciôn es v'(t). 

l) La componente normal de la aceleraciôn es n^(/)/ro. 
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11. RESUMEN 


En este capitulo hemos visto cômo se generalizan conceptos fisicos y 
geométricos y cômo las leyes fisicas generales pueden expresarse en términos 
de la intégral y de la derivada. Las aplicaciones se han ilustrado con ejemplos 
y problemas. Desde luego, las aplicaciones son tan numerosas que solo 
podemos discutir unas pocas. Hemos visto también las aplicaciones de la 
intégral al estudio de las ecuaciones diferenciales (por ejemplo, el 
teorema 5.4). 

Hemos introducido la notaciôn de la intégral indefinida y hemos 
estudiado dos importantes métodos de integraciôn. El propôsito de estos 
métodos es el de ensenar a usar las tablas en forma inteligente en la 
evaluaciôn de las intégrales y en el estudio de las funciones definidas por 
integraciôn. El teorema de sustituciôn (teorema 7.5) es de importancia 
prâctica y teôrica en la transformaciôn de las intégrales definidas. En el 
capitulo 15 se estudiarân mâs sistemâticamente las técnicas de integraciôn. 

Problemas de repaso 

1. Determinese el area bajo un arco de la grâfica de sen o (<u/+ô) • 

2. Determinese el area de la regiôn limitada por las curvas 

y = ~Ja^-x^ y y = a-Ja^-x^. 

3. Demuéstrese que el area de cuaiquier segmente de una parâbola 
limitado por una cuerda perpendicular al eje de la parâbola es igual a dos 
tercios del ârea del rectângulo formado por la cuerda, la tangente al vértice, 
y las dos rectas paralelas al eje que pasan por los extremos de la cuerda. 

4. Determinese el ârea de la regiôn situada en el interior del circule 
r = 3a cos 6 y fuera de la cardioide r = a{\ + cos 9). 

5. Determinese el ârea limitada por cada una de las siguientes curvas: 

a) r = 4 — 4 cos 6 t>) r = 3 + sen 3 9 

c) r = cos .30 d) = sen 20. 

6. Determinese el ârea de la regiôn situada sobre el arco parabôlico 

X = sen 0 
y = cos 20, 06R 

y debajo de la recta y = 1. 

7. Determinese el ârea de la regiôn limitada por la hipocicloide 

X — a cos^ t, 
y ■= asQV? t, /e[0, 27r]. 
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8 . iCuâl es el area de la région limitada por la curva cuya ecuaciôn 
es — x^(16-x)? 

9. i Cuâl es el ârea de la région limitada por el rizo de la curva cuya 
ecuaciôn es 4y^ = x^(4 — x)? 

10. 6 Cuâl es el trabajo hecho al elevar un bulto que pesa 679.5 kilo- 
gramos hasta una distancia de 22.88 métros sobre el suelo si el cable pesa 
0.2766 kilogramos por métro y la mâquina que hala del cable esta a 
30.50 métros del suelo? 

11. El principio de Arquimedes (287-212 a.c.) nos dice que un cuerpo 
inmerso en un fluido es impulsado hacia arriba por una fuerza igual al 
peso del fluido que desplaza. i,Cuâl es el trabajo necesario para sumergir 
una bola esférica de 500 libras de peso y 10 pies de diâmetro en el agua si 
el peso de ésta es de 62 libras por pie cûbico ? 

12. La cantidad Q de calor generado por una corriente constante Îq en 
una resistencia H en el intervalo de tiempo [a, b\ es 

Q = Rio\b-a). 

Discùtase la generalizaciôn de esta formula cuando la corriente es una 
funciôn del tiempo. 

13. Derivese una fôrmula para el volumen del sôlido obtenido haciendo 
girar una elipse a) alrededor de su eje mayor, b) alrededor de su eje menor. 

14. La région limitada por y = cos x y >> = sen x entre x = 0 y x = ;t/4 
se hace girar alrededor del eje Y. ^Cuâl es el volumen de este sôlido de 
revoluciôn ? 

15. ^Cuâl es el volumen del sôlido de revoluciôn formado al hacer 
girar la porciôn del circule x^+y^ ^ 25 entre x = 1 y x = 3 alrededor 
del eje X? 

16. Un sôlido tiene una base eliptica con un eje mayor 45.72 centi- 
metros y un eje menor de 20.32 centimètres. i,Cuâl es el volumen del 
sôlido si toda secciôn transversal perpendicular al eje mayor es a) un 
cuadrado; b) un triângulo equilâtero? 

17. La base de un sôlido es un circule de radio r. Toda secciôn perpen¬ 
dicular a la base y a un cierto diâmetro de la base es un triângulo equilâtero. 
^Cuâl es el volumen del sôlido? 

18. Los ejes de dos cilindros, ambos de radio r, se cortan en ângulos 
rectos. i,Cuâl es el volumen comün a los dos cilindros? 

19. Un madero cilindrico es de radio a. Producimos una cuna haciendo 
un corte perpendicular al eje del madero y un segundo corte que forma 
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un ângulo a con el primero y que lo intersecta en el centre del leno. i Cuâl 
es el volumen de la cuna ? 


20. Una partlcula comienza a moverse en el instante cero y se mueve 
con una aceleraciôn que es proporcional al tiempo. Después de 9 segundos 
la aceleraciôn es de 3.048 metros/seg^. Después de 25 segundos la partlcula 
estâ a 3 050 métros del punto de partida. ^Cuâl fue la velocidad inicial 
de la partlcula ? 


21. ^Cuâl es la soluciôn sobre < — 00 , 00 ) de 

J' = kl" 

que satisface ^(O) = 0? 

22. Demuéstrese que 


rs 


a) 

b) 

c) 


x + 2 


0 x^ + 4x + 5 


■dx =- 


2 J 


di 
s t 


'njl 


Cit/2 


COS = 


sen 


'Inliù 4 

cos" O (col-S) = — 
0 CO 


rzi: 


cos = 


CO 


cos . 


23. Se impulsa un cohete hasta 200 millas sobre la superficie de la 
tierra. A esta altura el propelente se termina y el cohete tiene una velocidad 
de Vq millas por hora en una direcciôn radial respecto al centro de la tierra. 
Discùtase —sin tener en cuenta la resistencia del aire— la trayectoria de 
fase del cohete. (Véase el problema 10, secciôn 7, pâg. 621.) Hâganse 
bosquejos de las trayectorias de fase que ilustren la discusiôn. El radio de 
la tierra es aproximadamente de 6 378.39 kilômetros y la aceleraciôn 
de la gravedad en la superficie de la tierra es aproximadamente de 
9 7536 metros/seg^. Calcùlese cuâl es la velocidad minima en millas por 
segundo a la que el cohete no vuelve a la tierra. 


Sugerencia. F(x) = — > donde r es la distancia del cohete al centro 

de la tierra, m es la masa del cohete, M es la masa de la tierra, y k es una 
constante de proporcionalidad que dépende de cuâles sean las unidades 
usadas. La cantidad kM puede determinarse por la segunda ley del movi- 
miento de Newton y la informaciôn que se tiene. Sea el punto en el infinito 
el punto de potencial gravitacional cero; es decir, sea 


U(x) = -W^(F) = -kmM 



dr 
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Las ecuaciones de las trayectorias de fase son de la forma 

24. Una barra delgada recta tiene una longitud / y una densidad lineal p 
(no necesariamente constante). Un cuerpo esférico hoinogéneo de masa M 
se coloca en llnea recta con la barra con su centre a una distancia d de uno 
de los extremos de la barra. Exprésese la fuerza gravitacional entre la 
barra y la estera como una intégral definida. Dése una justificaciôn razonable 
de la contestacion. (En este problema la esfera puede considerarse como 
una partlcula de masa M localizada en el centre de la esfera. Puede el lector 
suponer que este es cierto por hlpôtesis, pero si es capaz de elle, justifique 
esta hipôtesis.) iCuâl es la fuerza gravitacional sobre la barra si p es 
constante ? 

« 2 *''2 

25. Una partlcula se mueve a lo largo de la parâbola J =-2^2-^ 

La componente horizontal de su velocidad es una constante. En el instante 
t = 0 la partlcula estâ en el origen y la componente horizontal de su 
velocidad es . 

a) iCuâl es la velocidad inicial de la partlcula? 

h) iCuâl es la aceleraciôn de la partlcula? 

c) iCuândo alcanza la partlcula su mâxima altura? {a > 0) 

d) i Cuândo alcanza la partlcula el eje X7 

é) Demuéstrese que, reclprocamente, si la aceleraciôn de la partlcula 
es (0, —a), si la posiciôn inicial de la partlcula es el origen y si la 
velocidad inicial de la partlcula es (r,, r2), entonces la partlcula se 

- « 2 *^2 

mueve a lo largo de la parâbola y = r-7 x + x. 

Z r, 1 

2 

26. Una partlcula se mueve a lo largo de la espiral con una 

velocidad angular que es proporcional al tiempo. En el instante t = 0 la 
partlcula estâ en el origen. En el instante t = 2 la partlcula estâ en el 
punto r = 2/71, 0=1. Determlnese en el instante t = lO^Jn. 

a) La posiciôn de la partlcula. 

b) La velocidad de la partlcula. 

c) La aceleraciôn de la partlcula. 
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Capitule 
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Funciones 


1, INTRODUCCIÔN. CLASIFICACIÔN DE FUNCIONES 

En este capitulo nuestro principal propôsito es introducir varias nuevas 
funciones e investigar sus propiedades. 

Comenzamos con una clasificaciôn de las funciones reales de variable 
real. Algunos de los tipos de funciones que abajo mencionamos ya se han 
definido anteriormente, pero se recuerdan de nuevo. 

A) Una funciôn polinomial es una funciôn de la forma 

p=i «d* 

fc = 0 

donde las son funciones constantes. Por ejemplo 

3d + 2/^-3/+5 
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es una funciôn polinomial. Una funciôn polinomial se obtiene verificando 
un numéro finito de operaciones de adicion y multiplicaciôn sobre la 
identidad y funciones constantes. 

B) Una funciôn racional es el cociente de dos funciones polinomiales. 
Por ejemplo, 

2 /^ + 1 
7 + 2 

es una funciôn racional. Una funciôn racional se obtiene verificando un 
numéro finito de operaciones de adiciôn, multiplicaciôn y divisiôn sobre 
la identidad y funciones constantes. Las funciones racionales incluyen las 
funciones polinomiales como casos especiales. 

C) Una funciôn algebraica simple es una funciôn que se obtiene verifi¬ 
cando un numéro finito de operaciones de adiciôn, multiplicaciôn, divisiôn 
y extracciôn de raices sobre la identidad y funciones constantes. Por 
ejemplo, 

es una funciôn algebraica simple. Las funciones algebraicas simples incluyen 
las funciones racionales como casos especiales. 

D) Aunque nuestro interés principal respecto a las funciones algebraicas 
se circunscribe a las funciones algebraicas simples, senalaremos, para ser 
complètes en nuestra clasificaciôn, que una ecuaciôn de la forma 

/ + ^iW/“‘+7Î2(-X')/"^ + ... + /î„_i(x)y + 7?„(x) = 0, 

donde 7?i,son funciones racionales, se dice que define, como sus 
soluciones, funciones algebraicas. Estas funciones algebraicas mas generales 
incluyen las funciones algebraicas simples como casos especiales. 

E) Una funciôn que no es algebraica, se dice que es trascendente. 
No siempre es fâcil probar que una funciôn dada es trascendente. En este 
capitulo nos ocuparemos de aquellas funciones trascendentes a las que 
a menudo se hace referencia como funciones trascendentes “elementales”. 
Incluyen las trigonométricas, las trigonométricas inversas, las logaritmicas, 
las funciones exponenciales y ciertas combinaciones de funciones exponen- 
ciales. Las funciones elementales trascendentes que no hayamos definido 
previamente serân definidas en este capitulo. 


2. FUNCIONES INVERSAS 

Varias de las funciones que se definen en este capitulo se definen como 
inversas de funciones ya conocidas. Recuerdese que una funciôn es un 
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conjunto de pares ordenados tal que no existen pares distintos con un 
mismo primer elemento. Si una funciôn es univalente, es decir, si tiene la 
propiedad adicional de que no hay pares distintos con el mismo segundo 
elemento, entonces la funciôn tiene una funciôn inversa. La funciôn inversa 
se obtiene intercambiando los primeros y segundos elementos en los pares 
ordenados de la funciôn original. Asi pues, el dominio de la funciôn original 
se convierte en el rango de la funciôn inversa y el rango de la funciôn 
original se convierte en el dominio de la funciôn inversa. En esta secciôn 
investigaremos los problemas de la continuidad y la diferenciabilidad de 
las funciones inversas. 

2.1 Teorema. Si f es una funciôn creciente (decreciente), entonces f es 
univalente y tiene una inversa f*. La funciôn f* es también creciente 
( decreciente). 

Prueba. Desarrollamos la prueba para / creciente. La prueba para / 
decreciente se signe del resultado para / creciente reemplazando / por — /. 

Para probar que / es univalente debemos demostrar que si /(a,) 
= fixi), entonces = Aj. Hacemos esto demostrando que si Aj, Ajeï)^, 
y Al # A2, entonces /(ai) / fixf). Si a, # A2 entonces Ai < A2 o A2 < a, . 
De donde, como / es una funciôn creciente, /(ai) < fixj) o /(A 2 ) < /(A]). 
Es decir, Ai # A 2 implica /(aj) # /(A 2 ) y, por lo tanto, / es univalente. 

Como / es univalente, tiene una inversa /*. Pasamos a demostrar que f* 
es una funciôn creciente. Tômense j,, j2e®/ = ^V* ^ y^- 

Si /*(>’i) > /* 02 ). entonces = f(f*(yi)) > f(f*iy 2 )) = yz - Por tanto, 
>>1 < J 2 implica f*(yi) < f*{y 2 ), es decir, /* es una funciôn creciente. Lo 
que compléta la prueba. 

En la prueba de los teoremas relativos a la continuidad y diferenciabilidad 
de la funciôn inversa, hacemos uso del resultado del teorema 4.6 del 
capitule 9 (pâg. 435); si una funciôn f es continua sobre un intervalo 3^, 
entonces f(2) = {/(A)|Ae3} es un intervalo. De este teorema obtenemos 
el siguiente resultado para funciones crecientes (o decrecientes). 

2.2 Teorema. Si una funciôn f es continua y creciente (decreciente) sobre 
un intervalo cerrado [n, ô], entonces /([a, ô]) = [/'(fl), f{b)] (o /([fl, ô]) = if(b), 
f(a)])yf«a,b» = </(«),/(è)> (fl/«a,ô» = </(ô),./(«)». 

Prueba. De nuevo efectuamos la prueba para / creciente. Si / es decreciente, 
considérâmes — /. 

Como / es continua sobre [a, b], /([a, ô]) es un intervalo. Ademâs 
como / es creciente, 

/(fl) = Inf / y f{b) = sup /, 

la, i] la, b] 
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de modo que 


f(\a,b\) cz[fia),m]. 

Sin embargo, f{a)ef{[a, è]) y f{b)ef{[a, b]), y como f{[a, b]) es un intervalo, 
todos los puntos entre /(a) y f{b) pertenecen a f{[a, b\), es decir, 

ma),f{b)] c f{[a, b]). 

Por tanto, 


f{[a,b\) = [f{d),f{b)]. 


Como / toma el valor f{d) solamente en a y el valor f{b) solamente 
en b, concluimos también que 


f«a,by)= <f(a),fib)y. 

2.3 Teorema. Sea f una funciôn definida sobre un intervalo 3 y creciente 
(decreciente) y continua sobre J. Entonces f*, la inversa de f, es continua 
sobre el intervalo /(3)- 


Prueba. El teorema es trivial si 3 no consiste en mâs de un punto. Podemos, 
pues, suponer que 3 consta de mâs de un punto. Efectuamos la prueba 
para / creciente. De nuevo, la prueba para / decreciente se obtiene 
considerando — /. 

Sea yo un punto interior de /(3)y sea ;co = /*(yo). Entonces Aq es un 
punto interior de 3- Deseamos demostrar que para cualquier numéro e > 0 
existe un numéro <5 > 0 tal que 

l/*(j)-/*Oo)l < £ 

siempre que ye/( 3 ) y 

Ij-JoI < à, 

es decir 

/*«>’o-^,yo + ^» c a*Oo)-£./*(yo) + e>. 

Dado fil > 0 sea e tal que £, > e > 0 y [xp-e, Xp + e] c 3- Como / es 
una funciôn creciente, /(xp - e) </(xp) </(xp + e) (figura 1). Sean 
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ài y Ô 2 definidos por /{xq—b) = yo~^i y /(^o + 6 ) = yo + ^2- Si, ahora, 
ô — min {^1, entonces 

<yo-^,yofà> c <yo-^i.yo+^2> =/«^o-£.^o+£», 

de donde 


/*«yo-^-yo + '5» <= <Xo-e, jfo + Ê> = </*(yo)-e,/*(yo) + Ê>- 

Si el extremo izquierdo a pertenece a entonces f{a) pertenece a /(3). 
Deseamos demostrar que f* es continua a la derecha (al lado positivo) 
en fia). Es decir, deseamos demostrar que dado cualquier numéro £ > 0 
existe un numéro 5 > 0 tal que 

f*iy)-f*(fia)) = f*iy)-a < B 

siempre que ye’Dj-, y 

0 <>> -/(û) <5; 

es decir, 

f*([f(à),fia) + ôy) cz [f*ifia)lf*(fia)) + By = [a,û + £>. 

En este caso, dado £, > 0, sea e tal que e, > e > 0 y [a, a + £] c 3^ 
Definamos ô — fia + e)—f(a). Entonces 

[fia),fia)+ôy=fi[a,a + By) 


y de aqui 

f*([fia)Jia) + ôy) = [a,fl + £>. 

Un argumente anâlogo es vâlido para la continuidad a la izquierda de /* 
en fib) si el extremo derecho beTt. 



Puede darse una interpretaciôn geométrica a la derivada de la funciôn 
inversa (figura 2). La grâfica de la funciôn inversa /* puede obtenerse de 
la grâfica de la funciôn / por reflexiôn respecte de la recta {{x, jc)} ya que 
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esta réflexion intercambia los elementos primero y segnndo en los pares 
ordenados. Supongamos que Pq = (•Xo,>'o) es un punto sobre la grâfica 
de f en el que / es diferenciable, y sea a el ângulo de inclinaciôn de la 
tangente a / en Pq. Entonces /'(xq) = tan a. Qq = (>’o, Xq) es la imagen 
de Pq bajo la réflexion respecto de la recta {(x, x)} y es por elle un punto de 
la grâfica de /*. La tangente a la grâfica de /* en Qq hace el ângulo, a 
con el eje Y. Sea /i el ângulo de inclinaciôn de la tangente a /* en Qq. 
Entonces [Df*] (>’o) = tan /f. Pero a + jS = Tijl si ae<0,7r/2> y a + jS = 37r/2 
si aG<7r/2, 3nj2'), de modo que 


[ü/ *] (>'o) 


tan P = -= - 

tan a [D/] (xq) 


1 

[(D/) ./*] (vo) ■ 


La grâfica de la funciôn inversa puede obtenerse por reflexion respecto de 
la recta {(x, x)}, y la formula anterior nos dice que la tangente en un punto 
de la grâfica de la funciôn inversa puede obtenerse también por reflexiôn 
respecto de la recta {(x, x)}. Esta fôrmula se prueba analiticamente en el 
teorema 2.4 que a continuaciôn damos. 


2.4 Teorema. Sea f una funciôn diferenciable sobre un intenalo 3 y sea 
[£)/}(y) > 0 (o [D/] (x) < 0) para todo xej, Entonces /*, la inversa de f, 
es diferenciable sobre el intenalo fQ) y 

Df* = -! — - sobre f (2). 

{Df)of* 

Prueba. / es creciente (decreciente) sobre 3; luego, por el teorema 2.1, 
/* es también creciente (decreciente). Sean yo^fQ) y Aq = f*(yo)- Para 
cada k tal que yo + kefQ), definamos 

h(k) = f*(yo + k)-f*(yo). 

Como /* es una funciôn creciente (decreciente), k 0 implica h{k) / 0. 
Tenemos ahora: f*(yo + k) = bik)+f *{}’(,) = h{k) + Xo y yo + k = f(xQ + h(k)). 
De donde 

llm . lin, tlt» 

fc -0 k k—O k 

1 1 

= lim - =- 

kjh(k) Hm kjh(k) 

k-’O 

1 

f(.Xo + h{k))-f{xo) 

lim- 

h(k) 

si el limite del denominador existe y no es cero. 
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Podemos aplicar el teorema 5.13 del capltulo 8 (pâg. 363) sobre el limite 
de xina funciôn compuesta. Para el présenté caso, el teorema dice: 

Si lim F (h) = lim J—= /'(xo) y lim h(k) = 0, entonces 

h->0 /i-O h i-.0 


lim [F o/i] (k) = lim 

k-’O k->0 


f{xo + hik))-f(xo) 
h(k) 


f'ixo) 


Tenemos lim h{k) = lim [/* (jo +/c)-/* (_Vo)] = 0 ya que f* es continua 

k->0 t->0 

en jo- Pof hipôtesis, /'(xq) / 0 y de aqui 


[£>/*] (yo) 


_ 1 _ 

lim /(^o + ^(fe))-/(^o) 
*-•0 h(k) 


1 

f'ixo) 


_ l_ _ 

L(Df)of*l (yo)' 


Por tanto 


Df* =-- 

{Df)^r 


sobre fQ). 


2.5 Ejemplo. Sea 

/(x) = x^ + 2x-5 

con = [— 1, oo>. Demuéstrese que/* existe y encuéntrese Z>/*(30). 

SoLUCiÔN 1. Tenemos Df = 21+2 y como Df{x) > 0 para xe< —1, oo>, 
/ es una funciôn creciente sobre [—1, oo>. De donde, por el teorema 2.1, 
f* existe y es también una funciôn creciente. Tenemos ahora, /(5) = 30 y 
^*(30) = 5. Como [{Df) o /*] (30) = [(2/+2) o/*] (30) = [2/+2] (5) = 
10 + 2 = 12/0, se tiene por el teorema 2.4 

Df*{3Q) =-î-= = —. 

[D/o/*](30) Dm 12 

SoLUCiÔN 2. Como / es una funciôn diferenciable creciente, sabemos por 
el teorema 2.4 que /* es diferenciable. Tenemos 

/'>/*= (/*)" + 2/* - 5 = / (sobre -Df ), 


de modo que 


D[f-f*] = 2f*Df* + 2Df* = 1. 
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Por tanto, 


1 


Df* 


2(f*+l) 


y 


[D/*](30) = 


1 

2(/*(30)+1) 


12 ■ 


SoLuciÔN 3. La ùnica soluciôn de 

f(x) = x^ + 2x-5 = y 


para X6[— 1, oo> es 

-2 + jr^i-5-y) 

2 


- l +^/6 + >>. 


Por tanto, /* tiene la régla de correspondencia 

f*(j) = - l+v'6+>’, J6[-6, oo> 

wniy) ^ 

y 

[Df*] (30) = «36)-'/^ = tV. 

2.6 Ejemplo. Sea / = sen sobre [ —;r/2, ;r/2]. Determlnese Df*(^j2). 

Soluciôn. Tenemos Z?/ = Z) sen = cos sobre [—;r/2, ;r/2] y cos x>0 
para X6< —7r/2,7r/2>. Por tanto / es una funciôn diferenciable creciente 
con derivada que no se anula sobre < —7r/2, n/l}. Luego, por el teorema 2.4 
sabemos que/* es diferenciable sobre /« — n^/2, n/2y) = < — 1, 1 >. Tenemos 
ahora 

f* O sen = / sobre [ —7 î/ 2, 7r/2]. 

Por tanto 

D(f* O sen) = [(Df*) o sen] cos = 1 sobre < —7t/2, nl2'} 


y 


(Df*) osen = — sobre < —7r/2,7i/2>. 
cos 


Como sen ;t/4 = ^212, obtenemos 

[(D/*)osen] (;r/4) = [D/*] (V2/2) = -i— = f2. 

COS 7r/4 
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Problemas 


1. Encuéntrese i>/*(>’o) en todos los siguientes casos. 
a) f(x) = x^+2- % = R; Jo = 10 

/W = ■^^ + 2a: + 3; = [—1, oo>; >^0 = 6 

flx) = sen Œ)y = [ —7t/2, n/l]; Jo = 0 
(l) Ax) = tan % = <-;t/2, nll}; >>0 = 1 

e) Ax) = ; ÎV = [1, oo>; yo = i 

f) Ax) = x^^^\‘Dj- = [0, co>; Jo = 3 

ff) Ax) = % = [0, co>; Jo = 9 

h) Ax) = sec x; Sj- = [0, n/l}; yo = 2. 

2. Bosquéjese la grâfica de /* para cada una de las / abajo dadas: 

«) Ax) = x^ + 2; 2)^ = R 

Ax) = x^ + 2x + 3; T)f = [—1, oo> 

c) Ax) = x^+2x + 3;^f = ( — CO, — l] 

^) Ax) = sen ;c; Sy = [ —7r/2, ;r/2] 
e) Ax) = sen Jc; î)y = [7t/2, 3 re/2] 

/) /W = tan jc; Dj. = (-n/2, re/2> 
ff) /W = tan jc; Sy = <re/2, 3re/2> 

/W = sec j;; % = [-re, -re/2> u [0, re/2> 

0 Ax) = sec a:; Dy = [0, re/2> u (n/2, re]. 


3. FUNCIONES ALGEBRAICAS 

Con la ayuda de los teoremas 2.3 y 2.4 ahora somos capaces de establecer 
la continuidad y la diferenciabilidad de las funciones algebraicas simples. 
Estas funciones se construyen partiendo de la funciôn identidad y las 
funciones constantes efectuando un numéro finito de operaciones de 
adiciôn, multiplicaciôn, division y extracciôn de raices. Sabemos que la 
identidad y las funciones constantes son continuas y diferenciables sobre R. 
Por otra parte, de acuerdo con los teoremas de las secciones 6 y 9 del 
capitulo 8, la surna, producto y cociente de funciones continuas y diferen¬ 
ciables es una funciôn continua y diferenciable, excepto en el caso del 
cociente en los puntos donde el denominador se anula. Asi pues, la ùnica 
cuestiôn pendiente es la del comportamiento de las funciones continuas y 
diferenciables con respecto a la extracciôn de raices. Es decir, ison las 
funciones = {(x, x'donde n es un entero positivo, continuas y 
diferenciables ? 

Si n es un entero positivo impar, podemos expresar n por n = 2it-t-1, 
donde k es un entero no negativo. Entonces 

DI" = = (2Â:-I-1)/^* 
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y [DI"] (x) > 0 para x ^ 0. Esto implica que para un n entero positivo 
impar, /" es una funciôn creciente y es, por tanto, univalente. En este caso, 
tenemos (/”)* = 7'^" e 

r O /'/" = /i/" O /” = 7 (m un entero positivo impar). 

Como para n entero positivo impar 7” es continua y creciente sobre R, por 
el teorema 2.3 la funciôn inversa !'■" es también continua y creciente 
sobre 7"(R) = R. Ademâs, como 7" es diferenciable sobre R con [DF] (a')> 0 
para —oo, 0) u <0, c»), por el teorema 2.4 la funciôn inversa 7'^" es 
diferenciable sobre 7"«- .3o,0> u <0, oo» = <-oo,0> u <0, co> para n 
entero positivo impar. 

Si n es un entero positivo par, podemos escribir n = 2k, donde k es un 
entero positivo. Entonces 

7)7" = D7^* = IkP^-' 

de modo que [7)7"J (x) < 0 para ag < - oo, 0> y [7)7"] (x) > 0 para .ve <0, oo>. 
Esto implica que para un n entero positivo par, 7" es una funciôn decreciente 
sobre < —oo, 0] y una funciôn creciente sobre [0, oo>. 7" no es univalente, 
pero la funciôn l+" — {(x, x")lxe[0, co>} es univalente. En este caso 
(7+")* = 7*^", de modo que, para n entero positivo par 

7" ol'i" = 7+" 0 7'-'" = 7+ 

e (n un entero positivo impar). 

7‘^" =>7+" = 7+. 

Como para n entero positivo par 7+" es continua y creciente sobre [0, oo>, 
por el teorema 2.3, la funciôn inversa es también continua y creciente 
sobre 7+"([0, oo» = [0, oo>. Ademâs, como 7+" es diferenciable sobre 
[0, oo> con [D7+"] (x) > 0 para xg<0, oo>, por el teorema 2.4 la funciôn 
inversa 7*^" es diferenciable sobre 7+"(<0, oo» = <0, oo> para n entero 
positivo par. 

Podemos ahora encontrar la derivada de 7''^". Como 
7" n 7*'" = 7 (sobre ®;i/n) 

y sabemos que P'” sobre < — oo, 0> u <0, oo> para n entero positivo impar y 
sobre <0, oo> para n entero positivo par, podemos usar la régla de la 
cadena (teorema 10.2, pâg. 389) para obtener 

D[/"o7i''"] = [«7"''o7'/"]D7''" = = D/ = 1. 

Por tanto, 

1 _ 

3.1 Dp!" = -l” 

n 
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sobre <-oo,0> u <0, oo> para n entero positive impar y sobre <0, go> 
para n entero positive par. 

,/ 1 

Para un n entero négative, sea m = —n. Entonces 1 y 


D/'/" = D -= 

J 1 /m 


-lD/‘ 

r2/m 


r 2/m 


- / 

m 



n 


Este extiende la formula (3.1) para n entero négative. 

Con la ayuda de (3.1) podemos ahora establecer la formula 

3.2 Dr = ri''' 

para un r numéro racional cualquiera. Sea r = m/n. Definimos entonces 

r = r"' = roi''". 

Usando ahora la régla de la cadena 

i-I + i I 

DI' = Diro!''"-] = rmr-'ol''"]-r = -/" " " 

n n 

= =rl'-'. 

n 

Hemos extendido asi el teorema 9.9 del capitule 8 (pâg. 686) para incluir 
no solamente los enteros sino también todos los numéros racional'es. Mas 
adelante, en este capitule, seremos capaces de demostrar que la misma 
formula es realmente aplicable para un numéro real cualquiera r. 

3.3 Ejemplo. Encuéntrese D^Jx^ + I. 


SoLUCiÔN. Usando (3.1) o (3.2) y la régla de la cadena, tenemos 


D[I'"^ (/^+1)] 



-(/'+!) 


21 = 


/ _ 


O, lo que es équivalente, 

dJ7T\ = -(x" + 1)-'^^2x)= 

2 Vx^+1 
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3.4 Ejemplo. Encuéntrese sen^'^ x. 

SoLUCiÔN. Usando (3.2) y la régla de la cadena, tenemos 

D[P'^ ■ sen] = O sen] cos o, lo que es équivalente, 

sen^''^ -^ = 1 sen‘^^ x cos x. 

Problemas 

1. Encuéntrese /' si 

a) / = /2/3 + 3/1/4 fj) f = y2_,_5/2/5 

c) /=/'/^ + /'/3 + 5 d) f = + + 

e) f = O (1 +2 tan) /) /(x) = ^^sen^ x 

g) f{x) = sec^'^ 2;f //) /(vr) = \l x'^ + 1 . 

2. Una pared de siete métros de alto esta a cuatro métros de una casa. 
Encuéntrese la longitud de la escalera mâs corta que alcanzarâ la casa 
desde el suelo fuera de la pared. 

3. Una casa y un almacén situados uno de otro a 91.5 métros de distanciai 
distan, respectivamente, 76.25 métros y 21.35 métros de una carretera recta. 
Un hombre quiere pasar por su correspondencia todos los dias cuando va 
del almacén a la casa. i Dônde deberia estar colocado el buzôn al lado del 
camino para que fuera mlnima la longitud del camino por recorrer y cuâl 
séria esta longitud minima? 

4. Dos automôviles se estân aproximando a una intersecciôn en ângulo 
recto. El primer automôvil se dirige hacia el sur a 48.270 kilômetros/hora 
(804.60 metros/minuto) y esté a 15.250 métros de la intersecciôn, mientras 
que el segundo automôvil se desplaza hacia el oeste a 72.405 kilômetros/hora 
y esta a 30.50 métros de la intersecciôn. ôCuâl es la razôn de la disminuciôn 
de distancia entre los automôviles. 

Sugerencia. s{t) = ^x^(t)+y ^(/) donde y(l} y x(t) son las distancias 
del primero y segundo automôviles respectivamente a la intersecciôn. 

4. LA FUNCIÔN LOGARÎTMICA 
1 

Sabemos que -una soluciôn de la ecuaciôn diferencial 

^ n +1 

y' = r « # - 1. 

En el caso n = — 1, no obtenemos una soluciôn en esta forma. Podemos 
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por ello esperar que las soluciones y = c + 


I ’ sobre <0, oo> de la 


ecuaciôn diferencial y' = f ^ conducirân a un nuevo tipo de funciôn. 


4.1 Definiciôn. La funciôn In 
de correspondencia 

In X 


= 1 /- 


definida sobre <0, oo> por la régla 


dt 
1 t 


se llama funciôn logaritmo natural o simplemente funciôn logariimo. 

De acuerdo con el primer teorema fundamental del câlculo, sabemos 
que la funciôn logaritmo natural es la soluciôn sobre <0, c») de la ecuaciôn 
diferencial y' = /“' que satisface j{l) = 0. Para x > 1, la funciôn 
ogaritmo natural puede interpretarse geométricamente como el ârea bajo 
a hipérbola yt = 1 desde t = 1 hasta t = x (figura 3). 



Obtenemos ahora algunas propiedades de la funciôn logaritmo. 
Segùn el primer teorema fundamental del câlculo, tenemos 

4.2 Dln = /"‘ sobre <0, co>. 


Se sigue inmediatamente del teorema 8.10 del capltulo 8 (pâg. 379), pues 
la funciôn logaritmo es diferenciable sobre <0, oo>, que es continua 
sobre <0, oo>. Por otra parte, (4.2) implica que la funciôn logaritmo es una 
funciôn creciente ya que /“‘es una funciôn positivamente valuada sobre 
<0, 00 >. Conocemos el valor de la funciôn logaritmo en un punto: 


In 1 


/-' = 0 
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de donde In esta positivamente valuada sobre <1, oo> y toma valores 
négatives sobre <0, 1>. 

Por integraciôn por partes, tenemos 


4,3 


In = (D/)In = / In — 

4 


I{D In) = / In - / . 


Una propiedad importante de ia funciôn logaritmo esta expresada por 
la formula 


4.4 In (ab) = In a + In (a > 0, b > 0). 

Para probar (4.4) observâmes que, por la régla de la cadena. 


In (ax) — — ■ a = - para a > 0, xe<0, oo). 
ax X 


Por tanto, por el corolario 4 2 del capitule 10 (pâg.458), como las derivadas 
de In X y In (ax) son iguales, las funciones difieren cuando mâs en una 
constante y 

In (ax) = In x + c. 

Tomando x = 1. vemos que 

In a = In 1 + c = c 

ya que In ! — 0. Por tanto 

In (ax) = In x + c = In x + In o. 

De donde, para ctialesquier a > 0, b > 0, tomando x = b obtenemos (4.4). 
Podemos demostrar, de modo anâlogo, que 

4.5 In x'' = r In X (x > 0. r racional). 

Com.o 

D[ln^r] = [(Dln)crjDr = [/■' r]rr~' 

= l"' rl'~^ = rl~' (sobre <0, oo)) 
y 

D[;-ln] = r[~' (sobre <0, oo)). 
por el corolario 4.2 (pâg.458) obtenemos 

In r = r\n + c (sobre <0, oo)). 

Evaluando en 1 obtenemos 

0 = 0 + c. 

De donde \n T = r In sobre <0, oo) o In x'' = r\nx para x > 0 y r un 
numéro racional cualquiera. 
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Ahora demostraremos que el rango de la funciôn logaritmo es < - oo, œ>. 
Para a > 1 sabemos que In a > 0. Por tanto, por (4.5), para cualquier n 
entero positive, 

In a" = « In a > 0 


y 


In a " = —n In a < 0. 


Ahora bien, la funciôn logaritmo es una funciôn continua sobre <0, cx)>. 
De donde, por el teorema del valor intermedio (pâg. 430), la funciôn 
logaritmo toma todos los valores entre —n In a y « In a. Por el problema 4 
(pâg. ^16), como lim n = oo, Hm In a = In a > 0, y lim In a ’ < 0, 

n-»ao n-^oo n-^oo 

tenemos 

lim In ü" = 00 y Hm In = — co. 

M-»CO «-*00 

La funciôn logaritmo es una funciôn creciente y los anteriores limites 
implican 

4.6 lim In = 00 y lim !n = — co . 

05 0 + 

De donde concluimos que el rango de la funciôn logaritmo es < —oo, oo>. 

La funciôn logaritmo esta definida sobre <0, oo> de modo que, para 
a: # 0, la funciôn dada por In 1x1 estâ bien definida. Ahora bien, cuando 
X > 0, tenemos 

In lx| = D, In X = - , 

X 


mientras que, para x < 0, 


D^jln |x| = D^\n{ — x) = 


(- 1 ) 


1 ^ 

X 


Por tanto 

4.7 D[ln O |/|] =/“’ (sobre < — 00 , 0> U <0, co» 

o, lo que es équivalente, 

In |x| = - , X 0 

X 


y 

4.8 


/ ’ =:lno|/l (sobre < — 00 , 0> U <(0, 00 » 
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O, lo que es équivalente, 


-rfx = In |x|, X ^ 0. 


De (4.7) y la régla de la cadena, obtenemos el resultado 


4.9 


OCln°|/i] = [/-' >/]D/ = 


f 


y, por (4.9), obtenemos 

4.10 




Inc l/l. 


Como el rango de la funciôn logaritmo es <-oo, oo>, existe un 
numéro x tal que In a' = 1. Este numéro se dénota por e. Es decir, 


4.11 


7 


dt = 1. 


Geométricamente, e es et numéro tal que el area bajo la hipérbola y = \lt 
desde t = 1 hasta / = e es 1. En los problemas 1 1 / y 1 e (pâg. 540) se 

dx 

> 1 ; es decir, se demostrô que 2 < e < 3. 


demostrô que 


^ dx 
— < 

1 


I 


Con cinco cifras décimales exactas, e = 2.71828. El numéro e, como n y ^''2, 
es un numéro irracional. Sin embargo, la prueba de que e es irracional es 
mâs diflcil que la prueba de que y 2 es irracional. 

La grâfica de la funciôn logaritmo aparece en la figura 4. 



4.12 Ejemplo. Encuéntrese/)[/In —/]. 

SOLUCIÔN 

£)[/ln -/] = ln + //“’-l = In. 
Esta es una verificaciôn de la formula (4.3). 
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4,13 Ejemplo. Encuéntrese In (1 


SOLUCIÔN. 


Dl\noJ\+I^2 = D -lno(l+/^) =^--^£>(1+^' 

^ 1_2 J 2 1+/ 


21 


2 ( 1 +/") 1 +/" 


O, equivalentemente, 


1 2x 

£>^ln(l+x")‘'" = - 


2 I+x" 1+x" 


4.14 Ejemplo. Encuéntrese 

SOLUCIÔN. 


/" + 2J" + 1 
/-I 


p+2r+ \ 

/-I 


/" + 3/ + 3 + 


/" 3/" 

= - + — + 3/ + 41nol/-]l. 
3 2 


Problemas 

1. Comblnense las siguientes expresiones en un solo término. 

a) In J-/ + ln lOO-ln 120 

b) 10 1n2 + 21nf-2ln 16 

c) 3 In X —^ In f In x +J In y 

d) In (2^x) - In (4/^'P) - In i . 

2. Transfôrmese la expresiôn del primer miembro en la del segundo 
miembro en cada una de las siguientes ecuaciones. 


a) in 


Vx" + 


y 


(x + y) (x -y ) 


= - In (x" + y")-2 In |x + j;l - in |x->'l 


b) In 


/x" + 2 sen x 


(3-xO 


3\5/3 


= - In (x" +2) + In |sen xj — - In |3 —x" 
2 3 


3. Resuélvanse las siguientes ecuaciones: 
fl) In (1 +x) — In (1 —x) = 1 
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b) In (x^ + 1) - In (x+ 1 ) = 0 

c) In ^/x+ 1 + In (1 — x) — In 1 = 0 

d) In (y'x + ^'x4-1) = 2 . 

4. Demuéstrese que: 

a) In |sec x| = — In [cos x\ 

b) In |csc x| = — In |sen x| 

c) In jcsc X - cot x| = - In |csc x + cot x] 

, 1 + cos X 

= In- 


iJ ) 2 In 


e) 


In jsec X + tan xi 


In 


I + sen X 
i — sen X 


/ ) In jcsc X - cot x| 


1 , 1 — cos X 

- in- 

2 t + cos X 


In 


X 

tan - 
2 


5. Diferénciese cada una de las 
a) f{x) = In x’- 
c) f{x) = In In X 

e) /(x) = In v'F+P 


siguientes funciones: 
b) /(x) = In^ X 
<^l) f{x) = In jsen x| 

/) /(x) = In (x' + 4)=/' . 


6. Encuéntrense formulas para cada una de las siguientes intégrales; 


r + 

b) 

’ /+ 1 

J /" + I 

/-I 

tan 

d) 

cos 2 X 


» 

I + sen 2x 



■* 2 
j sec 

r' \n 

/) 

. 

' lan 


5. LA FUNCIÔN EXPONENCIAL 

Como la funciôn logaritmica es una funcion creciente, tiene funciôn 
inversa. 

5.1 Definiciôn. La funciôn inversa de la funciôn logaritmo natural se llama 
funciôn exponencial y se dénota por “exp”. Es decir, exp = In* exp (x) 
es el numéro con la propiedad de que In (exp (x)) = x. 
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El dominio de exp es el rango de In, < —oo, c»), y el rango de exp es el 
dominiodeln, <0, co>. Lagrâfica 
de la funciôn exponencial puede 
obtenerse reflejando la grâfica de 
la funciôn logaritmo natural res¬ 
pecte a la recta {(x, x)}. La 
grâfica de la funciôn exponencial 
se muestra en la figura 5. 

Como la funciôn logaritmo es 
una funciôn continua creciente, 
por los teoremas 2.1 y 2.3 
(pâg. 655) la funciôn exponencial 
es también una funciôn continua 
creciente. Ademâs, segûn el teorema 2.4, la funciôn exponencial es 
diferenciable y 

1 1 

5.2 Dexp =-= —- =/.exp = exp. 

(Dln)oexp / =exp 

As! pues, la funciôn exponencial es idéntica a su derivada. 

De (5.2) obtenemos la formula de integraciôn 

5.3 exp = exp. 

Como la funciôn exponencial es una funciôn creciente con dominio 
<-co, oo> y rango <0, co>, 

5.4 lim exp = CO y Hm exp = 0. 

ex - « 

Una propiedad importante de la funciôn exponencial es 

5.5 exp (a + è) = exp («) • exp (h). 

Esta fôrmula es équivalente a la fôrmula (4.4) para la funciôn logaritmica. 
Tenemos 

In (exp (a) exp (b)) = In (exp (a)) -+• In (exp (b)) = a +b 
y por tanto 

exp (a + b) = exp (a) exp {b). 

Anâlogamente, de (4.5), para r un numéro racional, tenemos 
In [exp (x)]' = r[ln O exp] (x) = rx 
y de aqui, para r racional, 

5.6 exp (rx) = [exp (x)]L 
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Por (4.11) tenemos 


exp (l) = e 

y por (5.6), para cualquier nùmero racional r, 

5-7 exp (r) = [exp (1)]'' = e’’. 

Para cualquier numéro racional r, e' = r(e) estâ definido y es lo mismo 
que exp (; ). Sin embargo, si .v es un nùmero irracional, no tiene ningùn 
significado. Como e' = exp (x) si x es racional y el exp estâ definido para 
todos los numéros reales, extendemos la definiciôn de e'' para x irracional 
haciéndolo igual a exp (x). 

5.8 Definiciôn. Para cualquier numéro rea! x 

e’‘ = exp (x). 

Con esta nueva notaciôn para la funciôn exponencial, podemos reescribir 


las ecuaciones (5.2), (5.3), y (5.5) en la forma 

5.2a 

Oy = c" , 

5.3a 

e^dx = 

5.5a 


Probiemas 



1 . Üsese una tabla apropiada para evaluar dados 

a) / = 1, ^ = 2, C - 0.05 

b) r = 5, 2? = 100, C = 0.03 

c) t = 15 X 10“^ 7? = 47, C = 27 X 10’* 

d) I = RC. /? = 68, C = 47x 10"* 

2. Resuélvase la ecuaciôn e~'‘^ = /f para I. dados 

a) R = \Q.C = 10"^ A = 0.5 

h) R = 33x 10\ C = 4.7 x 10-^ A = 0.45 

c) R = 8.2 X \0\ C = 2.2x 10'^ A = 0.21 

d) R = 15x 10\ C = 2xl0~\ A = 0.35 

3. Diferénciense cada una de las siguientes funciones: 

a) / = / In 7,) /■ = lü 

/ 

c) / = !n c |sec + tan| d) / = In . |csc — cot| 
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e) 



/1 + sen\ 
\1 — sen/ 


g) f{x) = In 



/) f{x) = 


h) f{x) = 


4. Encuéntrense formulas para cada una de las siguientes intégrales: 


a) 

c) 

e) 

g) 

0 


exp O (5/) 

(expo/'/2)/-'/^ 

exp 

1 + exp 
(e'' + e“^)^dx 


I 


b) (exp O sen) cos 


3 + 2^“"^ 
k) I e'’'^dx 


dx 


j) 

/) 


I 

j' 

J 
1 

j,... 


d) J expo/^ 

/) ( I exp 
h) I {e^“--e-^'“)dx 


sec^ X 


dx 


tan X 

'“^cos2xdx 


5. Encuéntrese la soluciôn sobre <-qo, 0> de la ecuaciôn diferencial 
y' = /“' que satisface >"(-1) = 0. 

6. Demuéstrese que si / es una funciôn creciente, entonces 

a) lim / = 00 O lim /* = oo 

00 y: 

b) lim / = — 00 O lim /* = — oo 

— X — a. 

f) lim / = — 00 <=> lim / * = 0 


d) lim f = 00 O lim /* = 0. 

0 — oo 


7. Pruébese por inducciôn matemâtica que: 

a) Z^^ln = (-1)"+’ (n-l)!/'" 

b) D" exp = exp 

c) D'-^'[rin] = nl/l 

d) £)"[/ exp] = (f+n) exp . 
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6. LA FUNCIÔN POTENCIAL GENERAL 


Hemos considerado las funciones potenciales F para r numéro racional 
cualquiera. Si r = /n/n donde m y n son enteros sin ningùn factor entero 
comùn distinto de + 1 (ni y n se dice, en tal caso, que son primos relativos), 
entonces F se define por 

I' = /'" o/*^" 

Para r > 0, si n es impar, el dominio de /'’ es < — œ, oo> y si n es par, el 
dominio de F es [0, oo>. Para r < 0, 0 no esta en el dominio de F. 

La ecuaciôn (5.6) nos dice que para r racional, F o exp = exp o (rl). 
Por tanto, para r racional tenemos 

F = F o exp o In = exp o (r/) o In = exp » (r In) sobre <0, oo». 

Es, pues, natural extender la definiciôn de funciones potenciales, que hasta 
el momento se han definido solo para potencias racionales, a las potencias 
irracionales en la siguiente forma. 

6.1 Definiciôn. Si r es un numéro irracional, la funciàn potencial F se 
define como F = exp o (r In). 

El dominio de F es <0, oo) y para xe (0, oo>, 

6.2 x' = exp (r In x). 

Nôtese, en particular, que e' = exp r. 

La ecuaciôn (6.2) puede pues escribirse en la forma 

^ ^rlnx 

Obtenemos ahora algunas propiedades de la funciôn potencial F. De 
la definiciôn de F, obtenemos 

BF = i)[exp o (r In)] = {{D exp) o (r In)] D{r In) 

= [exp o (r In)] (r/”*) = /V/"* = rF-^. 


Es decir, 

6.3 DF = rr-^ (reR). 


Vemos ahora que la fôrmula (6.3), que fue anteriormente probada para 
enteros primeros, y luego para racionales, realmente se verifica para todos 
los nùmeros reales. Para un r real cualquiera, tenemos, ademâs. 


6.4 



r+1 

lno(|/l) (/•=-!). 
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Para numéros reales cualesquiera r y s, tenemos 

6.5 /■■+" = /'•/*, 
ya que, para cualquier a: > 0, 

t 

_ ^rlnjc^i'lnx _ ^rlnjc + slnjc _ ^(r+s)]njc _ 

Tenemos también 

6.6 (ly = /” 
ya que para cualquier x > 0, 

Ademâs 

6.7 r(x)r(y) = l'ixy), 
ya que 

r{x)r{y) = e''"’' = + ^ r(xy). 

Las ecuaciones (6.5) y (6.6) se llaman leyes de los exponentes. 

La ecuaciôn (6.2) nos permite generalizar la formula (4.5) para cualquier 
numéro real r 

6.8 In x' = In (exp (r In x)) = r In x. 

Ahora demostraremos que aunque la funciôn logaritmo es una funciôn 

creciente con 11m In = oo, /a funciôn logaritmo crece menos ràpidamente que 

00 

cualquier funciôn potencial con potencia positiva. Es decir, 

6.9 lim ^ = 0 para a > 0. 

00 / 


Sea b cualquier numéro positivo. Entonces para t > \, tenemos 

t~' < 

de donde, para x > 1, 

f"" dt r-' /'"l"' Y-*’ 1 v** 

lnx= -< 

J î < JI b_t b b 

Escojamos ahora para a > 0 un numéro b tal que a > A > 0. Entonces 

^ In X x*’~‘‘ 

0 <-<-, 


y como üm - = 0, se sigue de ello el limite (6.9). 

JC-. oo b 
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Del limite (6.9) se sigue que Ja funciôn exponencial aumenta màs 
ràpidamente que cualquier funciôn potencial La afirmacion es obviamente 
cierta para a ^ Oya que en este caso /“ no es una funciôn creciente. De (6.9), 
para b > 0, tenemos 


,, In X 
lim - 

X-* 00 X 


= 0. 


Reemplazando b por l/a esto se hace 


lim 

X~* (X) 


In X 


= 0 . 


De donde, tomando la a-ésima potencia de este resultado, tenemos 


lim^=0. 


x-»co X 


Haciendo ahora x = e^, obtenemos 

6.10 lim 

>*-►00 



Nota. El numéro e se define a menudo por el limite: 

e = limil + h)'"'. 

h-*0 


Para demostrar que este limite es el numéro e definido por la ecuaciôn 4.11 
(pâg.668), observamos que 


1 = [£»ln](l) = 


,, In (1 + fi) - In (1) 

lim- 

(i->o h 


= lim - In (1 +h) 
ft-o h 


= lim ln(l + /i)‘"' = In [lim (1 +/i)‘"'] . 

(.->0 ft-o 

El limite del logaritmo es igual al logaritmo del limite ya que la funciôn 
logaritmo es continua. Ahora bien, In e = 1 y la funciôn logaritmo es 
univalente. De donde 

e = lim {l + hŸ'’'. 
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7. LOGARITMOS Y EXPONENCIALES DE OTRAS BASES 


En las secciones 4 y 5 introdujimos las funciones logaritmo y exponencial 
con el numéro e como “base” —la “base natural” para el logaritmo. En 
esta secciôn considérâmes otras bases. 

Como 

a" = r(a) = e"'"" = [exp »(/In a)] (x) 

para a > 0 y cualquier reR, definimos la exponencial de base a en la 
siguiente forma. 

7.1 Definiciôn. Para cualquiernûmero real a > 0, la exponencial de base a, 
exp„, se define par 

exp^ = exp O (7 In a). 

El dominio de exp^ es R y el range de exp^ es <0, oo>. Para cada xeR, 
exp^ X = exp (x In a) = e* = a* . 

Obtenemos ahora algunas de las propiedades del exp„. De la definiciôn 
de expa se deduce 

D exp„ = Z) [exp o (/ In a)] = [(Z) exp) o (/ In a)] D{I In a) 

= [exp o (7 In a)] In a = (In a) exp^. 

Es decir, 

7.2 D^a’‘ = a^\na. 

De (7.2) se sigue que la funciôn exponencial de base a es continua. Ademâs, 
si a es mayor que 1, In a > 0 y a"‘In a > 0, mientras que si 0 < a < 1, 
In a < 0 y In a < 0. Por tanto, de (7.2) se sigue que si a > 1,1a exponen¬ 
cial de base a es una funciôn creciente, mientras que si 0 < a < 1, es una 
funciôn decreciente (figura 6). 
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De (7.2) obtenemos la formula 


7.3 


dx = 


In 


Para cualesquier numéros reales x y y y para a > 0, 

7.4 

La ecuaciôn (7.4) es una generalizaciôn de (5.5a) y puede obtenerse de (6.5) 
como sigue: 

= ma) P {a) = aP 

Tenemos también 

7.5 {ay = 

ya que por (6.6) 

(a^Y = [/»7 = m{a) = 

Para a > 0, /> > 0, y x real cualquiera, 

7.6 = (a6)^ 
ya que, por (6.7), 

= r{a)P{b) = r(fli) = {abf. 

7.7 Definiciôn. Para a>Qya^\, la funciôn inversa de la exponencial 
de base a se llama logaritmo de base a, denotado por log„. Es decir, 
log„ = exp/. 

Nôtese que como expi = {(jc, D)} = {(x, 1)} = 1 no es univalente y no 
tiene, por tanto, funciôn inversa, no hay logaritmo de base 1. 

Obtenemos ahora algunas de las propiedades de los logaritmos de base a. 
La primera relaciôn que obtenemos relaciona el logaritmo de base a con 
el logaritmo natural. Si 

y = log„ X 


entonces 


X = a = e 


,y in a 


Por tanto 


In X = >' In a 


y 

7.8 


, In X 

y = l0g„ X = ;- . 

In a 
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Como un caso particular de (7.8), tenemos 

7-9 log„ e = . 

In a 

La base 10 es la que generalmente se usa en los câlculos. Salvo aviso 
expreso en contra, seguiremos la prâctica de escribir log x por logio 
Como con cinco cifras significativas exactas In 10 = 2.3026, tenemos las 
formulas 

7.10 log X = — = = 0.4343 In x 

In 10 2.3026 

y 

7.11 In X = In 10 log x = 2.3026 log x 

para convertir los logaritmos naturales en logaritmos de base 10 y vice- 
versa. 

Usando (7.8), (7.9), y (4.3), obtenemos fâcilmente las formulas de 
diferenciaciôn e integraciôn 

7.12 = 

In a / In a / 


y 

7.13 



-^(/In-/) 
In a 


= I log^ - l log„ e . 

Como In a > 0 para a > 1 y In a < 0 para 0 < a < 1, se sigue de (7.12) 
que log„ es una funciôn continua, creciente si a > 1 y decreciente si 0 < c < 1. 
De (4.4) y (7.8) se sigue que 

_ ,. 1 / X Inx + lny , 

7.14 log„ (xy) = — -= - = log„ X + log„ y. 

ma ma 


Para cualquier numéro real r, usando (7.8) y (6.8) obtenemos 


7.15 


log„ x' 


In x' _ r In X 
In a In a 


r lofe, X. 


Las formulas para la derivada y la intégral de exp^ y log^ contienen 
todas el factor In a. Cuando se usa la base e, este factor no aparece 
— lne= 1. Vemos de esto que la base natural de los logaritmos y exponen- 
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ciales en el câlculo es la base e. Para câjculos numéricos con logaritmos, 
la base 10 es mâs conveniente ya que nuestro sistema numérico emplea 10 
como base. Téngase en cuenta, sin embargo, que si hubiéramos usado 
alguna otra base para nuestros numéros, supongamos 2, entonces esa base 
es la que séria la mâs conveniente para los câlculos numéricos. 

Nunca necesitamos usar las formulas (7.2), (7.3), (7.12), y (7.13) para 
diferenciar e integrar exp„ y log^. En lugar de ello, exp„ y log„ pueden 
expresarse en términos de exp y In por las relaciones 

X In a 

a = e 


log, X = --, 

In a 

volviendo con ello innecesarias las formulas para exp„ y log„. 


7.16 Ejemplo. Encuéntrese10^ 
SOLUCIÔN. 


Z)J0^ = = (In 10)^*'"'° = (In 10)10". 


7.17 Ejemplo. Encuéntrese 
SOLUClÔN. 


Wdx. 


10" dx 


\lx 


e"'"'o _ 10" 
In 10 In 10 


7.18 Ejemplo. Encuéntrese log,o x. 
SOLUCIÔN. 


Dx >ogio X = £». 


In X 


7.19 Ejemplo. Encuéntrese 


In 10 X In 10 
logio xdx. 


SOLUCIÔN. Usando la formula (4.3) para 



In X 

1 r 

logio xdx - 

dx = 

V %) 

In 10 

In 10 J 


n, tenemos 
1 


In X dx 


In 10 


(x In X — x) . 


Problemas 


1. Exprésese cada una de las siguientes relaciones en que aparece exp„ en 
términos de log„. 

fl) 2^ = 8 b} 1^ = 49 
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c) 10^= 100 
e) V81 = 9 
g) 10-^ = 0.1 


d) 22^ = 10 648 
/) 3-^ = * 
h) 27^/2 = 9. 


2. Exprésese cada una de las siguientes relaciones en que aparece log„ en 
términos de exp^ 


a) \og 2 8 = 3 

c) logio 100 = 2 
e) logio 2 = 0.30103 
g) logg 32 = I 

3. Demuéstrese que 


b) logj 81=4 

d) logs 125 = 3 
/) loëioo 10 = 7 
/)) log2 53 = 5.728 


log, X = 


logio X 
logio a 


4. Usando una tabla de la funciôn logio y 1^ relaciôn del problema 3, 
calcùlense : 

a) log 2 11 b) log 2 22 

c) log 3 4 d) log 3 12 

e) log 3 10 /) log 3 40 

5. Encuéntrese la derivada de cada una de las siguientes funciones: 

a) log, O \P\ 
c) log^olcosl 
e) exp„ O sen 
g) 

i) log 3 (1 — sen x) 

k) 2"^ 

6. Demuéstrese que 
a) lim ü'' = 1 para u > 0 

x->0 

c) <f = a’’ donde a > 0, a ^ 1, implica x = y. 

7. Encuéntrense formulas de integraciôn para cada una de las siguientes 
intégrales 


b) logio O (7^ + 27+2) 
d) exp„ o(-7) 

/) sen O exp„ 
h) 2"c" 

/ 10*+10 

j) logio 


/) logio Itan x\ 


b) Hm a 


J I 0 para 0 < a < 1 
I 00 para a > 1 


a) 


exp3 o(27) 


c) 


exp 2 exp 


b) 

d) 


l 

! 


expioo(|7) 

7 exp3 o7^ 
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e) cosexpjosen 


9) l^^dx 


i) re^dx 


/) sec exp4 O tan 


h) IjW^dx 


j ) ^ sen X dx 


k) 2-^dx 


/) x^ydx. 


8. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Recuérdese que en el capitulo 8 obtuvimos formulas para las derivadas 
de las funciones trigonométricas. 

8.1 D sen = cos 

8.2 D cos = — sen 

8.3 D tan = sec^ 

8.4 D cot = — csc^ 

8.5 D sec = sec tan 

8.6 D CSC = — CSC cot. 


Las formulas de integraciôn para las sels funciones trigonométricas son: 


8.7 sen = — cos 


8.8 cos = sen 


tan = — 


= — lno|cos| = lno|sec| 


8.10 cot 


= lno|sen| = — lno|csc| 


0 4 , sec 4- tan sec tan + sec 

8.11 sec = sec---= lno|sec + tanl 

J J sec + tan J sec + tan 
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' r 

CSC = 

J • 


CSC COt + CSC 
CSC — COt 


In ojcsc — cot|, 


De (8.3)-(8.6), obtenemos las formulas de integraciôn: 


8.13 sec = tan 


8.14 CSC = — COt 


8.15 sec tan = sec 


8.16 CSC COt = — CSC. 


Muchas otras formulas en que aparecen funciones trigonométricas pueden 
manipularse haciendo uso de las distintas identidades trigonométricas. 
Por ejemplo, 


. ■ I ‘ 


-coso(2/) 1 

-i = - [/-^ seno(2/)] 

2 2 


= i [/ - sen cos] 


O .O r 2 11+ coso(2/) 1 

8.18 cos =-= - [/ + sen cos]. 


También se tiene 


tan = (sec — 1) = tan — / 


cot^ = (csc^ - 1) = - COt — /. 


Entre los problemas encontraremos otras relaciones. 
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Problemas 

1. Encuéntrese cada una de las siguientes intégrales: 


a) 


c) 


sen 2xdx 


tan bx dx 


e) cotlxdx 


g) 


i) 


k) 


m) 


o) 


g) 


s) 


m) 


CSC 3xdx 


tan sec 


2 cos 


sen 


X X 

cot - sen - dx 
2 2 


cos sen 


dx 

cos^ X 


sen 3x dx 


CSC 4xdx 


’5k/4 

w) j sec 

' 371/4 


y) cot 3 0 dO 


b) x cos x^ dx 


d) sec 3x tan 3xdx 


f) sec^ x^ dx 


h) 


cos 

1 + sen 


j) J sec (4x + 2)dx 
/) j* sec 3xdx 


n) 


P) 


/•) 


sen cos 


X 2 X , 

tan - sec -dx 
2 2 


(sen + cos)^ 


t) (tan + cot)^ 


V) 


tan 2tdt 


x) I cos'^ sen 

z) 


sen 


cos 
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2. La identidad 


sen^ X + cos^ x = 1 

puede usarse para transformar el integrando de una intégral de la forma 

sen” X cos" xcJx m, n ^ 0 

en un polinomio en sen x por cos x = sen x en el caso de que n sea 

impar o en un polinomio en cos x por — sen x = cos x cuando m 
sea impar. Cuando ambos, m y n, sean impares, cualquiera puede serusada. 

a) Verifiquese que 


sen^ xdx = 


(sen^ x)^ sen xdx = 


(1 — cos^ xŸ sen x dx 


(1—2 cos^ X + cos'^ x) sen xdx 


= — cos X + f COS^ X — y cos* X . 


b) Verifiquese que 

sen^ X cos* x dx = [ sen* x(l — sen* x) cos x dx 


= J (sen* X — sen*^ x) cos x dx — | sen* x — } sen* x. 
3. Üsese el método del problema 2 para encontrar 


a) sen* X cos'^ X dx 


b) 


j* sen* t Cl 


cos tdl 


f>r/3 

c) COS* 20 sen 2Od0 




d) I sen 2x COS X tan* X dx 


e) 


sen* X sec* x dx 


/) 


tan* X cos* x sen* xdx . 


4. La identidad 


tan^ x +1 = sec* x 

puede usarse para convertir el integrando de una intégral de la forma 
tan" X sec" xdx m, n ^ 0 
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en un polinomio en sec por tan jr sec ;t = sec x si w es impar o en 
un polinomio en tan x por sec^ x = tan a: si n es par. Cuando se tiene 
que m es impar y n es par, cualquiera puede ser usada. Üsese este método 
para encontrar 


a) sec^ xdx 


b) sec^xtan^AdA 


c) 


e) 


sec'^ 2 a tan^ 2xdx 


d) tan^ A sec'^ xdx 


sen^ A 


cos'^ A 


dx 


f) J V 


tan A sec a dx 


5. Üsese un metodo analogo al del problema 4 para encontrar 


a) 


csc^ A cot^ xdx 


b) 


CSC 2 xdx 


cot^ A CSC* xdx. 


c) I cotSxcsc Sxdx d) 

6. El método del problema 2 no es aplicable a intégrales del tipo 

sen" A cos" a dx 


cuando tanto m como n son pares. En este caso las identidades 

1 — cos 2a 


sen A = 


y 


COS^ A = 


1 + COS 2a 
2 


pueden usarse para reducir el integrando a una forma que pueda manejarse 
con facilidad. Verifiquese que 

1 — cos 2a /l + cos 2x 

2 V 2 




1 

8 


(1 + cos 2a - cos^ 2a - cos^ 2x)dx 
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=il[ 

^ ifx _ 1 
”812 8 


, . 1 +C0S4X ,, 2-1 X -1 J 

l+cos2x-(1 — sen 2x)cos2x dx 


sen 4x + - sen^ 2x 
6 


]■ 


7. Üsese el método del problema 6 para encontrar 


a) J sen^ x 


cos^ X dx 


b) I sen'*^ X cos^ x dx 


c) 


(sen X + cos x)^ dx 


d) (1 + sen 2x)^ dx . 


8. Üsense las identidades 

sen A cos B = ^[sen {A — B) + sen (^4 + 5)] 
sen A sen B = ^[cos (yl —B) —cos (^ + 5)] 
cos A cos B = Hcos (A — B) + cos (A + 5)] 


para encontrar 

a) (* sen 6x cos 4xdx 


1 

I 


1 


b) sen8xsen3xdx 


c) cos4xcos5xdx 


d) 


sen 2x cos 3xdx. 


9. Üsese el método del problema 8 para mostrar que si m y n son 
enteros positivos, entonces 


a) 

b) 


sen mx sen nx dx = 


I 0 si m # n 
I TT si m = n 


sen mx cos nx dx = 0 


c) 


cos mx cos nx dx — 


0 si m ^ n 
n si m --n 


10. Eseribiendo 

tan" X = tan"”^ x tan^ x = tan"”^ x(sec^ x— 1) 
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puede obtenerse la formula de reducciôn 


tan"xd/x = -tan" ‘x- tan""^xdx 

n — I 


Cl) Derlvese la anterior formula de reducciôn. 


b) Encuéntrese lan'^xdx. 


c) Encuéntrese tan^ x dx. 


11. a) Derivar una formula de reducciôn como la del problema 10 para 

J cot" X dx. 


b) Encuéntrese cot^xiix. 


c) Encuéntrese cot* xdx. 


12 . Encuéntrense cada una de las siguientes intégrales 


a) cos xdx 


c) (sec X + CSC x) dx 


e) ^sen cos^ 


sec 2x 


O 1 4 sen 


d) cot^ sen 


/) tan^ 


k) (tan — cot)^ 


m) sec* 


sen 2x , 

,/ ) -- dx 

J sen X 


b) • sen 5x cos 2xdx 


j) sen^ X cos'^ xc/x 


/) (^/sen 2x - cos 2x)^t/x 


688 Cap. 14 Funcioneseiementales 



9. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Las funciones trigonométricas son funciones periôdicas. Las funciones 
tangente y cotangente tienen periodo n y las restantes funciones trigono¬ 
métricas tienen periodo 2n. Una funciôn periôdica no es univalente. Por 
ejemplo sen (2nn + x) = sen x para todo entero n, luego hay infinitos pares 
ordenados en la funciôn seno con el mismo segundo elemento. Como las 
funciones trigonométricas no son univalentes, no tienen funciones inversas. 
Sin embargo, si restringimos adecuadamente el dominio de definiciôn de 
cada una de las funciones trigonométricas obtenemos nuevas funciones 
restringidas que si son univalentes. Las inversas de estas funcionés restrin- 
gidas serân llamadas funciones trigonométricas inversas. 

Por conveniencia, introducimos la notaciôn para la funciôn restringida 

Â = f{x)) I n £}. 

Es decir, es la funciôn con dominio 3)^^ n £ y la misma régla de correspon- 
dencia que /. 

9.1 Definiciôn. a) sen^ donde ^ — [ — nj2,nl2'\es una funciôn univalente 
cuya inversa llamada seno inverso o arco seno, sen* = arcsen, tiene 
dominio = [-l,\] y rango = {-nj2, 7 r/ 2 ]. 

b) cos^ donde £ = [0,7t] es una funciôn univalente cuya inversa, llamada 
coseno inverso o arco coseno, cos* = arccos, tiene como dominio 

®arccos = [“ 1, 1] >' rOngO 3la,ccos = [0, 7l] • 

c) taUj donde £ = <( — njl, nj2'} es una funciôn univalente cuya inversa, 

llamada tangente inversa o arco tangente, tan* = arctan, tiene dominio 
®arcian = <-00, oo> >> rongo = < “ w/2, ?r/2>. 

Las funciones arco cotangente, arco secante, y arco cosecante se usan 
rara vez. Sôlo por afân de hacer una exposiciôn compléta las incluimos. 

cotj donde £ = <0, n'y es una funciôn univalente cuya inversa, a la que 
llamaremos cotangente inversa o arco cotangente, cot* = arccot, tiene 
dominio 31arccot = <-oo, co> y rango = <0, n:>. 

seCj donde £ = [ —7t, — 7r/2> u [0, 7r/2> es una funciôn univalente cuya 
inversa, llamada secante inversa o arco secante, sec* = arcsec, tiene 
dominio = <- oo,-l]u[l,oo>y rango ‘Ji, ,,,,,, = [ - tt, - ;t/2>u [0, n/2'). 

csCj donde £ = < —tt, — 7r/2] u <0,7t/2] es una funciôn univalente cuya 
inversa, llamada cosecante inversa o arco cosecante, esc* = arccsc, tiene 
dominio = <- oo,-l]u[l,oo>y rango .‘llarccsc =<-n,- 7r/2] u <0, 7 î/2]. 

Tenemos la siguiente interpretaciôn geométrica del arco seno y del 
arco coseno. 

Dado un numéro >'6[—1, 1], hay un punto ùnicamente determinado 
P = {x,y) sobre la circunferencia unitaria en los cuadrantes 4‘! o 1? con y 
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como su ordenada (figura 7). Entonces, 
arcsen y es la distancia del punto P 
medida a lo largo de la circunferencia 
al punto (1, 0). Si >> = sen w, entonces 
U — arc sen y es esta distancia, donde 
la distancia se mide yendo a no mâs 
de un cuarto de revoluciôn de (1,0). 
El numéro u es la longitud del arco 
desde i = (1,0) hasta P = (x,y). Es 
decir, u es una medida en radianes del 
ângulo desde i a P. 

Dado un numéro xe[—1,1] hay 
un punto ünicamente determinado 
P = (x, y) sobre la circunferencia unita- 
ria en el 19 O 2? cuadrante con x como su abscisa (figura 7). Entonces, arccos Af 
es la distancia del punto P al punto (1,0) medida a lo largo de la circunferencia. 
Si X = cos u, entonces u = arccos x ésta es distancia cuando se ha medido 
no yendo a màs de media revoluciôn de (i, 0) en la direcciôn positiva. 


u = arcsen y u = arccos x 
FIGURA 7 


Nota. Los dominios de definiciôn de las funciones trigonométricas 
podrian restringirse de formas distintas a las aqui escogidas para obtener 
funciones univalentes y las funciones inversas luego definidas. Sin 
embargo, las elecciones aqui hechas para el seno, coseno, tangente y 
CO tangente son las mâs comûnmente usadas. Nuestra elecciôn para 
las funciones secante y cosecante fue dictada por la conveniencia de 
obtener funciones inversas con formulas de derivaciôn sencillas. Sin 
embargo, esta elecciôn tiene la desventaja de que las fôrmulas 

arcsec = arccos o/“’ 


y 


arccsc = arcsen o/"’ 


se verifican solamente sobre [1, oo>. Si résulta mâs ventajoso que estas 
ùltimas fôrmulas se verifiquen sobre todo el dominio de arco secante y 
arco cosecante, entonces la secante debe restringirse a [0,7t/2> u <7r/2, n] 
y la cosecante a [ —7r/2, 0> u <0,7r/2]. Si hacemos esto en la fôrmula 
de la derivada aparecen valores absolûtes. 

Nota. La notaciôn sen“‘ es a menudo usada para denotar la funciôn 
arcsen. Un inconveniente de esta notaciôn es que como sen'' se usa 
para denotar potencias de la funciôn seno, no es claro cuando r = — 1 

si lo que se quiere representar es la funciôn arcsen o — = esc. El 

procedimiento usual en este caso es adoptar la convenciôn de que la 

1 

potencia — 1 debe escribirse siempre = esc. 
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J2 

SoLUCiÔN. Si X = Prcsen-^, entonces sen x 

Jl 

donde x = arcsen ~ = njA. 

9.3 Ejemplo. Encuéntrese arctan 5.00. 

SoLUCiÔN. Si X = arctan 5.00, entonces tan x = 5.00 y xe — nliy. 
En una tabla (en radianes) de funciones trigonométricas, encontramos que 

tan 1.37 = 4.913 y tan 1.38 = 5.177. 

De donde tenemos la aproximaciôn arctan 5.00 = 1.37. 

9.4 Ejemplo. Demuéstrese que cos o arcsen = ,,^'1 —7^ sobre [—1, 1]. 
SoLUCiÔN. (Figura 14.) Si u = arcsen entonces sen u — y donde 



FIGURA 14 


>>6[—1, 1] y ue[ —7t/2, 7i/2]. De la identidad sen^ w + cos^ « = 1, tenemos 
cos U = y/l — sen^ u donde la soluciôn no negativa se escoge porque 
«6[ —;t/2,7r/2] implica que cos « ^ 0. De donde cos u = yd — sen^ u = yj 1 —y^ 
y cos O arcsen = yj\—P sobre [—1, 1]. 

9.5 Ejemplo. Demuéstrese que si a > 0, entonces 

X 

arcsen - para x e [0, a] 
a 

— arcsen- para xe[ —a, 0]. 
a 
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SoLuciÔN. Sea 


y = arccos - 

a 


Como 



0 , 


y e [0, n/2] y 


/„2 2 


yj a -X r - 2 

cos y = - = ^/1 - sen y 

a 


mientras que 

sen y = y/l - cos^ y = Il 


a —X X X 


a a 


Si xe[0, a], |x| = —x y 


X X 

sen y = - o y = arcsen - . 

, a a 


Si xe[ —a, 0], jx] = -x y 


— X X 

sen y = —, - = — sen y = sen ( — ;^) 
a a 


X X 

— y = arcsen-, y = - arcsen-. 

a a 


Usando el teorema 2.4 (pâg. 658), podemos mostrar que 
1 


9.6 D arcsen = 


9.7 


9.8 


9.9 


D arccos = 


-1 




D arctan = 


1 


D arccot = 


1 +/" 

-1 

1 +/' 


sobre < — 1,1> 

sobre < — 1, 1> 

sobre < —oo, oo> 

sobre < —oo, qo> 
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9.10 D arcsec = —- ^== sobre < —oo, -l>u<l,oo> 

V/'-l 

9.11 D arccsc = — ^ „ sobre < —oo, - 1 > u <1, oo> . 

Prueba de 9.6. Como la funciôn seno es diferenciable con derivada 
distinta de cero sobre < —n/2,7r/2>, por el teorema 2.4 la funciôn arco seno 
es diferenciable sobre < — 1, 1 > y 

D arcsen = --^-= -î- sobre < —1, 1>. 

( D sen) O arcsen cos o arcsen 

Por el ejemplo 9.4, cos arcsen = yj\—l^ sobre < — 1, 1> y la ecuaciôn 9.6 
se sigue. 

Prueba de 9.8. Como la tangente es diferenciable con derivada distinta de 
cero sobre < — n/2, n/2>, por el teorema 2.4 arctan es diferenciable sobre R y 

1 1 

D arctan = --= ——-- 

(D tan) arctan sec^ o arctan 

__1__J_ 

(1 + tan^) = arctan 1 + /^ 

Prueba de 9.10. Como la secante es diferenciable y tiene derivada no nula 
sobre < — n, - n/2> u <0, n/2>, por el teorema 2.4 arcsec es diferenciable sobre 
<-00, - 1> VJ <1, co> y 

1 1 

D arcsec = - = - 

(D sec) - arcsec (sec tan) 'i arcsec 


1 

(sec arcsec) (tan '> arcsec) 

Si y = arcsec A, entonces x = secj con /e[ —n, —nl2)> u [0, n/2>. De 
donde tan y > 0 y tan y = y^sec^ y — 1 de modo que tan o (arcsec x) = ^x^ — 1 
O tan O arcsec = 1 sobre < —oo, — 1] vj [1, oo>. Por tanto 

D arcsec = -i= sobre < — oo, — 1> u < 1, oo>. 

Las pruebas de las formulas restantes son completamente anâlogas y se 
dejan para el estudiante (problema 5). 
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Basândose en las formulas 9.6 a 9.11 pueden obtenerse fâcilmente las 
formulas de integraciôn : 


9.12 


dx X X ^ 

= arcsen - = — arccos - , a > 0 


9.13 


dx 1 X 1 X 

= - arctan - =-arccot - 

a a a 


a^+x^ a 


9.14 


dx 1 X 1 X 

—-■ = - arcsec - =-arccsc - , a > 0. 

xjx^-a^ a a a a 


9.15 Ejemplo. Encuéntrese la derivada de / si 


/(x) = arcsen- 


SoLUCiÔN. arcsen - = 
a 


l/a 


/l’_^xj aVa^-j 


1 


Va^-x^ 
. -1 


y/a 


^ x^ 


si a > 0 


si a < 0. 


9.16 Ejemplo. Encuéntrese 


I 


e'^dx 


s/25- 


SoLuciÔN. Usando el método de integraciôn por sustituciôn con 
t = u(x) = e^, u'(x) = e^, la integra! indefinida 

e^dx 


_r u'(x)dx 


queda reemplazada por 


dt t 

= arcsen - 


V5^- 
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Por tanto, reemplazando t por e"" en la anterior formula, tenemos 


f e^dx e" 

— ■ — = arcsen — . 

v'25-e"" 5 


9.17 Ejemplo. Evalüese 


^ xdx 
0 + 16 ■ 


SoLUCiÔN. Usando el método de integraciôn por sustituciôn y haciendo 
t = u{x) = x^, tenemos u'(x) = 2x, «(0) = 0, y u(2) = 4. Entonces 


^ xdx j 

^ \u'(x)dx 1 

di 

Jo x'^+lô 

0 n^(x)+ 16 2 . 

0 t^+4^ 


1 tT 

= - arctan - 
8 4jo 


= - [arctan 1 — arctan 0] = 7r/32. 


Problemas 


1. Encuéntrense 

a) arcsen (—^/2/2) 
c) arccos(--[) 
e) arctan 0 
g) arcsec ^^/2 
/) arcsen (3/4) 
k) arccos 0.90 
m) arctan 0.25 


b) arctan 1 
d) arcsen (y 3/2) 

/) arccos ( — 1 ) 
h) arccot( — 1 ) 
j) arctan 

/) arcsen ( — 0.7833) 
n) arccos ( — 0.30). 


2. Demuéstrese que 

a) sen o arccos = ^1 —/^ sobre [ — 1, 1 ] 

b) sec O arctan = sobre R 

c) cot O arccsc = ^1^ — 1 sobre < — oo, — 1] u [1, go> 

d) CSC O arccot = yjï +sobre R. 


3. Demuéstrese, que 

a) X = sen y implica y = (— 1)* arcsen x + kn para algùn entero k. 

b) X = tan y implica y = arctan x + kn para algûn entero k. 

para algùn 

entero k donde [ ] dénota la funciôn mâximo entero contenido. 


c) X = cos >> implica j = (-!)* arccos x + 2 n 
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4. Demiiéstrese que si a > 0 y xe[—a, a], entonces 


X n X 

arcsen - =-arccos - . 


a 2 a 


Sugerencia. Üsese la identidad sen \^~ yj ~ cos j o (9.6) y (9.7). 

5. Pruébense (9.7), (9,9), y (9.11). 

6. Veriflquense (9.12), (9.13), y (9.14) diferenciando el segundo miembro 
en cada caso. 

7. Encuéntrese f’{x) para cada una de las siguientes funciones: 

.2 


0-) /(x) = arcsen- 
c) f{x) = arcsen (cos x) 
e) /(x) = arcsec 


b) /(x) = arclan — 

4 

d) /(x) = arccos 1/x 
X — 1 

/) /(x) = arccot-. 


8. Veriflquense cada una de las siguientes formulas. (Obsérvese que 
leldas de derecha a izquierla son formulas de integraciôn.) 


a) Dv { — arctan 

.^b 


ax — b 


K-Jax — b 


b) D, 


2^ax + b 2 jad — bc jc(ax + b) 

-X- I - -arctan ' ——- 


■n/ 


ad— bc 


,/ax + b /ad—bc 


cx + d 


> 0 


c) \ - J a -X -arcsen 

'2 2 


I = ^a^ — x^ (a > 0) 


d) D, 


2 2 ax + b 

arctan 


^4ac — b^ 


1 


e) arccos 


p — x 


V4ac-bM ax^ + bx + c 
1 


{b^ < 4ac) 


P / ■^J2 px — x^ 
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/) 




2a^x^ 2a 


1 

H-T arcsec xja > = 


x^Jx^ — a^ 


9) DA - 




■\ -arcsec xja 

2.x 2a 


K 

l 


V X^ ~a~ 


h) iC»^{x arcsen x + ^/1-x^} = arcsen X 
/) D^{x arccos x-^I - x^} = arccos x 

I 

./) /)^{xarctanx-^ln(l+x^)} = arctanx. 


9. Encuéntrese 
dx 


a) 

c) 

e) 

9) 

i) 

k) 

m) 

o) 


V9-x^ 


3^2 


dx 


3 xVx'-9 

X dx 
0 9+x^ 

dx 


xV'x‘‘-9 

I 

V 16-9/' 
1 


/V9/'-225 

1 _ 

V5 + 4/-/' 
2x-5 


4x' + 25 


dx 


b) 

d) 

f) 

h) 

j) 

/) 

/î) 

P) 


dx 

9 + x' 
X dx 


V 


9-x' 


X dx 

sjV-X 


dx 


-5/2 25+4x' 
1 


V 1-2/' 


/ -4/ + 13 


e"c/x 


° y4-e' 

2-X-3 

x'-4x+13 


(a>0) 


(a > 0) 


dx. 


10. Un ârbol de 7.63 métros de altura se encuentra en la cima de una 
colina de 9.15 métros de altura. Si el ojo de un observador se encuentra a 
1.53 métros del suelo, que distancia debe encontrarse de un punto 
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directamente bajo el ârbol para que sea mâximo el ângulo formado pbr 
las visuales a la base y a la copa del ârbol? 

11. Un aéroplane esta volando a 482.70 kilômetros/hora en llnea recta 
y vuelo de altura constante. El punto mâs prôximo de su trayectoria de 
vuelo a una antena de radar estâ a 16.09 kilômetros de ella. i A qué velocidad 
debe cambiar el ângulo de la antena para seguir la posiciôn del aeroplano 6 
minutes después que éste pasô por el punto mâs prôximo a ella? 


10. DIFERENCIACIÔN LOGARÎTMICA 

En el câleulo de la derivada de productos, cocientes y potencias de 
funciones cor. frecuencia es de gran ayuda tomar el logaritmo del valor 
absoluto de la funciôn y diferenciar luego. Este método, conocido como 
diferenciaciôn logaritmica, se ilustra en los siguientes ejemplos. 

10.1 Ejemplo. Encuéntrese f'{x) si 

^ (sen x) 7x^ + 2 


SOLUCiÔN. Tenemos 


In |/(x)l = In 


[ |sen x| yx^ + 2 | 

I I 


= In |sen xl + i In (x^ + 2) —f In |3-x^l. 
Diferenciando obtenemos 


o 


DJnl/(x)l 

J(x) 


cos X 2x 5( —3x^) 

- 1 - 

sen X 2(x^+2) 3(3—x^) 


f'U) = f{x) 


|cos X 
Isen X 


+ 




(sen x) ./x^+ 2 Jcos X x 5x^1 
(3—Isen X .x^ + 2 3 —x^J 


10.2 Ejemplo. Encuéntrese /'(x) si 

/(x) = u(xr<"> 
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donde u y v son funciones diferenciables y m es una funciôn positivamente 
valuada. Daremos dos métodos équivalentes de soluciôn. 

SoLUCiÔN 1. De acuerdo con la definiciôn 7.1, 

f{x) = , 

Por tanto, por 5.2a (pâg. 672) y la régla de la cadena, 

f’{x) = L'(x) In n(x) + rCx)'-^j 

l m(x)J 

= |n'(x) In u(x) + v(x) H 

I «(x)J 

= i((x)‘'*^* i)'(x) In i/(x) + n(x) n(x)^*^'”' u'{x). 

Soluciôn 2. Tomando el logaritmo de /(x), tenemos 

In /(x) = In u(x)‘’*''* = i;(x)ln n(x), 
de modo que al diferenciar obtenemos 

'/ > 1 / X , < X “'(^) 

- = V (x) In u{x) + v{x) - 

,/(x) u(x) 

O 

/'(x) = /(x) |t;'(x) In i/(x) + r'(x) 

l n(x)J 

= n(xy''-'*ü (x)ln n(x) + r(x) a (x)^'*"’" ’ n'(x). 


Problemus 

1 . Usando la diferenciaciôn logaritmica, encuéntrese la derivada de 
cada una de las siguientes funciones. 


a) /'(x) = XsJx^ + 1 

c) /(x) = 




(x^ — 1)^^^ sen X 


e) /(x) = 


1 — cos X 
1 + cos X 


b) /(x) = (x-l)’/'(x+l)^/' 


d) /(x) = 


(sen x) 1 + cos^ x 


tan X 


/) /(x) = 


V 


-V+fl" 
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2. Encuéntrese f'{x) para cada una de las siguientes funciones. 


a) f{x) = X > 0 

b) f{x) = (sen xe[0,7t> 

c) f{x) = (Inxr, X > 1 

d) f{x)^x^\ x>0. 


11. FUNCIONES HIPERBÔLICAS 

Ciertas combinaciones de funciones exponenciales se presentan con 
tanta frecuencia en las aplicaciones que merecen que se les dé un nombre. 

11.1 Definiciôn. Las funciones seno hiperbôlico y coseno hiperbôlico 

estân definidas por las relaciones 

senli X = -, cosh x = --. 

2 2 

Otras funciones hiperbôlicas estân definidas en términos de senh y 
cosh de forma anâloga a la en que tan, cot, sec, y esc estân definidas en 
términos de sen y cos. 

senh X 

tanh X =- 

cosh X 


, cosh X 

coth X = - 

senh X 


sech X = -— 

cosh X 


csch X = -. 

senh X 

En las figuras 15, 16, y 17, respectivamente, mostramos las grâficas de 
las funciones seno hiperbôlico, coseno hiperbôlico y tangente hiperbôlica. 
En la mayor parte de las tablas matemâticas pueden encontrarse valores 
de estas funciones. 

‘ Lo de “hiperbôlico” en el nombre de las funciones, viene del hecho de que las 
funciones hiperbôlicas guardan relaciones con la hipérbola x^-y^ = 1 anâlogas a las 
existentes entre las funciones trigonomëtricas o circulares y la circunferencia y ■— 1- 
Véase, por ejemplo, “Diferential and Intégral Calculas de R. Courant, Interscience 
Publis’hers, New York, Nueva York, vol. I, pâg. 188, 1937. 
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O 

FIGURA 18 


Problemas 

1 . Establézcanse las siguientes identidades; 
a) cosh^ X - senh^ ^ = 1 b) tanh^ x + sech^ x = I 

c) coth^ x-csch^ X = 1 d) senh (-x) = - senh x 

e) cosh(-x) = coshx /) tanh(-x) = -tanhx 

g) senh ix±y) = senh x cosh y ± cosh x senh y 

h) cosh (x ± j) = cosh x cosh y ± senh x senh y 

i) senh 2x = 2 senh x cosh x 
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J) cosh 2x = cosh^ X + senh^ x 
k) 2 senh^ (xj!) = cosh x — 1 
/) 2 cosh^ (-«/2) = cosh a: + 1. 

2. Establézcanse las siguientes formulas de derivaciôn: 

a) seuh x = cosh x b) cosh x = senh x 

c) tanh x = sech^ x d) coth x = — csch^ x 

e) sech x = — sech x tanh x /) csch x = — csch x coth x. 

3. Las funciones seno hiperbôlico y tangente hiperbôlica tienen funciones 
inversas denotadas por arcsenh = senh* y arctanh = tanh* respectivamente. 

d) Demuéstrese que arcsenh x = In 

b) Demuéstrese que arctanh x = ^ In 


(x + Vx^ + 1). 
1+x 
1-x 


1x1 < 1. 


12. EL TEOREMA DE TAYLOR. LA APROXIMACIÔN DE LAS 
FUNCIONES POLINOMIALES 

En nuestras consideraciones sobre funciones elementales hemos estudiado 
las propiedades de muchas de estas funciones, pero en la mayor parte de 
los casos no hemos dado método alguno para calcular sus valores. Por 
ejemplo, la qué es igual sen ^ o exp (1) = e? Realmente lo que queremos 
conocer es: ^cuâl es una aproximaciôn décimal de sen ^ y de exp(l)? 
Como los valores de una funciôn polinomial son faciles de calcular —basta 
tan solo efectuar un numéro finito de multiplicaciones y adiciones— si 
pudiéramos aproximar estas funciones elementales por funciones polino- 
miales, enfonces tendriamos un método sencillo para determinar valores 
aproximados de estas funciones. 

Un método tal es exactamente el de aproximaciôn por el uso de diferen- 
ciales. Si / es diferenciable sobre un intervalo 3 y x^e'i, enfonces, para 
cualquier punto Xo+he2, 

/(xo + /i) = /(xo) + /(/' (xo) + h(p (xo ; h) 
donde lim <p(xo; h) = 0; o, lo que es équivalente, para cualquier p^nto X6^ 

h-^0 

12.1 /(x) = /(Xo) +/' (Xq) (x - Xo) + iA (Xq ; x) (x - Xo) 

donde lim i/'(xo; h) = 0. La formula (12.1) nos dice que el valor de J en 

X-*Xo 

cualquier punto xe^^ es el valor del polinomio de primer grado 
f{^o)+f'{xo){I—XQ) en X mâs un término (el término del error) que es 
pequeno cuando x esta prôximo a Xq. 
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Es deseable extender este método de aproximaciôn, ya que por lo anterior 
no tenemos ninguna forma de estimar la magnitud del error y el uso de un 
polinomio de primer grade puede que no nos dé una précision suficiente 
en un problema dado. En esta secciôn desarrollamos una formula para 
aproximar funciones por polinomios de grado arbitrario con una expresiôn 
para el término del error que nos permitirâ estimar hasta qué punto es 
buena nuestra aproximaciôn. 

El polinomio aproximativo /(xo)+/'(xo) (/-Aq) usado en el método de 
la diferencial es un polinomio cuyo valor en Aq es /(aq) y cuya derivada 
en Xq es /'{Xq). Esto nos sugiere que podriamos aproximar / por un 
polinomio P de grado n que tuviera la propiedad de que los valores de P y 
sus primeras n derivadas coincidieran con los de / en Aq ; P(Xf)) = /"(aq), 
^ (->^ 0 ) =/'(Aq), E“*"/ao) =/‘"/ao). Desde luego, para tener una 

aproximaciôn tal para /, / debe ser diferenciable n veces en Aq, y, en este 
caso, hay solamente un polinomio tal. Sus coeficientes pueden determinarse 
como sigue. 

Sea P = ^ 

k = 0 

un polinomio tal. Entonces 


y, como 


/(Ao) = P(xo) = ûo 


p<.m) _ ^ 


k\ 


k=m (k — m)\ 




m = l, n , 


y (a'o) = P'^Vaq) = m!a„ 


De donde P = Z ~ — -(l-x^Ÿ, donde Z'®' = /'. 
k = o kl 


Una expresiôn ûtil para el término del error cuando aproximamos una 
funciôn / por el polinomio P = Z — IT^i^-Xof viene dada por el 

k=0 X- 

teorema de Taylor. 

12.2 Teorema. (Teorema de Taylor.) Si f tiene derivadas continuas hasta 
las de orden «+1 inclusive sobre el intervalo^, entonces, para cualquier AeJ, 
si AqeS, se tiene 


12.3 


^ /“'(Ao). 
k = 0 


/(x)= X ^—^(^x~XoŸ+R„(x) 


kl 


donde R„{x} = — 
n ! 
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Prueba. Como existe el numéro necesario de derivadas de / en Xq, es 
claro que f(x) puede escribirse en la forma (12.3). Esta expresiôn simplemente 
define R„ (a-) : 

R„{x) = 'fix)- t a^(x-x,)r 

k = 0 Kl 


Lo que debemos probar es que R„(a) 

9(1) = Ê entonces 

k=0 k\ 

{x — XqŸ, de donde 


y(ii+i)(j)(^—^ dr. Si hacemos 
jxo n\ 

g{x) = f{x) y g{xo) = ^ ^ 

fc = o kl 


l^n(x) = g{x)-gixo) = 



Como / tiene derivadas continuas hasta las de orden (n+l) inclusive 
sobre 3, sabemos que g’ es continua sobre el intervalo cerrado de puntos 

extremos Xq y x, y de aqul que g' existe. En realidad 

J Xo 


d\t) 


fit) 


+ 


n 


1 


-f'‘\t) 


jx-tf-' 

ik-\)\ 


+ /"‘■"'(O 


k\ 


=fit)-fit) - i + xV'*'(o 

k = 2 ik-l)l k = 2 {k-\ 

= f"^'\t) 


Por tanto, 

Unix) = - r f"^'f)ix-t)"dt. 

n\ Jxo 

Lo que compléta la prueba del teorema de Taylor. 

La formula (12.3) en el teorema de Taylor se llama formula de Taylor 
respecto al punto Xq y al término R„ se le llama residuo. Considerando la 
formula de Taylor como una formula para la aproximaciôn, si hacemos 
= l-^nl - entonces llamamos a E„ error de truncamiento. Si hacemos n = 1 
en el teorema de Taylor, tenemos una formula por aproximaciôn por 
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diferenciales con una expresiôn para el residuo que es adecuada para 
estimar el error de truncamiento: 


12.4 


f(x) = /(Xo)+/'(Xo) (x-.Xo) + 


'x 

/"(O (x “ t)dt 

Xo 


= fixo) + df{xo\ x-xo) + 


X 

f"(l){x-t)dl. 


12.5 Ejemplo. Obténgase un valor aproximado de ^/265 por el método 
de la diferencial y determinese una cota para el error de truncamiento. 


SoLUCiÔN. Sea/ = entonces/' = y f" = —\I ^^^.Como/"es 

continua sobre <0, oo> tenemos; 


v'x = vXo + 


— , X-Xo 




t ^'\x-t)dt 


= _ 1 P r^i\x-t)dt. 

2 Y X O 4 J xo 


El nùmero .Vq debe tomarse cercano a sy'265, pero, al mismo tiempo, debe 
escogerse de modo que ^Xq sea fâcil de calcular. Escogiendo Xq = 256, 
obtenemos 

'265 

r (265 -1) dt. 

256 


-^26^6_1 
' 32 4 


As! pues "XJ- es una aproximaciôn para ^'265 con un error de truncamiento 


ribs 


£i 


1 


r (265 -1) dt ^ 

256 4 ( 256 )^'^ 


265 


(265-t)dt 


16,384 2 

Como -.003 <2?, < 0 y 16.281 < -^ 3 ^' < 16.282, 

16.278 < ^2^ < 16.282. 

Podemos decir que ^/265 = 16.28 tiene correctas dos cifras décimales. 
Decir que ^ 265 es 16.28 con dos cifras décimales correctas significa que 

16.275 < ,^/2^ < 16.285. 
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Si se desea una mejor aproximaciôn para ^265, podemos escoger 
Xq = (16.28)^, el cuadrado de la anterior aproximaciôn y procéder como 
anteriormente. Entonces 


V265 = 


265+265.0384 

32.56 


1 

4 J 265.0384 


r^'\265-t)dt. 


Asi pues 




530.0384 

32.56 

1 

4.265. 


es una aproximaciôn a ^265 con un error de truncamiento 


,-3/2 


(265 —t)dt < 


I 


4(256)'^'^ J 265.0384. 


(265 —t)dt 


,00147456 

32768 


< .000,000,05. 


Como 


.000,000,05 < 7?! < 0 
16.278,820,63 < 


y 

530.0384 

32.56 


< 16.278,820,64, 


obtenemos 

16.278,820,58 < < 16.278,820,64. 

As! pues ^265 = 16.278,820,6 tiene 7 cifras décimales correctas. 

Usando el teorema del valor medio para las intégrales (teorema 8.4, 
pâg. 571), podemos expresar el residuo R„ en otra forma que es en muchos 
casos mâs conveniente. 

= - r /"^‘>(r)(x-0"df 

ni Jxo 


n ! 



(x — t)"dt 


12.6 


(n + 1)! 


(X-Xo)' 


para algün punto c entre Xq y x. Se llama a ésta la forma de Lagrange del 
residuo. 


12.7 Ejemplo. Hâllese una aproximaciôn a la funciôn seno sobre el inter- 
valo cerrado [-7r/4,7r/4] por un polinomio de forma tal que el error de 
truncamiento sea menor que 1 x 10“^. 
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SOLUCIÔN. Como todas las derivadas del seno son continuas sobre R 
—son + sen O + cos— el teorema de Taylor se verifica para cualesquier 
valores de « y Aq . Tomemos Xq = 0. Usando la forma de Lagrange para el 
residuo (12.6), tenemos, para cualquier xe[ — 7 r/ 4 , 7 r/ 4 ], que R„{x) es o 

sen c „ 4 .. cos c . + i , . , ^ » - 

H- X O + - X donde c esta entre 0 y x. Asi pues 

(n + 1 ) (n + 1 )! 

P- r ^ ^ 1 

" (n + 1 )! " (n + 1 )! (n + 1 )!' 

Consultando una tabla de recîprocos de los factoriales, encontramos que -g- 
es menor que 1 x 10“^. Por tanto, si tomamos n = 8 en la formula de 
Taylor, tendremos una aproximaciôn pdlinomial a la funciôn seno con error 
de truncamiento menor que 1x10”^ sobre el intervalo [ — n/4,7ij4]. 
Desarrollando la formula de Taylor con n = 8 , tenemos 

2 3 4 

X"^ X 

sen X — sen 0 + x cos 0 -sen 0 -cos 0 4-sen 0 

2 ! 3 ! 4 ! 


X ^ x” X X X 

H-cos 0-sen 0-cos 0 4-sen 0 4-cos c 

5! 6 ! 7! 8 ! 9! 


X X X X 

= X -1-1- cosc. 

3' 5! 7! 9! 


f 

El polinomio ^ “ Ji 7 ? aproximaciôn de la funcion seno con 

error de truncamiento menor que 1 x 10“^ sobre et intervalo [ —;r/4, 7 r/ 4 ]. 

Podemos usar la formula determinada en el ejemplo 12.7 para obtener 
una aproximaciôn a sen ^. 


1 1 
sen - = - 
2 2 


1 

2^3 ! 


2 * 5 ! 


1 /n 1 

4 -cos c, ce ( 0, - 

2 


2 ’ 7 ! 2 *^ 9 ! 


y, por tanto, sen ^ = .479,425,5 con 7 cifras décimales correctas. 

12.8 Ejemplo. Determlnese el valor de exp (1) = e con cinco cifras 
décimales exactas. 

SoLUCiÔN. Como todas las derivadas de exp son continuas sobre R, el 
teorema de Taylor se verifica para valores cualesquiera de « y Xq . Tomemos 
Xo = 0. Usando la forma de Lagrange para el residuo, tenemos para 
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cualquier xeR, 

v" y"+’ 

= e° + xe° + — e® + ... + —+ -— e‘ 

2 ! n! (n + 1)! 


, x" x" x"-"' , 

— 1 + X +-h ... q-+ -: € , 

2 ! n! (n + 1)! 


donde c esta entre 0 y x. Asi pues. 


£„(l) = 


(n + 1)! 


donde c€<0, 1). 


3 

Como e < 3, £„(1) <-y £ 9 ( 1 ) < 1 x 10 Tenemos pues que 

(n+1)! 

,,11111111 

É — 1 + 1 H -h-H-1-h-h-h-h — 

2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 

con error de truncamiento menor que 1 x 10"* y e = 2.71828 tiene cinco 
cifras décimales exactas, 

El teorema de Taylor puede usarse para establecer algunas desigualdades 
utiles. Por ejemplo, la formula para obtenida en el ejemplo 12.8 da 
lugar a las desigualdades 


r " y" y” ' 

1 + x+ ...+—< 1+x+...+ — + 3^-^- 

n! n! (n + 1)! 


, para x > 0, 


De una manera anâloga podemos usar el teorema de Taylor para deter- 
minar los valores extremos de una funciôn cuya primera y segunda y 
posiblemente derivadas mâs altas son cero en un punto. 

12.9 Ejemplo. ^Tiene un valor extremo en 0 la funciôn / definida por 


f(x) = - 

2 6 


SoLUCiÔN. Como para todo xeR, 


. , X X” X ■ 

e^= 1+X + — + — + — 

2 6 24 


donde c estâ entre 0 y x. 


/(x) = e"-x - — - — = 1 + — e^^l. 

2 6 24 


Asi pues, /(O) = 1 es el valor minimo de / en R. 
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Damos ahora algunos teoremas que cubren estos problemas de valores 
extremos. 

12.10 Teorema. Supongamos que /<"> es continua sobre un inlervalo 3 que 
contiene a y que /*'‘’(xo) = 0 para k = 1 , n - 1 donde n es un entera 
mayor que 1 . 

1) Si n es par y /'"'(x) > 0 para todo xe2, entonces /(xq) es el valor 
minimo de f sobre 7t. 

2) Si n es par y f"'‘(x) < 0 para todo xe'S, entonces /(xq) es el valor 
mâximo de J sobre 3. 


Prueba. Usando la forma de Lagrange del residuo en el teorema de Taylor, 
tenemos para todo xe 3 , 

,/(x) = /(Xo) + ~ — \x-Xo)” 
n ! 


donde c estâ sobre algûn punto entre x y Xg. 

I) Si « es par y/^">(x) ^ 0 para todo xeS, entonces > 0, 

As! pues, para todo x€3, f(x) > /(Xg) y /(xq) es el valor minimo de /' 
sobre 3 . 

La prueba de (2) es anâloga. 

Para aplicar el teorema 12.10 debemos conocer algo sobre los valores 
de en una vecindad de Xg. En el siguiente teorema necesitamos conocer 
solamente el valor de /*"* en Xg. Este teorema es una extension del método 
de la segunda derivada (teorema 5 . 6 , pâg. 464). 

12.11 Teorema. Supongamos que es continua en una vecindad X{Xq) 

ds Xg, *(xg) = 0 para k = 1 , 1 , y J (xg) / 0 , donde n es un 

entera mayor que 1 . 

1) Si n es par y /^"^(xg) > 0, entonces f tiene un minimo en Xg. 

2) Si n es par y /^"'(xg) < 0, entonces f tiene un mâximo en Xg. 

3) Si n es impar, entonces f no tiene un valor extremo en Xg. 


Prueba. Usando el teorema de Taylor con la forma de Lagrange del 
residuo, tenemos para cualquier xeA'’(xo), 


/(x) = /(Xg) 


(«-!)! 


(X-Xg)" 


donde c estâ entre x y Xg. 
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1) Si /^"’(xo) > 0, entonces, como 

. ,i„ /üiiïit/riw. ita 


X-Xn 


x-^xo X —Xq 


existe una vecindad <a, de Xq tal que (teorema 3.16, pâg. 350) 
y("-i )<0 para xe<fl, Xq) y /'"“'^(x) > 0 para x6<Xo, b}. Si n es par, 
entonces para xe <a, Xq> 

/W = yc^o) + ‘ > /(^o) 

(n-1)! 

y, para x£<Xo, 6>, 

'yc’i 

/(^) = /(^o) + - -' > /(•>Co)- 

(«-!)! 


Asi pues, / tiene un minimo en Xg. 

2) Si < 0 y n es par, entonces — / tiene un minimo en Xg por 

la parte (1) de este teorema. Luego / tiene un mâximo en Xg. 

3) Si /‘"^(xg) > 0 y « es impar, entonces, para xe<a, Xg), 


/(^) = y'(-’fo) + 


(n-1)! 


(X-Xo)"“‘ 


< /(-Xo) 


y para xe<Xo, by, 

fix) = /(Xg) + y-^(X-.Xg)"-' 

(n-1)! 


> f(Xo). 


As! pues, / no tiene un valor extremo en Xg. Si /*"’(xq) < 0 y n es impar, 
entonces —/ no tiene un valor extremo en Xg. Luego / no tiene un valor 
extremo en Xg. 

El teorema 12.11 nos dice que si la primera derivada distinta de cero de 
una funciôn / en un punto Xg es de orden par, entonces / tiene un valor 
extremo en Xg. Este valor extremo es un minimo si el valor de la primera 
derivada distinta de cero en Xg es positivo, y un mâximo si el valor es 
negativo. 


12.12 Ejemplo. gTiene un valor extremo en 0 la funciôn / definida por 
/(x) = x^(l — cos x) + .ï^ cos 2x? 


SoLUCiÔN. Investigando los valores de las derivadas de / en 0, tenemos: 
/'(x) = x^ sen x + 2x(l — cos x) —2x* sen 2x + 5x‘’' cos 2x 
/'(O) = 0 
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f"{x) = cos X + 4x sert x + 2(l — cos x)-20x"‘ sen 2x 

— 4x^ cos 2x + 20x^ cos 2x 

/"(O) = 0 

f"'ix) = —x^ sen x + 6x cos x + 6 sen x— 120x^ sen 2x 

— ôOx"'' cos 2x + 8x^ sen 2x + 60x^ cos 2x 


/'"(O) = 0 

/*"^*(x) = —x^ cos X —8x sen x+ 12 cos x+ 120x cos 2x 
— 480x^ sen 2x —480x^ cos 2x 
+ lôOx'^ sen 2x+ I6x^ cos 2x 

/'"*(0)= 12. 

Asi pues, por el teorema 12.11,/ tiene un minimo relative en 0. 

Problemas 

1. Desarrôllese la formula de Taylor para los siguientes casos: 

a) /= /^-3/^ + 5; Xq = 0; n = 3 

b) f= p-3]^ + 5; xo = 2; « = 3 

c) /= p + 41^-Ii xo = 0; « = 3 

d) f = cos; Xq = 0; n = 8 

e) f = cos; Xo = n/2', « = 8 
/) / = In; Xo = 1 ; n = 7 

g) f = arctan; Xq = 0; m = 4 

h) f = aresen; Xq = 0; « = 4 

/) /= (l+/f;xo = 0 ;a7 = 6 

j) /=(l+/)'/^Xo=0;« = 6 

k) f = (l+/)-'/^Xo = 0;/7 = 6 

0 / = (1 +/)'■ [r real]; Xq = 0; « = 6. 

2. Desarrôllese la formula de Taylor para tan con Xg = 0 y n = 4. 
^Para qué intervalo es vâlida esta fôrmula? 

3. Usando diferenciales, calcùlense los siguientes numéros con cuatro 
cifras décimales exactas. 

a) b) v34 

c) V20 d) ^9. 

4. Desarrôllese una aproximaciôn por un polinomio a la funciôn coseno 
sobre el intervalo [ —;r/4, 7r/4] de forma que el error por truncamiento sea 
mener que 1 x 10“ Calcûlese una aproximaciôn para cos 
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5. Determinese un intervalo sobre el cual I se aproxime al seno con 
un error por truncamiento menor que 1 x 10“^. 

6. Hâllese una aproximaciôn a sobre el intervalo [j,f] por un 
polinomio en (/-1) de forma que el error por truncamiento sea menor 
que 1 X 10“^. 

7. Establézcanse las siguientes desigualdades; 

a) (1 q-x/ ^ 1 + rx, donde x > 1 y r 5= 1 

b) (1 +X)'' ^ 1 + rx + — —x^, donde x ^ 0 y r 5= 2 

2 

c) i_£! + î!_^!<cosx< 1- —+ —, xe [-71/2,71/2] 

2 4 ! 6 ! 2 4 ! 

d) x — — <senx<x-1-, X6[0, 3]. 

3! 3! 5! 

8. i,Tienen un valor extremo en 0 las siguientes funciones? 

a) f-4I^ b) 

c) sen - / d) scn — !+iI^ 

e) TT^^ + y' + ^-tan /) 1-cos. 

9. iTiene un valor extremo en 0 la funciôn / definida por 

f(x) = x^(l — cos x)q-x^ cos 2x. 

10. Üsese el teorema de Taylor para demostrar la formula del binomio. 

11. Si /" es positiva sobre un intervalo <û, b} (y es, por tanto, côncava 
hacia arriba la funciôn / sobre <a, b}), demuéstrese que sobre (a, b} la 
grâfica de / se encuentra sobre la recta tangente a la grâfica en cualquier 
punto de {a, b}. 

scn X — X 

12. Determinese üm --— . 

x-O x^ 


13. RESUMEN 

En este capitule hemos completado nuestro estudio de las funciones 
elementales. Las funciones elementales son las algebraicas, las trigono- 
métricas, las inversas trigonométricas, las logaritmicas, las exponenciales, 
las hiperbôlicas y las hiperbôlicas inversas. Algunas de estas funciones se 
introdujeron por primera vez en este capitule y hemos estudiado en él sus 
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propiedades bâsicas. Las funciones elementales son las que se presentan 
con nias frecuencia en las aplicaciones del câlculo. Sin embargo, para 
ciertas aplicaciones importantes son necesarias otras funciones a las que se 
les suele llamar funciones especiales. 

En la secciôn 12, mtrodujimos el teorema de Taylor y obtuvimos asi 
un método para aproximarnos a una funciôn por un polinomio. El polinomio 
asociado a una funciôn / por el teorema de Taylor es tal, que su valor y 
los valores de sus n primeras derivadas coinciden con los correspondientes 
valores de / y sus primeras n derivadas en un punto Xq. Para que / pueda 
tener una aproximaciôn tal, es necesario que sea diferenciable n veces en Xq. 
El teorema de Taylor nos da una expresiôn para el error en esta aproxi¬ 
maciôn que nos permite estimar cuân buena es la aproximaciôn. Hemos 
visto que el teorema de Taylor da un método para determinar valores de 
una funciôn. En particular, este método es aplicable a las funciones 
elementales y nos provee con un procedimiento para obtener nna tabla de 
valores para cualquiera de estas funciones. 


Problemas de repaso 


1. Si/=/^-f2/-t-3 sobre [0, oo], encuéntrese 


a) /*(3) 
r) f*(25) 
e) f* 


b) /*(11) 

d) 

/) Df* 


2. Determlnense: 

a) 

c) T)[arctan c/^] 
e) arcsen^ x 
g) Z)^ arcsen y'T — 2 X 
/) D^\n\nx 


b) D[l'^^ . arcsen] 

d) D[exp O sen] 

/) arctan 

h) In |cos x| 

j) £>,<. In |tan X + sec x|. 


3. Demuéstrese que 

a) In (x + ,^/x^-l) = - In (x-yV- 1 ),'|x| > 1 

b) In (x + ,^'x^— I) = arccosh x donde xe[l, oo> y el rango de arccosh es 

[ 0 , 00 > 

1 X J 

c) arccoth x = - In-, |x| > I 

2 x-1 


4. Encuéntrense 


a) 


^ xdx 

J I x^ 4" 1 


b) 


dx 

x^+l 
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c) 

e) 

g) 

0 

k) 

m) 

o) 


X dx 


V4- 


sen - X cos - x dx 


1 + In 


1 / 


exp 

a + b exp 




cosh -dx 


sec 3x tan 3xdx 


d) 

f) 

h) 

./) 


dx 

> 

tan 2x sec^ 2x dx 


cos 


1 + sen 

TC 

e‘^°^^senxdx 


l) I e""3""^/x 


n) seco(n/) 


P) 


'k/4- 


-n/4 COS 


5. Dibùjese la grâfica de cada una de las siguientes funciones mostrando 
todos los mâximos, minimos y puntos de inflexion. 

. , f X In |x| para x # 0 

a) fix) = n A 

[ ü para x = 0 

b) /(x) = 

c) f{x) = xe~'‘^. 


6. Encuéntrese el volumen generado haciendo girar la porciôn de 
grâfica de y = e entre x = 0 y x = 2 alrededor del eje Y. 

7. Si / es una funciôn continua tal que 

X 

x^ = /, 

J ^ 

demuéstrese que / = 3/^ y determinense el valor o valores de a para los 
que tal ecuaciôn se verifica. 

8. Si / es una funciôn continua tal que 


sen X = b + 




a 


f 
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encuéntrese /. ^Para qué valores de b satisfce / la anterior ecuaciôn 3 ' 
de qué manera dépende a de Z»? 

9. Demuéstrese que si >" = aj sobre < — 00 , oo> 3 ' >’(0) = c, entonces 
y{t) = ce"' para todo / 6 < — 00 , oo>. 

Sugerencia. Si ÿ = ay sobre < — 00 , oo>, entonces e~‘‘\ÿ{t)~ay{l))^Q 
para todo te < — 00 , oo>. 

10. Determinense todas las soluciones de la forma x{t) = ae^' de cada 
una de las siguientes ecuaciones diferenciales; 

a) x + 3x + x = 0 

b) JC—10i + 4x = 0 

c) jc + 2i + 5jc = 0. 

11. Demuéstrese que el problema lOc tiene soluciones de la forma 
jc(/) = cos ojt. Determinense todas las soluciones. 

12. Determinense los valores de a, b, y À taies que x{t) = ae'’ y 
y{t) = be^‘ son soluciones de los siguientes pares de ecuaciones diferenciales: 

r.X = JC + >’ ( X = 3x + y 

«) b)\ 

1 y = x-y [ ÿ = x-ly 

13. Determinense soluciones de la ecuaciôn diferencial x —jc = 0 que 
satisfagan : 

a) x( 0 ) = 1 , .x:( 0 ) = 0 

b) x( 0 ) = 0 , x( 0 ) = 1 

c) .y( 0 ) = a, Â:( 0 ) = b. 

Sugerencia. e’ y e~' satisfacen la ecuaciôn diferencial. 

14. Resuélvanse las siguientes ecuaciones por aproximaciones sucesivas: 

a) x^ — In (x+ 1) A) X = 5 In X, xe<0, 10] 

c) X = e“^ c/) In X = 1 . 5 — X 

e) e”-' = sen x, X6[0, 7r/2] /) e^ + x+ 1 = 0 

g) tan x = In (x + 2), xe[0, 1]. 

15. a) Desarrôllese la formula de Taylor con Xq = 0 para In (a + x). 

b) Calcùlese In 1.1 con error menor que 0.000.005. Compârese su 
contestaciôn con el valor obtenido de una tabla de cinco cifras 
de la funciôn logaritmo natural. 

c) Calcùlese In 1.2 con error menor que 0.000.005. Compârese el 
resultado obtenido con el dado en una tabla de cinco cifras. 

d) Si In 2 = 0.69315 con error menor que 0.000.005, calcùlese In 2.1 
con error menor que 0 . 000 . 01 . 
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16. Demuéstrese que 

a) cosh X = - > U X6< — 00 , oo> 

2 

b) cosh X + cos X > 2, xe< —co, co)> 

1 

c) In X < ^/x-p, X ^ 1. 

17. Determînese el grado de exactitud de la aproximaciôn 

71 +X = 1 +ix-ix^ sobre [-i, i]. 
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Capitule 


f 


(ax 


15 


Método 
de integraciôn 


1. INTRODUCCION 

Hemos visto que pueden definirse funciones por intégrales. Por ejemplo, 
la funciôn logaritmo natural fue definida por la intégral 


In = J / sobre <0, qo>. 
El estudio de funciones F definidas por integraciôn. 


consta de dos problemas; 1) la determinaciôn de las propiedades generales 
de la funciôn y 2) la determinaciôn de los valores de la funciôn. 
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En la secciôn 4 del capitule 14 consideramos el primer problema con 
respecte a la funcién legaritme natural. Encentramos que la funcién 
legaritme es una funcién diferenciable creciente sobre su dominio, de 
donde ha de tener una funcién inversa creciente la funcién exponencial. 
Encentramos también que la funcién legaritme satisface la identidad 

In x;/= In X 4-In x, >'e<0, oo>. 


De esta relacién se derivaron otras mâs, satisfechas también per la funcién 
legaritme. 


En este capitule nos ocuparemos del segundo problema. Es decir, 
consideraremos métodos para la determinacién de valores de una funcién 
definida per una intégral. Estes métodos son de dos tipos: a) métodos 
basados en el segundo teorema fondamental y b) métodos numéricos. 

Los métodos basados en el segundo teorema fondamental requieren que 


la funcién F = 

J “ 


f 


sea expresable 


en términos de 


funciones conocidas. 


Si pueden obtenerse tablas apropiadas de estas funciones conocidas o si 
sus valores son de fâcil calcule, entonces el problema 2, la determinacién 
de valores de F, puede resolverse usando valores de las funciones conocidas. 

Los métodos numéricos nos permiten encontrar valores de F usando 
solamente valores de / o valores de / y sus derivadas, y no requieren 
que /"sea expresada primero en términos de funciones conocidas. 


2. INTEGRACIÔN POR PARTES 


Hemos visto en la seccién 7 del capitule 13 (pâg. 611) que si las funciones 
uy V tienen derivadas continuas sobre un intervaloj, entonces la régla para 
la diferenciacién del producto de funciones 

D{uc) = uDl+lDu 
nos lleva a la férmula de integracién 


2.1 

uDv = uv 

■-I 

• 

a 

« ‘ J 


para a, ésj. La ecuacién (2.1) es la férmula para la integracién por partes. 
Expresada en la notacién de la intégral indefinida, la ecuacién (2.1) toma 
la forma 


2.2 


I 


uDv = uv 


vDu sobre 3- 


La integracién por partes reduce el problema de la evaluaciôn de una 
intégral al de la evaluaciôn de otra intégrai. Al aplicar la integracién por 

'b 

partes, nuestro objeto es obtener una integra! vDu que sea mâs simple 
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que la intégral original 


uDv. No intentamos dar ningùn tipo de régla 


general para la elecciôn de los factores u y Dv. Sin embargo, haremos 
algunas observaciones sobre la elecciôn de factores para ciertas clases de 
problemas. Los ejemplos ilukran el método de integraciôn por partes. 


2.3 Ejemplo. Encuéntrese 


exp. 


SoLUCiÔN. Si tomamos 


entonces 


U = y Dv = exp, 


Du = 21 y V = exp 
y la formula de integraciôn por partes nos da 


exp = exp — 2 


I exp. 


Esta ûltima intégral es mâs sencilla que la intégral original, ya que la 
integraciôn por partes ha reducido la potencia de I. Aplicando la integraciôn 
por partes a esta ûltima intégral con 


tenemos 


y de aqui 


U = I y Du = exp, 
Du = l y V = exp 


I exp = /exp — 


1 • exp = / exp — exp. 


Combinando estos resultados obtenemos 


J exp = /" exp — 21 exp + 2 exp 
= (/^ — 2/ + 2) exp . 


En este ejemplo podriamos haber elegido u = exp y Du = /^. Esta 
elecciôn nos llevaria a la intégral 


uDii = ^ 


1^ exp, 


que es obviamente mâs complicada que la intégral original ya que la 
potencia de / se ha aumentado. 

Nota. Al aplicar la integraciôn por partes cuando el integrando es el 
producto de un polinomio de grado n con la exponencial, el seno. 
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O el coseno, uno debe escoger el polinomio como el factor u. El nuevo 
integrando sera entonces el producto de un polinomio de grade n—\ 
por exp, cos, o sen respectivamente. De donde, integrando por partes 
n-\ veces el problema se reduce al de integrar la funciôn exponencial 
O la funciôn seno o coseno. 


2.4 Ejemplo. Encuéntrese 
SoLUCiÔN. Tomando 


/ arctan. 


U = arctan y Dv 


I 


tenemos 


de modo que 


1 I 7 

Du =- y V = 

1 +/^ 2 


/ arctan = ~r arctan — - 

2 2J 


1 + 7 ^ 


= -/^ arctan - - | ( 1 
2 2 , 



= arctan - ^1 + ^ arctan . 


2.5 Ejemplo. Evalüese aresen. 

Jo 

SOLUCIÔN. Aqui el integrando no parece estar en la forma de un producto 
Sin embargo, podemos considerar el integrando como un producto, el 
1-aresen. Tomando 

U = aresen y Dv = 1 

tenemos 


Du 


Vi-/^ 


y V = ! 


de modo que 


f' 1 

aresen = 1 aresen 

1 


0 

0 

J 


= aresen 1 — 0 • aresen 0 + 




= --o+o-Vi 1. 

2 2 
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Nota. Si una de las funciones trigonométricas inversas o la funciôn 
logarltmica aparece como un factor en un integrando, entonces se puede 
intentar la integraciôn por partes escogiendo ese factor como u. Esto 
puede conducir a una simplificaciôn ya que Du sera una funciôn 
algebraica. 


2.6 Ejemplo. Encuéntrese | sec . 
SoLUCiÔN. Tomamos 


Entonces 


de modo que 


U — sec, Dv = sec^. 

Du = sec tan, v = tan 


sec = sec tan 


sec tan . 


Esta ùltima intégral no parece ser, en nada, mejor que la original. Sin 
embargo, si usamos la identidad 


tan^ = sec^ — 


obtenemos 


sec = sec tan — 


= sec tan 


sec tan 


sec + sec. 


Tenemos ahora una ecuaciôn en 


sec^. Anadiendo esta expresiôn a 


ambos miembros de la ecuaciôn, tenemos 


2 sec = sec tan + sec 


de modo que 


sec = T sec tan + 


sec 


= J sec tan + ^ In o [sec + tan|. 

Nota. En los problemas de la secciôn 8, capltulo 14 (pâg. 685), con¬ 
sidérâmes intégrales del tipo 
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En el problema 4 se senalô que si m es impar, tan'" sec" podia expresarse 
como un polinomio en la secante por D sec = tan sec, y si n es par, 
tan'" sec" podia expresarse como un polinomio en la tangente por 
tan = sec^. En el problema 10, se obtuvo una formula de reducciôn 
para el caso especial « = 0. 

Si m es par y n es impar, no hemos dado un método de ataque. En 
este caso, como m es par, tan"" sec" puede expresarse como un polinomio 
en la secante. Cada término puede entonces reducirse-por la formula 
de reducciôn que aparece en uno de los siguientes problemas, el 
problema 3 e. Esta formula de reducciôn puede obtenerse por el método 
del ejemplo 2.6. 


El tratamiento de cot'" esc" es anâlogo al tratamiento descrito 


para 


tan'” sec". 


Problemas 

1. Encuéntrense las siguientes intégrales; 

b) 

d) 

f) 


a) I arctan 

c) 


sen 


I In 


1 


0 ^ 5 -/ 


e) 

g) 


' itl4 


1 sec^ 


- n/4 

arccos 


I arctan o / ‘ 

ff 

h) I /^cos. 


2. Encuéntrense las siguientes intégrales ; 


a) 

c) 


X sen X dx 


In X dx 


e) I xe^'‘dx 
g) I e'' cos X dx 


b) 

d) 

f) 


xe" dx 


X arctan x dx 


(x^ 4-1 ) In X dx 


I 


h) e'^coshxdx 
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0 

k) 

m) 

o) 

q) 


cos X In isen x| dx 


sec^ X dx 


j sen'^ X dx 
l) j" senh^ xdx 

">j: 


e * cos X dx 
x^ dx 


0 

2 „3 


0 \/4 — x^ 


x" In X dx 


P) 


^16 —X 


xe ^ dx 


i: 


r) \ e sen x dx. 


3. Obténganse las siguientes formulas de reducciôn (m y n son enteros 
positivos); 


a) 

b) 

c) 


r sen = —1" cos + n 


r ‘ cos 


sen 

/" 


(« 

1 


sen 1 r cos 

-1)/"'* n-1 J /"■' 


(n > 1 ) 


n~i 


sen =-sen cos H- 

n n 


sen 


d) I cos" = - cos sen + 
n 


“1 


cos 


/) 


sec 


CSC 


n — 1 

-1 

n~l 


tan sec" ^ H- 


cot esc" ^ + 


n — 2 
n~l 

/I — 2 

n — 1 


sec 


CSC 


1 _ 1 

g) I sen'" cos" =-sen'”” ’ cos"^ ' + 


m + n 


h) I sen'" cos" = -sen'"’''’ cos" ' + 


m + n 
n-1 


m+n 


i) /" exp = r exp — n 


m + n 


sen'" ^ cos" 


sen'" cos" ^ 


/" exp 
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J) 

k) 

4. 

a) 

b) 


Sea /„ = 


= — 


n 

- 1 

1 

- [/""^' 1 

n + ] 

1 

‘t/2 

1 


exp] 


sen 


'ni 2 


COS 


Usense los problemas 3f y 3ci para demostrar que /„ = -/ 

n " 

Demuéstrese que 


(»-!)!! n 
« ! ! 2 


SI n es un entero positive par, 


/, = 


(«-Dû 


si n es un entero impar > 1 , 


donde «!! (léase semifactorial de n”) es el producto de los enteros 
impares 1 -3 -5 ... « si n es iinpar y el producto de los enteros pares 
2 -4 -6 ... « si « es par. 

5. Encuéntrese el ârea de la région limitada por la curva y = 
el eje X, y la recta .v = 1. 

6. Encuéntrese el ârea de la région acotada por la curva y = In x, 
el eje X, y la recta x = e. 

7. Encuéntrese el ârea de la région limitada por la curva y = x cos x 
y el eje X entre x = 0 y el primer cero positivo de x cos x. 

8. Encuéntrese el volumen que se obtiene haciendo girar la région del 
problema 6 alrededor del eje X. 

9. Sea .')i una région limitada superiormente por el eje X e inferiormente 
por la curva y = /(x) donde /(x) = x In x (x" > 0) entre el minimo de f y 
el cero de /. 

a) Encuéntrese el volumen generado por el giro de .‘K alrededor del eje Y. 

b) Encuéntrese el volumen generado por el giro de .‘H alrededor del eje X. 


3. FRACCIONES PARCIALES 

Recuérdese que una funciôn racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales. Sean NJD, y donde y son 
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funciones polinomiales, un par de funciones racionales. Sabemos, por 
âlgebra elemental, que 

^ ^ _ iV,D 2 N2D1 _ N1D2 + N2D1 

D] D 2 ÛjD2 

La iMwa i/e funciones racionales es una funciôn racional. Por ejemplo, 

+ 1 + _L + J_ = (/' + l)(^-l)(J-2) + /-2 + /-l 

/-I /-2 (/-l)(/-2) 

_ I*-3î^ + 3I^-I-l 
/^-3/ + 2 

Hay muchos casos en donde se desea invertir este proceso. Es a menudo 
ùtil, cuando nos dan (/‘‘^ —3/^ + 3/^—/—1)/(/^ —3/+2), reconocer que 
esta funciôn racional es la suma 


de un polinomio y unas funciones racionales mâs sencillas. Las funciones 
racionales mâs sencillas se llaman frdcciones parciales. Nuestra razôn mâs 
inmediata para considerar este problema inverso es que, como veremos 
en la siguiente secciôn, las fracciones parciales se prestan fâcilmente a la 
integraciôn. 

3.1 Definiciôn. Si NjD es una funciôn racional y si el grado de N, denotado 
por deg (A^), es mener que el grado de D, entonces NjD se llama 
funciôn racional propia. Si deg (A^) deg(D), entonces NjD se llama funciôn 
racional impropia. 

Por ejemplo, (/'^-3/^ + 3/^-/-l)/(/^-3/+2) es una funciôn racional 
impropia y (7^+4/^-1)/(/^-+1) es una funciôn racional propia. 

Si NjD es una funciôn racional impropia, entonces, por el algoritmo de 
la divisiôn (teorema 4.5 del capltulo 11, pâg. 502), existen polinomiales Q 
y R con = 0 o deg {R) < deg (D) taies que 

N = DQ + R 

O 


Asi pues, si NjD es una funciôn racional impropia, por divisiôn podemos 
escribir NjD como la suma de un polinomio 2 y de una funciôn racional 


Fracciones parciales 727 



propia RjD en caso de que 7? 0. Si y? = 0, entonces NjD es simplemente 

una funciôn polinomial. Por ejemplo 


/^-3/" + 3/"-;-I 2 2/-3 

---= /"+1 + --— 

/"-3/ + 2 /^~3/ + 2 


O 

+ \ = (/"-3/ + 2)(7" + l) + 27-3, 

El principal resultado de esta secciôn esta contenido en el siguiente 
teorema. 


3.2 Teorema. Si NjD es una funciôn racional donde D tiene la factorizaciôn 

D = A{l~r,r ...{I-rJ”{l^ + b,l + c,Ÿ'+ 

donde , ..., a„, , ..., son enieros positivas y A es una funciôn constante, 
entonces NjD puede expresarse como un polinoniio P mâs la suma de 
fracciones parciales de la siguiente forma : 

Para cada factor lineal (I—ry hay a fracciones parciales : 

3.3 + ... + 

(l-r) [l-rf 


donde /l,, ..., son constantes. 

Para cada factor cuadràtico {1^ y b! + cŸ hay fi Jracciones parciales: 


3.4 


B^l + C^ ^ ^ B,I + C, 

I^ + bl + c (l^ + bl+cf 


donde C,, ..., Cp son constantes. 


3.5 Ejemplo. Encuéntrese la expansion en fracciones parciales de 

1^-21 

(/-l)'(/"+l)' 


SoLUCiüN. Por el teorema 3.2 sabemos que 

- 1^-21 _ Aj_ A 2 Bl + C 

l~\ (/-!)" I^+\ 


O 

1^-21 ^ AfI~]){I^ + ]) + A2{l^+l) + {B[ + C)(l~\y 

(/-l)-(/"+l) (/-l)’(/"4-l) 


728 Cap. 15 Métodos de integraciôn 



Como éstas son dos expresiones para la misma funciôn racional y los 
denominadores son iguales, los numeradores deben también ser iguales. 
Es decir 

/"- 2 /= A,{I-\){I^+\) + A2{I^+\) + {BI+C) {I-\f 
= {A^+B)P + {-A^ + A^-2B + C)!^A 
+ (/li+£-2C)/+(-v4,+/l2 + C). 

De donde, igualando coeficientes (corolario 4.14, pâg. 505), obtenemos las 
ecuaciones 

B = Q B — 2(7= 2 

— y4j4'^2 — 'lB-\- C = l — A f ^ A 2 ~h C" = 0. 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos Ai = A 2 — —j, B — — 
y C = 1, asi que 

l^~2I ^ ^ -1 ^ 

(/-i)^(/^+i) /-I (i-\f /"+i 

Este resultado puede comprobarse viendo cômo al combinar los términos 
del segundo miembro de la anterior ecuaciôn se obtiene el primer miembro. 

Efectuamos la prueba del teorema 3.2 por la consideraciôn de cuatro 
lemas. 

3.6 Lema. Si Di y D 2 son dos funciones polinomiales sin ningùn factor 
polinomial de grado positivo comün, enfonces existen funciones polinomiales 
P] y P 2 taies que 

1 = Pi/)j + P2^2- 

Prueba. Sea 

U = {P\P = A/iZt.+TVjPi} 

donde y N 2 son polinomios cualesquiera. El conjunto ‘U de polinomios P 
contiene polinomios de algùn grado mlnimo. Sea r/e‘U un polinomio de 
los de grado minimo. Lo que deseamos demostrar es que deg {d) = 0, es 
decir, que d es una constante distinta de cero. 

Sea P un polinomio cualquiera en OL. Entonces, por el algoritmo de 
la division, existen polinomios A y R taies que 

P = dA+R 

donde P = 0 o deg (P) < deg {d). Como d y P pertenecen a ‘^U hay 
polinomios S], 52, Pi, y 72 taies que 

P = 5, £>,+52 02, 
d ~ Pj77| + P2772. 

Luego 

R = P-dA = (5,-P,/<)£),+(52-£2^)772 
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y R pertenece a LL. Como d es un polinomin de grado minime en no 
podemos tener deg {R) < deg {d) y por tanto 7? = 0. Asi pues, para 
cualquier /’eHl existe un polinomio A tal que P = dA. 

Ahora bien, D,eAl para A, = I y = 0 y D,eAl para A, = 0 
y A 2 = 1, de modo que existen polinomios y A 2 taies que D, = dA^ y 
P )2 — dA 2 . Luego d es un factor comûn de Z), y Z),. Como, por hipôtesis, 
O, y 02 no tienen ningùn factor comûn de grado positive, deg (d) = 0y des 
una constante distinta de cero. Dividiendo la relaciôn d= 7^.0^+7202 
por la constante distinta de cero d, obtenemos la relaciôn deseada: 

1 = IlD, + ^D2 = P,D,+P2D2 . 

d d 

3.7 Lema. Si NjO es' una funciôn racional +0 = 0^02 donde D, j Oj 
no tienen /adores comunes de grado positico, entonces existen funciones 
polinomiales P^ y P 2 taies que 


A _ NP 2 

D~ D 2 1)7 

Prueba. Multiplicande la relaciôn de! lema 3.6 por NjD = N/D^ O 2 ), 
obtenemos 

N ^ A ^ AP|0, NP 2 D 2 
D D,D2 DjDj 0,02 

_ ^ NP 2 
~ D 2 

De acuerdo con el teorema 4.16 del capitule 11 (pâg. 506), O tiene una 
factorizaciôn en factores lineales y factores cuadrâticos irreducibles; 

O = A(I-rJ< ...(l-r„Y'AI^ + bJ + c,f' ...{I^ + b^I + cy’" 

donde a,, ..., a,„, /i,, .... /L„ son enteros positives. Por el lema 3.7 vemos 
que existen polinomiales A',, ..., A„, A/,, ..., taies que 

3.8 - = —^ 

O (/-r,)^' U-rJ" {I^ + h,I + c,f' 




[l^ + bj + cj 


Nuestros dos prôximos lemas demuestran que cada uno de los términos 
en (3.8) pueden expresarse como una suma de términos del tipo (3.3) o (3.4). 
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3.9 Lema. Toda funciôn racional de la forma P/f—rf tiene una expansion 
de la forma 


R, 


{I-rf {l-rf 


Ri Rk 

+ - - + ... + — + Qk, 

(l — rf l — r 


donde las Ri son constantes y Qi^ es un polinomio. 


Prueba. Por el algoritmo de la division (teorema 4.5, pâg. 502), existen 
polinomios Qi, Q^, Ri ,, 2?* taies que 

P=(I-r)Q,+R, 

01 = (l-rlQi + Ri 


Qk-i = {i—flQk+Rk 

donde alguno de los Qi puede ser cero y donde cada uno de los Ri es cero 
O de grado cero. Por tanto 

P ^ (I-r)Qi + Ri ^ Ri ^ 01 

(I-rf (l-rf (l-rf (l-rf-^ 

= + U->-)Q2 + R2 ^ 

(I-rf a-rf-' 


Ri Ri 

(I-rf (l-rf-^ 


Rk 

+ —^ + 
l-r 


Si deg (P) < k, en cuyo caso estamos tratando con una funciôn racional 
propia, entonces 0 ^ = 0 , ya que 

k > deg (P) = 1 +deg( 0 ,) = 2 +deg( 02 ) = ... = /+deg( 0 ,) 
hasta que para algùn / < k, deg ( 0 ,) = 0 y 0 ,+, = 0 . 


3.10 Lema. Toda funciôn racional de la forma PI(I^+ bl + cf tiene un 
desarrollo de la forma 


P 

(I^ + bl + cf 


A 1 1 B 1 A2IB2 A^^-\~Bf^^ 

(l^ + bl + cf (J^ + bl + cf~^ ^ ^ l^ + bl + c 


donde las Ai y Bf son constantes y 0^ es un polinomio. 

Prueba. Por el algoritmo de la division existen polinomios 0i, ..., 0^ y 
constantes Pj,.... 5^ algunas de las cuales pueden ser cero. 


Fracciones parciales 731 




taies que 

P ~ +è/+c) ^ 1/+fi] 

0 , = {P + bI+c)Q2 + A2l+B^ 


= {I^ + hl+c)Q^ + AJ+B^. 

Por tanto 

_P_ _ ( J^ A bl + c)Q^ + /(,/ + 6i 

{I^+blAcf (l' + bl + cf 

= ^1 ^ + ^1 _|_0j_ 

(I^ + bl + ct (I^ + bl + cf-^ 

= = '^1 ^ + P) _j_ A 2 I+ B 2 Ai^I + B,^ 

(/^ + fc/ + e)‘ (1^4-bl + cf-' ■■' /^ + W + c 

Si deg (P) < 2k, entonces 0^ = 0 ya que 

2k > deg (P) = 2+deg(0,) = 4 +deg (02) = ... = 2/ + deg(0i) 
hasta que para algûn / < k, deg(0,.) < 1 y 0,.^., = 0 . 

Prueba DEL TEOREMA 3.2. El tcorema 3.2 se sigue inmediatamente de la 
ecuaciôn (3.8) y de los lemas 3.9 y 3.10 al aplicar los lemas 3.9 y 3.10 a los 
términos de la ecuaciôn (3.8). El polinomio P del leorema 3.2 es la suma 
de las 0^ obtenidas de los términos individuales de (3.8) por los lemas 3.9 
y 3.10. Si N/D es una funciôn racional propia, entonces P = 0. 


4. INTEGRACIÔN DE FUNCIONES RACIONALES 

El teorema 3.2 nos dice que toda funciôn racional tiene una descompo- 
siciôn en fracciones parciales. Si una funciôn racional N/D es una funciôn 
racional impropia, es decir, si el grado de N es mayor que o igual al 
grado de D, entonces por divisiôn obtenemos una funciôn polinomial 
mâs una funciôn racional propia deg (A) < deg (£>). En esta sccciôn 
suponemos que todas las funciones racionales consideradas han sido 
reducidas primero a una funciôn polinomial mâs una racional propia. 
Demostramos ahora que la intégral de cada una de las fracciones parciales 
individuales puede expresarse en términos de funciones elementales. Se 
sigue de ello que la intégral de toda funciôn racional puede expresarse en 
términos de funciones elementales. 
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Las intégrales mâs sencillas en que aparecen funciones racionales 
propias son las del tipo 


-L- (n > 1) 

dx _ (1—n)(x + a)" ' 

{x + a f ~ 

In |x + al (rt = 1). 


Considérâmes a continuaciôn las intégrales del tipo 

A I Ab 

4.2 f - dx = f — -^- - 

J (ûx^ + bx + c)" J (ax +bx + c) 


:^ + bx + cY \ 2a/ j (ax +bx + c) 


la J (üx^ + bx + c)" 


2 a(l — n)(ax^ + bx + cy 


— + (b - —) j -; (« > 1) 

" ' \ 2a/J {ax^-\-bx~\-c) 


■In \ax bx-\-c\ + B 


2a) . 


ax^ + bx + c 


(n = 1) 


Asi pues, las intégrales del tipo (.4.2) conducen a intégrales del tipo 


(ax^ + bx + c)" 


Una aplicaciôn repetida de la formula de reducciôn 


2ax + b 


(ax^ + bx + c)" (n — 1) (4ac — b^) (ax^ + bx + c)" 


(2n -3)2a dx 

(n-l)(4ac-b^) J (ax^ + bx + c) 


reduce este tipo de intégral a 


ax + bx + c 


La formula de reducciôn (4.3) puede verificarse por diferenciaciôn 
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Escribiendo 


ax +bx + c = a X 


b c\ 

-X + - 

a a) 



+ -X H-- 

a 4a^ 



b \ \ 

X + — +^(4ac-h^) 

2aJ 4a 


X + — + -4 

2a) 4a 


donde q = 4ac — b^, tenemos 
dx 1 


4.4 


ax +bx + c a J 


dx 


X + — , , 

2al 4a^ 


2 2ax + b 

— arctan ^— 








2ax + b 

\2ax + b-J-q 


para q = 4ac~b^ > 0 


para q = 4ac-b^ = 0 


In 


V-^ 


2ax4-b + ^/ — q 


= para ^ = 4ac-fc^ < 0 . 


La formula (4.4) puede verificarse por diferenciaciôn. 

El teorema 3.2 nos dice que toda funciôn racional tiene una descompo- 
siciôn en fracciones parciales. Pero lo visto de (4.1) a (4.4) nos dice que la 
integra! de cada uno de estos términos es expresable en términos de 
funciones elementales. Asi, pues, hemos demostrado que es siempre posible 
expresar la intégral de una funciôn racional cualquiera en términos de 
funciones elementales. 

Discutiremos ahora algunos procedimientos sistemâticos para encontrar 
la expansion en fracciones parciales de funciones racionales propias. 
Consideramos cuairo casos. 


Caso 1. El denominador tiene solamente factores lineales, ninguno 
de los cuales se repite. En este caso la funciôn racional es la suma de 
las fracciones parciales cada una de las cuales es igual a una constante 
dividida por un factor del denominador. 


4.5 Ejemplo. Encontrar —■ ^ _ — dx 

J x^-2x^-24x 

SoLUCiÔN. Este integrando es una funciôn racional propia (2 < 3). 
Factorizando el denominador tenemos 

'^^-2x^-24x = x(x + 4)(x-6). 
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Estâmes, pues, tratando con un problenia que cae dentro del caso 1 y hay 
constantes A, B, y C taies que 

x" + 30x-96 ^ A ^ ^ C 

x^-2x^-24x X x + 4 X —6 

_ d(x+4) (x -6) + Bx(x-6)-j-Cx(x + 4) 
x^-2x^-24x 


Ahora bien, esto es una identidad y los dos numeradores deben ser iguales. 
Es decir 

x^ + 30x-96 = ^(x + 4){x-6) + 5x(x-6) + Cx(x + 4) 

= x'‘(A + fi + C) + x(-2/l-6B + 4C)-24^. 

Hay dos métodos de encontrar las constantes desconocidas A, B,y C que 
son comùnmente usados. Podemos igualar coeficientes de iguales potencias 
de X, obteniendo très ecuaciones para las très constantes desconocidas que 
entonces pueden resolverse: 

1 = A A B A 
30 = -2A-6B+4C 
-96 = -24A. 


Un segundo método es el de sustituir varies valores para x y obtener asi 
très ecuaciones para las très incôgnitas. Cuando estâmes tratando con 
factores lineales es fâcil escoger valores de x que hagan uno de los factores 
cero y resulten en ecuaciones con menos incôgnitas. 

Sustituyendo x = 0: -96 = /1(4) ( —6). 

Sustituyendo X = —4: —200 = B( —4)(—10). 

Sustituyendo x = 6: 120 = C(6)(10). 

De donde .4 = 4, B = - 5, C = 2. Por tanto 


f x^ + 30x-96 ^ 

- dx 

x^-2x^-24x 




dx 


= 4 In |x| —5 In lx + 41 + 2 In |x —6|. 


Caso 2. El denominador solo tiene factores lineales, aigu nos de los 
cuales son repetidos. En este caso, correspondiéndose con un factor 
repetido k veces, hay k fracciones parciales 


(x-rf (x-rf-' 
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4.6 Ejemplo. Encuéntrese 


3x^ +6x^ + 7 a: —4 




dx. 


SoLUCiÔN. El integrando es una funciôn racional propia y el denominador 
puede ser factorizado en la forma (x^- 1)^ = (.v- 1)^ (a-+1)^. As! pues 


+ 6x^ + 7x —4 


A B C D 

T H- i -- H- 

{x~\y x — l (x+\)^ x + \ 


y 

3x^ + 6jc^ + 7;f —4 

= A{x+\Ÿ + B{x-\){x-\-\Ÿ + C{x-\Ÿ + D{x~\Ÿ (x+ 1). 

Sustituyendo: 

X = I ; 12 = A{2Ÿ 

X = ~\; -8 = 

Asi pues, = 3, C = — 2. No hay ninguna otra elecciôn de x que haga 
que se anule un factor, de modo que si tenemos que continuât con el método 
de sustituciôn para obtener ecuaciones de las que podamos encontrar 
B y D debemos escoger algunos valores para x que parezcan convenientes. 
Sustituyendo; 

x = 0; -4 = A-B+C + D = 3-B-2 + D 
X = 2; 58 = 9z(+95+C + 3Z) = 27 + 9.5-2 + 3D. 

Obtenemos asi las ecuaciones 

-B+D= -5 
3B+D = 11 


de donde encontramos B = 4, D = -- 1. Por tanto 


3x^ + 6x^ + 7x —4 


dx = 


1 


L(x-i)^ 


■1 (x+1)" X+lJ 


dx 


3 2 

=-h 4 In |x — Ij H - In |x + l|. 

X—1 x+1 

Caso 3. El denominador tiene uno o mâs factores cuadrâticos 
ninguno de los cuales se repite. En este caso, para cada factor cuadrâtico 
hay una fracciôn parcial de la forma 

Ax + B 
ax^ + bx + c 
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4.7 Ejemplo. Encuéntrese 


(a:^ + 1)(x —2) 


SoLuciÔN. El integrando ^es una funciôn racional propia y tiene un 
desarrollo en fracciones parciales de la forma 

x^ — 2 Ax + B C 

—--= —-- -j-. 

(x^ + l)(x —2) x^+l X —2 

Resolviendo para A,B,y C bien por sustituciôn, bien igualando coeficientes, 
bien por una combinaciôn de estos métodos, encontramos: A = f, B = f, 


(x^ + l)(x-2) 


dx = - 


4x + 8 1 

-i- 

.x^ + 1 X-: 


= y(2 In (x^ + l) + 8 arctan x + In jx —2|}. 

Caso 4. El denominador tiene uno o mâs factores cuadrâticos, 
algunos de los cuales son repetidos. En este caso, por cada factor 
cuadrâtico repetido k veces tenemos k términos 


/I} X + 61 ^ .4 2 X-b 02 

{ax^ + bx + cf (ax^ + bx + cf 


+ ... + 


ax^ A-bx + c 


4.8 Ejemplo. Encuéntrese 


x(x^ —2x + 2)^ 


SOLUCIÔN 


_A^ 


Bx + C 


Dx + E 


x(x^--2x + 2f X (x^-2x + 2)- x^-2x + 2 


Resolviendo, encontramos A = B = {, C=0, D = \, E = 
Asi pues 


x(x -2x + 2)" 


-dx = - 


1 -1 


(x^ —2x + 2)^ x^ —2x + 


- dx. 

'y 


Usando (4.2) y la formula de reducciôn (4.3), tenemos 


x(x^ —2x + 2)^ 


; dx =-In |x| + 


4(x"-2x + 2) 4 J X -2x + 2 
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x — 2 
x^ — 2x + 2 


dx 


=-In 1x1 + 


x — 2 


1 


4(x -2x4-2) 8 J X -2x4-2 


2x —2 


dx 


1 1 I , x — 2 , , , 1 

=-In |xl 4-;- ' ‘ 

4 4(x“ —2x4-2) 


4" -g In (x^ — 2x4-2). 


Problemas 

1. Verifiquese la formula de reduçciôn (4.3) por diferenciaciôn. 

2. Verifiquese la formula integra! (4.4) por diferenciaciôn. 

3. Desarrôllese cada una de las siguientes en fracciones parciales; 

7x-10 6x4-11 


a) 


(x —4) (2x4-1) 


b) 


(3x4-2) (x-4) 


4x^ —X —8 
x^-x^-2x 

4x^+ 2x4-8 
x(x^ + 2)^ 


d) 

f) 


1 

x(x-l)^ 

x^ + 4x^ 
(x^ + 2)^ 


g) 


(x^ + 4)^ 


h) 


x‘^ + 5x" + 4 
(x+l)(x^-x + 3) 


4. Encuéntrese cada una de las siguientes intégrales usando las formulas 
de integraciôn (4.1) a (4.4); 


a) 

c) 

e) 

g) 


dx 

b) 

1* y 

1 ax 

{2x+lŸ 

1 3x + 2 

X dx 


r dx 

ix^ + lŸ 

i5x + 2Ÿ 

dx 

/) j 

J 

dx 

X “h 2 X “1“ 2 

x^ + 2x — 2 

dx 

h) 

dx 

X 2 X +1 

3 X + 2 X 4“ 1 
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0 


k) 


dx 


{x^ + 2x + 2Ÿ 
3x + 5 

(2x^ + X + 1 




dx 


j) 

l) 


dx 


(x^ + 2x-2f 
5x + l 


5. Encuéntrense las siguientes 
2x + 


a) 

c) 

e) 

9) 

i) 

k) 

m) 

o) 


(x+ 1) (x —2) 
x^ + 3x —2 
2x^ —3x^ —2x 


dx 


dx 


2x^ + 9x^-5x-18 

x^ +2x^ — X —2 


dx 


X —1 


dx 


x(x+lŸ 

6x^ —3x +1 


x^ -x^ 


5x"-3x + l 
x^+x 
^ dx 


dx 


dx 


0 x^ + \ 

■' 5xV6x+17 

0 (x^ + x+ 1)^ (2 —x) 


dx 


(x^ + 2x +1)^ 

intégrales: 

f 

J 2x^ —5x — 

d) 


dx. 


2x -7x+l 


dx 


dx 


f) 


h) 


4x -X 
x^ —5x+1 
x^ + x^~2x 


dx 


x^ + 4x-l 
(x-1)^ 


dx 


I 


, 2x^ + x -7x + 20 J 
j) \ -:-:- dx 


/) 


(x^-4)^ 
6x^+9x + 4 
x‘* + 2x^ + 2x 


dx 


">r 


p) 


X “j“2x H“X~1“3 

x‘' + 3x'‘ + 2 
x* + 2x^-7x 


dx 


{x^+\f 


dx. 


5. INTEGRACIÔN POR SUSTITGCIÔN 

En la secciôn 7 del capitule 13 (pâg. 614), discutimos la evaluaciôn de 
las intégrales definidas por el método de sustituciôn. Volvemos aqul a 
este método para considerar intégrales que implican funciones con las que 
nos encontramos por primera vez en el capitule 14 y para sistematizar el 
uso de la sustituciôn trigonométrica. 

Recordemos que tenemos el teorema de sustituciôn (teorema 7.5, 
pâg. 613): 

Si 

1 ) /es continua sobre un intervalo 3, 

2 ) U tiene una derivada continua sobre un intervalo £, 
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3) w(6) t= 3, 

4) w(a) = a y u(/?) = è para a, j?e£, 
entonces 


5.1 



{f ou)u’. 


Usamos la ecuaciôn (5.1) en dos formas. Es decir, o el primer miembro 
O el segundo de la ecuaciôn (5.1) pueden tomarse como la intégral original. 
Podemos expresar la ecuaciôn en las formas 


5.2 


f{x)dx = f(u{t))u'{t)dt 
u(a) J jt 


y 

5.3 


f(it{x)) u'(x)dx 


a 



mdt 


donde x identifica la intégral original y / identifica la intégral transformada. 
Nota. Al usar la fôrmula (5.2), si consideramos dx en f{x)dx 

j U{x) 

como una diferencial, entonces la fôrmula (5.2) 


ru(/s) 

f{x)dx = 


f{u{l))du{t) 


J «(a) J a 

se obtiene de un modo formai simplemente reemplazando x por u{t) 
y encontrando los limites correspondientes. 


Nota. A menudo exigimos que la funciôn m sea univalente. Si hacemos 
la hipôtesis adicional de que u'(t) A 0 para te6, como por (2) «' es 
continua sobre 6, « sera o creciente en 6 o decreciente en 6. 


5.4 Ejemplo. 


fS 

Evalûese 


5 


X dx 
sj9-x 


SoLUCiÔN. Deseamos hacer una sustituciôn que transforme la intégral en 
una integra! con una funciôn intégral como integrando. Escogeremos x = «(?) 
en tal forma que ^9 —x = yj9 — u{t) sea un polinomio en t. Tomando 

t = M*(x) = yj9 — x o x = u{t) = 9 —t^, 


tenemos 


y 


a = U* (5) = y/9 — 5 = 2, 

P = U*(S) = y/9^ = 1 , 

dx = u'{t)dt = —2tdt. 
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Por tanto 


5 ^9-x 




i-2t)dt 





2 



12 
3 ■ 


En intégrales con , Ja^+x^, y y/x^ — a^, la sustituciôn con 

ciertas de las funciones trigonométricas racionalizarâ el integrando. 
Ilustramos estas sustituciones en los siguientes ejemplos. 


5.5 Ejemplo. Encuéntrese 



{a > 0). 


SoLuciÔN. Sea x = u(t) = a sen t donde el dominio de u es < —7r/2, n/2>. 
Entonces u tendrâ una inversa y 


t = u*(x) = arcsen 




a 


Tenemos 

J-x^ = y]-a^ sen^ t = y/a^ cos^ t -\ a cos t\. 


Ahora bien, te {-7:12, n/2') implica cos / > 0. Por tanto lflcostl = 
a|cos t\ = a cos t y 

y/a^ - x^ — a cos t. 

Por otra parte, dx = u'{t)dt = a cos tdt, de modo que la intégral trans- 
formada es 


u'(t)dt 

J u^iOy/a'^-uHt) 


a cos tdt 1 

sen^ t a cos t 


csc^ tdt 


1 

=-r COt t 


a cos t 
sen t 


= G(0. 


Por tanto, como te ( — n/2, n/2) 
dx 


x\'a^-x^ 


= C(n*(x)) = G^arcsen-^ = 


a^x 


Esta formula puede ser comprobada por diferenciaciôn. 
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Nota. En la integraciôn indefinida, deseamos encontrar una formula 

para f(x)dx. Es decir, deseamos encontrar una funciôn F tal que 

= /W para xeDf. Por tanto, si una sustituciôn se hace para 
obtener una integra! transformada, la fôrm.ula para la intégral trans- 
formada no es una formula para la intégral original. Para obtener una 
formula para la intégral original debemos expresar el resultado en 
términos de x. 

La identidad 1 + tan^ t = sec^ t puede usarse en forma anâloga para 
las intégrales en que aparecen ^a^Fx^ o ^x^-a^. Si u > 0 y en el 
integrando aparece 

, pongase conjunto jc = a sen /, 

t = arcsen x/a con /6[ —7r/2,7r/2], 

^la^+x^, pongase conjunto x = atan t, 

t = arctan xja con te< —7r/2, ;r/2>, 
pongase conjunto x ~ a sec i, 

t = arcsecx/a con te[-n, -nll') u [0, nj!}. 

Estas relaciones se recuerdan mas fâcilmente con ayuda de diagramas. 
Dibujamos diagramas que sugieren que /e<(0, ?r/2), pero debemos recordar 
que t esta en el rango de la funciôn trigonométrica inversa particular que 
se use. Consideremos un triângulo rectângulo con dos lados a y x. El 
tercer lado es la ralz cuadrada particular que aparece en nuestra intégral. 

Para ^/a^-x^, tenemos a para la hipotenusa 

y X para un cateto. .Ja^ - x^ es el otro cateto. 
Luego 

X = a sen t, = a cos t. 

Para ^^a^ + x^, tenemos y'a^ + x^ para la hipo¬ 
tenusa, X y a para los catetos. Entonces 

X X = a tan t, y'a^+x^ = a sec r. 

Para ^x^ - a^, tenemos x para la hipotenusa 
y a para un cateto. El otro cateto es ^/x^ —a^. 
Luego 

X = a sec t, = a tan t. 

5.6 Eiemplo. Encuéntrese 1 - — - 

J 

SOLUCIÔN. Haciendo x = u{t) = 2 sec f con te[- 7 i, -njl') [0,7r/2>, 
tenemes 

.Jx^ — A = 2 tan t, dx = u'(t)dt = 2 sec t tan tdt. 
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La intégral transformada es 

2 sec t tan tdt _ l 
4 sec^ t 2 tan t 4 J 


cos tdt = - &£n t. 
4 



Teniendo en cuenta nuestro diagrama en que aparecen las relaciones entre 
X y t para xe[2, oo> y te[0,7t/2>, encontramos 


sen t — 




x^-4 


Por tanto 


dx 


y 


x^-4 


x^Jx^-4 4x 
La formula debe ser comprobada por diferenciaciôn. 

Problemas 


1. Encontrar las siguientes intégrales: 
dx 


a) 

c) 

e) 

g) 

0 


x^ dx 

(l6-x^Ÿ^^ 


dx 


3/2 

ri 


x^ dx 

0 Jl5-x^ 

dx 


{x^-2x + 5f'^ 


b) 

d) 

f) 

h) 

j) 


dx 


xjx^ + 5 
dx 


xy4x^-9 

■“ dx 
ia^ + x^^ 

x^^a'^ — x^ dx 

~a 

x^ dx 


^ 6x —X 


2. Demuéstrese que la sustituciôn 

t = ia+bx^Ÿ'" 
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racionalizarâ el integrando en 


x"'(a + bx"r>‘'dx 
J 

si (m+ l)/n es un entero. 

3. Encuéntrense las siguientes intégrales: 


a) 


c) 


■ tj 9 + x^ dx 


x^4 + x dx 


b) 

d) 


x^ dx 
v' 9 + X " 


x^/4 +x^ dx. 


4. Si el integrando es una funciôn racional de sen y cos, entonces la 
sustituciôn 


t = u*{x) = tan x/2, xe[0, n) 


producirâ una intégral transformada con integrando racional. Üsense las 
identidades (3.24) y (3.25) del capitulo 6 (pâg. 276) para demostrar que 


= tan^ x/2 = 


1 — cos X 
1 + cos X 


Partiendo de esta relaciôn, demostrar que 


cos X = 


1 

1+t" ■ 


Demuéstrese también que 


sen X 


2t 


dx = u'{t)dt = D,(2 arctan t)dt = 


2dt 
1 +/^ 


5. Üsese el método del problema 4 para encontrar 


a) 


f) 


dx 


3 + 5 cos X 
dx 


1 + sen X + cos x 


b) 


d) 


dx 


1 + sen X 


7t/3 


dx 


rr/4 tan X — sen x 
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es 


6. Para intégrales en que aparece 

t = 

con frecuencia ütil. Encuéntrense 


e* la sustituciôn 
X = Int 



c) 


1 


dx 

X I —X 

e +e 



dx 


6. TABLAS DE INTEGRALES 


Hemos obtenido en el curso de este trabajo muchas formulas de 
integraciôn. Por otra parte, toda formula que hemos obtenido para una 
derivada puede escribirse como una formula de integraciôn. Podriamos 
compilar todas estas formulas de integraciôn, clasificarlas de acuerdo a 
algûn sistema y presentarlas en una tabla. Siempre que encontrâsemos una 
nueva fôrmula de derivaciôn, podriamos anadir la correspondiente fôrmula 
de integraciôn a nuestra tabla. De esta manera, después de algûn tiempo, 
tendriamos una tabla de integraciôn, ciertamente, extensa. Ya ha habido 
quien haya hecho este trabajo por nosotros y podemos disponer ahora de 
muchas tablas de tal tipo. Todo estudiante debe hacerse de una de ellas. 
Una tabla de intégrales es un valioso ayudante para todo el que quiera 
usar el calcule en las aplicaciones. 


6.1 Ejemplo. Encuéntrese 


dx 

7TT' 


SoLUCiÔN. En una tabla de intégrales encontramos 


dx 

a + be"'^ 


[rnx — log (a + be'"^)] . 
am 


En la tabla particular que usâmes en esta ocasiôn, encontramos como 
instrucciôn que, para funciones de valores reales, el log jc debia ser 
reemplazado por log |x|. Ademâs, log esta denotando la funciôn logaritmo 
natural que hemos denotado por In. Tomando a = b = m = 1, obtenemos 


dx 

1 + e" 


X — In (1+e"). 
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6.2 Ejemplo. Encuéntrese 


dx 


e -a e 

SoLUCiÔN. Multiplicando el numerador y el denominador por obtenemos 

du(x) 

— u^(x) 


dx 

' e\ix 

2x 2 ~ 

2 2'' 

J e ~a J 

g J 


donde u{x) = e\ En nuestra labia de intégrales encontramos 



1 , c + x 

— log-. 

le c — x 


Podemos usar esta formula si hacemos las siguientes sustituciones; 
reemplazar la c de la formula por û y la x de la formula por u{x) = Con 
estas sustituciones, encontramos que tenemos la negativa de nuestra 
intégral. De donde 


dx 

- — In 
2a 

g + e"' 

- ’ In 

H 

1 

X *7 — jt 

J e -a'e 


= — in 
2a 

g + &■' 


6.3 Ejemplo. 


Evalûese 


pinH 


SOLUCIÔN. Podemos considerar el uso de la formula del ejemplo 6.2. La 
formula del ejemplo 6.2 se verifica sobre cualquier intervalo contenido en 
el dominio de definiciôn del integrando, < - oo, In |fl|> u <ln |ai, oo>. 
Como In \a\ estâ en el intervalo [0, 2 In |û|] y no esta en el dominio del 
integrando, esta intégral es una intégral impropia. Si no hubiésemos notado 
esto y hubiésemos usado la formula incorrectamente, hubiéramos obtenido 


r'"'"' dx 1 

a — e^ 

Jo 2a*" 

g + e^ 



2 


a—a 

In 


_ 

a + a^ 


In 


g-l 
a +1 


1 -a 

- In 

a — 1 



I +a 


g +1 


Este resultado no es correcto. Ni la intégral de 0 a In \a\ ni la intégral 
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de In |al a 2 In |al existen. Por ejemplo, 

l‘’l dx ^ P dx 

Jo e*-a^e“'' (-.(in|ai)- Jo 


= lim 

î-*(ln |û|)“ 




a H-e' 



a — l 

Cl 1 




a 


— e 


Ahora lim In ^ 

ï-*(ln |aj )” I Û "T 6 I 

existe y, por tanto, la intégral 


- 00 , de modo que la anterior intégral no 
de 0 a 2 In ln| no existe. 


6.4 Ejemplo. 


Encuéntrese f 


,^'^x^ + 2x + 2 dx. 


SOLUCIÔN. Completando el cuadrado tenemos 

j y^/x^ + 2x+ 2 dx = j* y'^(x+ 1)^ 4-1 dx. 

Nuestra tabla contiene la formula 

j* .J^ + a^dx = + + + + 

Reemplazando la x en la formula por x+1 y la a de la formula por 1 y 
notando que d(x+ 1) = dx, tenemos 


yx^ + 2x + 2dx = i[(x + l)yx^ + 2x + 2 + ln |x + l + Vj^ + 2x + 21] . 


Problsmas 


1. Encuéntrense las siguientes intégrales, usando una tabla de intégrales 
estândar. Identifiquense tanto la tabla como las formulas particulares 
usadas en cada caso. 


a) 


x^y/x^ + 5dx 


b) 


dt 

(1_4î2)3/2 


c) 


I 


x^ dx 
x/9x"-4 


x^ dx 


d) 

r do 

1 2 —cos 20 

/) i 

J 

\{a^-xy^^ 

x^ 
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g) 

i) 

k) 

m) 


t 2^1 

e sen - dt 


dx 

2 + 2x + x^ 
dx 

V(x-l)(2-x) 

du 


4 / 2 2 

U a — U 


^ .x= 


g) 


5 +4.x' 
dx 


dx 


x' + 4x + 2 


s) j\±lldy 

J V 1-2 y 


u) 


w) 


2 y 

x' dx 
J a + 6x' 


/ 3 + x' 
2 + x' 


xc/x . 


. sen 20 
h) \ - dO 


j) 


/) 


n) 


P) 


r) 


t) 


f) 


1 + cos 0 


x' sen x'c/x 


v'9î' + 4 




r 

c/x 


^V4-x 

cot tdl 


1 + sen / 


V4x'-25 


dx 


dv 




7. INTEGRAClÔN NUMÉRICA 

En nuestro estiidio de las funciones algebraicas elementales y tras- 
cendentes, hemos visto que la intégral de funciones algebraicas muy sencillas 
puede conducirnos a nuevas funciones, Nuestro principal ejemplo de esto 
fue el de la funciôn logarltmica cuya definiciôn sobre <0, oo> era 


J 1 t 

Como el integrando es continue sobre <0, oo> sabemos, por el teorema de 
existencia fundamental (5.1 del capitule 12), que la intégral, ciertamente, 
define una funciôn. Muchas otras nuevas funciones surgen de esta forma. 
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Dos ejemplos importantes son; 


si X 


sen U , 
- du 

0 U 


y erf x 



' dt. 


A “si” se le llama funciôn “seno intégral” y “erf” es la funciôn “error . 
En esta secciôn nos octipamos del câlculo numérico de taies intégrales 

dx 

definidas. En el ejemplo 3.12 del capitulo 12, ilustramos cômo 


= In 5 


podia calcularse acotando la intégral con sumas superiores e inferiores. 
Este acotamiento de una intégral definida mediante sumas superiores e 
inferiores, es un método que puede usarse para aproximarnos a las intégrales 
definidas. El teorema 3.14 del capitulo 12 (pâg. 54ü) nos muestra que, 

si / es continua sobre [a, b\, entonces j" / puede calcularse en esta forma 

hasta cualquier grado deseado de précision. La acotaciôn de una intégral 
definida por sumas superiores e inferiores tiene la ventaja de que la deter- 
minaciôn de la précision del câlculo es inmediata. Sin embargo en muchos 
casos el método es dificil o imposible de aplicar, ya que requiere que los 
valores mâximos y minimos de la funciôn se calculen, o sean conocidos, 
dentro de cada uno de los subintervalos de la particiôn. Por ejemplo, a menudo 

Çb 

se présenta el caso de que uno desea aproximarse a / donde los valores 

J » 

conocidos de / estân dados por una tabla y estos valores pueden haber 
sido determinados experimentalmente. 

Ahora bien, el teorema 5.3 del capitulo 12 nos dice que si / es continua 

sobre [a, A], f / puede aproximarse mediante una suma del tipo 


7.1 


i~ 1 


donde X; es un numéro cualquiera en [Xi_,, x,]. Tenemos, por tanto, un 
segundo método de integraciôn numérica. Aunque fâcil de aplicar, es 
posible que el método no sea eficiente. Por eficiencia entendemos la cantidad 
de câlculo —que puede ser medido por el tiempo que se requiere para 
efectuarlo— necesario para conseguir una précision especifica. En esta 
secciôn présentâmes otros dos métodos de integraciôn numérica y daremos 
fôrmulas que harân posible la estimaciôn del error. El anâlisis del error 
en la aproximaciôn de las intégrales definidas puede requérir varias técnicas 
especializadas. Esto es particularmente cierto cuando los valores de la 
funciôn se conocen sôlo experimentalmente y estân, por tanto, ellos mismos 
sujetos a error. 
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Z ^ifi^Ù+Ra, 

1 = 0 

donde P= {x,!; = 0, 1,es una particiôn de [a, b]. La intégral 

^ ^ f{x)dx tiene que ser aproximada por ^ ^-/(x,). El término R„ no 

se conocerâ en forma exacta, pero alguna informaciôn sobre R puede 
hacer posible determinar la précision de la aproximaciôn. Por êrror E 

de la aproximaciôn entendemos |/?„| = |S„ - | f\, el valor absoluto de 
la diferencia entre la aproximaciôn y el numéro que se calcula. 
a) Régla trapézoïdal. La régla trapézoïdal es 

f / == ^Cî/(a)+/(a + /i)+/(a + 2/!) 


+ ... +/(o + (n-l)/j) + j/(6)] + R„ 

, . b-a 

donde h - ^ . Si /" existe sobre [a, b] y esté acotada por M sobre [a, b], 

entonces podemos dar la siguiente cota para el error: 

Mh^ 

En = \Rn\^~{b-a). 

12 

b) Régla de Simpson (parabôlica). La régla de Simpson es 

fb ^ 

f = ~U\a) + 4f{a + h) + 2f(a + 2h) + 4f{a + 3h) 

+ 2f(a + 4h)+ ... +2f(a+{n-2)h) 

+ 4/(a+(n-l)/!)+/(L)] + R„ 

donde n es un entero par y /, = Si existe sobre [a, b] y esta 

acotada por M sobre [a, b], entonces podemos dar la siguiente cota para 
el error 

En = \R„\ (6-«). 

1 rtr\ ' 
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7.5 Ejemplo. Calcùlense aproximaciones de In 5 = - ix usando n - 4 

y « = 8, y hâganse estimaciones del error de las aproximaciones. 


SoLUCiÔN 1. Régla trapézoïdal. Como D,, 
para n = 4{h = l) obtenemos 


2 

= -T < 2 sobre 1,5, 


£4 = IR 4 I (5-1) = 


y para n == 8 (/i = ^) obtenemos 

Es — l^sl ^,«(5 1) , • 

12 O 

Vemos, por tanto, que para este câlculo h — \ y h =■ \ son particiones mâs 
bien bastas. Podemos esperar que la aproximaciôn Sg sea exacta hasta casi 
una cifra décimal. Por esta razôn evaluamos 1/x solamente con très cifras 
décimales. 
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Las dos aproximaciones y Sg pueden usarse para obtener una 
correcciôn de Sg} Tenemos 


/ - S„ + R„ = S2„ + R2 


Ahora, por la régla trapézoïdal, como aparece como un factor en la cota 
para el residuo, esperamos que si h se reduce por un factor de 2 entonces 
el residuo se reducirâ en un factor de, aproximadamente, 4. Es decir, 
Rin ~ As! pues 


y podemos usar 


Sln + Rln = Sn+R„ * + 


R 


2n ~ 




n 


3 


como una correcciôn para S 2 „. 

En el ejemplo, 

= _ 0 , 0 , 8 . 

3 3 

Usando esta correcciôn sobre Sg, obtenemos In 5 = 1.629-0.018 = 1.611. 
Con cuatro cifras décimales exactas In 5 = 1.6094, y nuestro calcule, 
después de la correcciôn, tiene dos cifras décimales exactas. Es este mucho 
mejor que lo que nuestras cotas sobre Rg nos habrlan hecho esperar. Sin 
correcciôn, desde luego, Sg ténia tan solo una cifra décimal exacta. 


SoLuciÔN 2. Régla de Simpson. Como 
para n = 4 obtenemos 




< 4 ! sobre [1,5], 


£4 = |£4i < —(5-1) = - 
180 15 


y para « = 8 (/? = ^) obtenemos 


Rÿ — IRsi ^ 


4!(i)" 

180 


(5-1) 


30 ■ 


1 Para una justificaciôn de este tipo de correcciôn véase Richardson, Philos Trans 
Roy. Soc. London. Ser. A, 226, pâg. 229 (1927). 
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Calculamos \jx con cuatro cifras décimales. 

Por la régla de Simpson, como h* aparece como un factor en la cota 
para el residuo, esperamos que si reducimos a h por un factor de 2, entonces 
el residuo se reduzca por un factor de, aproximadamente, 2“^ = 16. Es 
decir, que R 2 „ » Vd- R„- As! pues. 


y podemos usar 



como una correccion para S 2 „. 
En este ejemplo 


R 


8 ~ 



1.6108-1 .6222 
15 


-0.0008. 


Usando esta correccion sobre Sg, obtenemos In 5 = 1.6108 —0.0008 = 1.6100. 
Una vez efectuada la correccion, el error real en este câlculo, por la régla 
de Simpson, es .0006, mientras que con la régla trapézoïdal fue de ,002. 
Antes de la correccion el error en la régla de Simpson es de .001, mientras 
que en la régla trapézoïdal era de .02. 
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Vista geométricamente, la 


aproximaciôn de 


/ por (7.1) es la aproxi- 


• r ^ 

macion del ârea bajo la grâfica de / por la suma de las âreas de los 
rectângulos (figura 1). En cada subintervalo / estâ aproximado 

por /(x;) —una constante, es decir, un polinomio de grado cero. 



En la régla trapézoïdal, el ârea bajo / estâ aproximada por el ârea de 
trapezoides, donde el intervalo [a, i] ha sido dividido en n partes de igual 
longitud h (figura 2). El ârea del /-ésimo trapezoide es 

ârea 8,. = ^ C/(x,-,)+/(x,)], 


y 

n 

X ârea 8, = i/r[/(a)+/(a + fi)] + i/i[/(a + /7)+/(a + 2/i)] 

r= 1 

+ ... +i/![/(a + („_2)/i)+/(a+(n-l)fi)] 

+ ih [/(a + (« - 1 )fi)+/(a + nâ)] 

= ^[i/(«)+/(a + â)+/(a + 2fi)+ ... 

+/(a + (n-l)fi) + i/(a + /ifi)]. 

Esta es la S„ de la régla trapézoïdal, y vemos que la régla trapézoïdal es 
una aproximaciôn del ârea bajo/por la suma de las âreas de los trapezoides. 
Hablando anallticamente, nos hemos aproximado a la funciôn / en cada 
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xino de los subintervalos por un polinomio de grade uno —la cuerda que 
une los puntos extremos de la grâfica de / en le subintervalo. 

La régla de Simpson se obtiene aproximândonos a / por un polinomio 
de segundo grade —una parâbola— sobre cada par de subintervalos 
(figura 3). Localicemos puntos Uq. distanciados entre si una distancia h 



sobre el eje X. Sea p el polinomio de segundo grade o mener que pasa por 
los puntos Pq, P], P 2 de la grâfica de /: Pq = (ao>^o)> 1*1 = (^1 > ^ 1 ). 
1*2 = ('^ 2 > ^ 2 )- Se ve fâcilmente que 

, ^ L (^-«i)(^-a2) , L {x-aQ)(x-a2) 

p{x) = bo ■ -1- fil ■- 

(Uo-ai){ao-«2) (ai-«o)(ai-Û2) 


+ fi2 


(x-Uq) (x-g,) 
(Oz-ao) (az-Oi) 
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2h 


[bo(x-ai)(Jc-a2)-2&i(x-ao) ix-a2) 


+ b2(x-ao)(x-ai)] 

satisface p{aQ) = b^, p{a^) = b^, y pia^) = b^. Puede verse también 
que, redprocamente, p (x) es el ünico polinomio de segundo grado o menor que 

Pai 

pasa por Pq, Pj, Pj. Nos aproximaremos a j / por j p. Sustituyendo 
X = M + fli da 


^0 J üo 




p(x)dx = 


p{u + ai)du . 


Ahora bien 


p(u + « 1 ) - lbQu(ii-h)-2b,(u + h) (u —h) +b2iu + h)u'] . 

2h 

Las intégrales sobre [ — h, h] de las potencias impares de u son cero, luego 


7.6 


2h^ 


[{bo-2b, + b2)-u^ + 2b2h^ldu 


~ 2 Lbçi + 4bi + b 2^ — - [y(Uo) + 4/(oi)+y(fl2)] • 


Para aproximarnos a 


rb 


/dividimos el intervalo [o, è] en n = 2m intervalos 


^ V. 

de longitud h. Sobre cada uno de los intervalos [a, a + 2h], [a-\-2h, a-\-4h ],..., 
nos aproximarnos 3 . J por una parâbola y, usando (7.6), sumamos las areas 
bajo las parâbolas que se aproximan a / y obtenemos 

~ [/(u) + 4/(a + ^)+/(a + 2/î)] H— [y(a+21î) + 4/(a + 3/!) 

3 


h 

+/(u+4iî)]+ ... + - [/(fl+(n —2)/î) + 4/(« + (n —l)/!)+/(a + n/!)] 


~ Vfip) + 4 /{a + h) + 2f{a + 2h) + 4J(a + 3h) 

+ ... +2/(u+ (n — 2)/j) + 4/(a+ (fî — l)/;)+/(a + n/î)] . 
Esta suma es la S„ de la régla de Simpson y vemos, asi, que la régla de 


Simpson nos da, como aproximacion a 
arcos parabôlicos. 


/, la suma de las âreas bajo 
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Justificaciôn de la acotacién del error en la régla de Simpson 

Deseamos demostrar que si existe sobre [a, b] y si < M 

para x€{a,b], entonces el error E„ en la régla de Simpson satisface la 
relaciôn 

Sea c = a H-(2 i — 1), i = 1,2,..., n/2 y sea 

n 

1.1 g{x) = [ /(i)dt --[/(c-x) + 4/(c)+/(c + x)], xe[0,/i]. 

J c-x 3 


Notâmes que \g{h)\ es el error obtenido al aproximarnos a / por los 

J c-h 

términos correspondientes de la régla de Simpson. Si F es una funciôn 
tal que F' = f sobre [c — h,c + h\, entonces 

/ = F(c + x)-f(c-x), xe[0, 11 ] 

J C-X 

y 

g(x) = F{c + x) — F{c — x) — - [/(c + x) + 4/(c)+/(c —x)], xe [0, 11] . 


Diferenciando g très veces obtenemos 

0 '(X) = -[/(c + x)+/(c-x)] - ;/(c) -î[/'(c + x)-/'(c-x)], 

3 3 3 


g"{x) = ^ [/'(c + ^) -f\c-x)-\ - ^ [/"(c + x)+/"(c-x)], 

y 

g"\x) = - ^ [/"'(c + x)-r'(c-x)] 

2 x^V f"’{cFx)-r"{c-x) 

3 _ 2x 

Como existe sobre [a, b], podemos aplicar el teorema del valor medio 
para obtener 

g"\x) = - ^ ^e<c-x, c + x>. 
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Si y *(-v) ^ M sobre [a,b]^ entonces 


, „„ ,, 2x^M 

\g (x)| < —— , x6[0, /;]. 


Como g"{0) = g'{0) = g(0) = 0, para X6[0, /i] tenemos 


lô'"(->^)i = 

\g'tx)\ = 

if/(x)i = 


px 


'x 


g"'{t)dt 



lg"'(t)ldt ^ 

J 0 


0 

‘ 

fx 

1 

'x 


g" (i)dt 



Ig (01dt < 

J 0 

' • 

0 




'x 

r 

g'{t)dt 

< 


lg'(0ldi < 

J 0 

J 

0 

J 


frMdt = |-x'^ M , 


= j'gX*M, 


y 


\g(h)\ < -ggh^ M. 

Tornando c — a H- -(2i—l) y sumando desde / = 1 hasta / = «/2, 

« 

obtenemos 


E„ = |RJ 



2 90 


h* 

— {b-a)M. 
180 


La cota del error en la régla trapézoïdal puede justificarse de un modo 
anâlogo definiendo 

y aplicando el teorema del valor medio a g'{x). 

Es interesante observar que la régla de Simpson es exacta cuando / es 
un polinomio de tercer grado o menor ya que /*“** = 0 y podemos tomar 
la cota M = 0. 


Problemas 

1. Calcùlese In 2 por a) la régla de Simpson, b) la régla trapezoidal, 
usando h = 0.1. 

2. g Qué valores de h aseguran un câlculo de In 2 con seis cifras décimales 
exactas si se usa a) la régla de Simpson ? b) la régla trapezoidal ? 
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de 


3. Como 7 t = 4 
dx 


dx 


, n puede computarse por integraciôn nùmérica 


•1 

. O 1 


+ x 


0 1 + ’ 

2 . I Qué valores de h aseguran seis cifras décimales exactas si la 


intégral se calcula por: à) la régla trapézoïdal? b) la régla de Simpson? 


4. Calcùlese n con très cifras décimales exactas. 

5. Usando la régla de Simpson, calcùlense y y ùsese S 4 para 
corregir para las siguientes intégrales: 


a) 


dx 


b) 


•4 _ 

1 


6 . Proporcionese una verificaciôn directa del hecho de que la régla de 
Simpson da la respuesta exacta cuando / es un polinomio de tercer grado 
O menor. 


7. Dados «+1 puntos / = 0, l,...,n, constrùyase un 

polinomio de grado no mayor que n cuya grâfica pase por Po,...,P„ 
(fl; 5 ^ üj para i /). Pruébese que hay solamente un polinomio tal. 

8 . La siguiente tabla da las velocidades (lineales) de un automôvil 
anotadas con un minuto de intervalo 


t (minutes) velocidad (km.p.h.) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


32.0 

48.6 
49.3 

56.8 

38.8 

21.7 
39.2 
35.0 

27.9 


Estimese la distancia viajada usando a) la régla trapézoïdal, b) la régla 
de Simpson. Calculando 54 estimese el erroi en (a) y ( 6 ). 

9. Estimese la distancia recorrida en el problema 8 ploteando los puntos 
sobre papel milimétrico, dibujando una curva lisa que pase por los puntos y 
contando los cuadrados debajo de la curva. 
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8. LA FORMULA DE TAYLOR Y LA INTEGRACIÔN NUMÉRICA 

La formula de Taylor puede usarse para obtener valores aproximados 
para las intégrales. Si la (n+ l)-ésima derivada de una funciôn / existe y es 
continua sobre un intervalo [a, b], entonces, para cualquier xB[a, b], 

f(x) = P„(x) + R„(x) 
donde P„(x) es el polinomio 

PÀx) = f(a) + (x-a)f'(a) + f"(a) + ... f"\a) 

2! n\ 

y 

K(x) = — - ^para algün ce<a, x>. 

(« + !)! 

De donde podemos aproximarnos a / por P„ con error E„(x) = |R„(a-)|. 
Se sabe que E„(x) = |R„(x)| < M para toda xe[a, b\, entonces podemos 

'b j'b 

aproximarnos a / por P„ con error 

J a J a 

Çb Çt, çi, 

/- P„ = R„ ^(b-a)M„. 

Ja Ja 

Este método de aproximaciôn de intégrales requiere la determinacion 
de las primeras (n+1) derivadas del integrando. Si estas derivadas son 
fâcilmente obtenibles y si el residuo es suficientemente pequeno para n 
razonablemente pequenas, entonces la aproximaciôn de la intégral por el 
uso de la formula de Taylor es un método prâctico. A menudo sucede que 
las derivadas del integrando se hacen mâs y mâs complicadas cuando n 
aumenta y se hace dificil la obtenciôn de la formula de Taylor para el 
integrando. Sin embargo, es a menudo posible, como se muestra en los 
siguientes ejemplos y problemas, reemplazar el integrando por una funciôn 
que tenga una formula de Taylor fâcilmente obtenible y luego mediante una 
sustituciôn adecuada obtener una aproximaciôn del integrando original. 

8.1 Ejemplo. Obténgase una aproximaciôn polinomial para la funciôn 
error 

erf (x) = ^ I e~‘^ dt 

yjn Jo 

sobre el intervalo [0, 1] con error menor que 10“^. 
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SoLUClÔN. Obtenemos un desarrollo para e escribiendo la formula de 
Taylor para e“ y reemplazando u por 

/(«) = nu) = /"(«) = ... = 


de modo que 


2 3 n n+1 

1 U U U ^ U 

f iu) — I + u + — + — + ... T — + - 

2! 3! n! (n + l)! 


donde c es algûn numéro entre 0 y m. De donde 

= fn^) = \-tn~ ... + ^- 

2 ! 3 ! 


+ —-— 
(n +1) ! 


2 



donde es algûn nùmero entre 0 y r. Tenemos 


l«„(0l = 


(n + l)! 


2 



JÜll 

(n + l)! ■ 


Ahora bien, te[0, jr] c: [0, l], de modo que 


|R„(0l < 


l 

(n + l)! 


y 


l«6(0l 


.19841 X 10‘* 


para te[0, l]. De donde 


^6 ^8 ^lO ^12 


e ' = l-r^ +-+-+ — + Rn) 

2! 3! 4! 5! 6! 


erf {x) = —^ e ‘ dt 

^Jn Jo 


= —^ 


_ 2 _ 


X^ x’ X* x” x'^ 

— - — - _l_ - — - _j_ - 

3 5-2! 7*3! 9-4! 11-5! 13-6! 


2 x _ 2 

para xe[0, 1] con error menor que-;n < 2x 10 <10 ^ 


La formula de Taylor y la integraciôn numérica 761 



La anterior formula es valida para todo el intervalo [0, 1], Sin embargo 
la formula contiene mas términos de los necesarios si x no se aproxima a I. 
Por ejemplo, si x-6[0, i], entonces 


y 


\Kn(l)\ 


(n + 1)! 




(n +1) ! 


<: 


_1__ 

2^" + ^(n + l)! 


I«3(0I 


1 

^ 2*4! 


1 

6144 


de modo que 


2 

f" -i-^ 2 

e ‘ dt = 

X-1- 

V ^ “ 

0 Jn 

L 3 5-2! 7-3!_ 


para xe[0, con error menor que 


2x 




6144^/71 6144^71 


< 10*“. En 


particular 

erf 




1/2 


e^‘"dt 


1 1 1 
+ 


V7rL2 2^-3 2'-S-2 


- - - = 0.5205 

! 2"-7'3U 


erf(.l) = — 

V" 


.001 .00001 10 ^’ 

- 4* - — - 

3 10 7-3! 


0.1125. 


8.2 Ejemplo. La intégral 


K{k) = 


'n/2 


dx 


J\-k 


^ sen^ X 


= , /ce[0, 1> 


se llama intégral eliptica compléta de primera clase. Para A:6[0, i], obténgase 
una aproximacion de K{k) con error menor que t0~^. 

SoLuciÔN. Sea 


/(u) = (!-«)■ 


■ 1/2 
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Entonces 


/"' (U) = ^^(1 


donde (2n+l)!!, que se lee “semifactorial de 2«+l”, es el producto de los 
enteros impares desde 1 hasta 2 k + 1 ; es decir, (2«+l)!! = l- 3-5... (2«+1). 
Entonces 

/(u) = /(0) + t//'(0) + ... + ^/<”>(0) + «„{u) 

n] 


, l 1-3 2 

= 1-1 —U + — - U + 

2 2^2! 


1-3-5 

2^3! 


-I- ... + 


(2n-l)!! 

2"n! 


u"-fR„(u), 


donde 

R^{U) = C6<0,«>. 

2"^‘(« + l)! 

De donde 

f(k^ sen^ x) = ^ — 

sen^ X 

. 1,2 2 ^'^r4 4 6 

= 1 -f - /c sen X -I —;— k sen x H -^- k sen x 

2 2 ^ 2 ! 2 ^ 3 ! 


-h ... + k^" sen^" X-h R„{u )> 

2" n\ 

donde para /:e[ 0 , ^], u = k^ sen^ xe[ 0 , 5 ] y 

R„(U) ^ (2n-H)!! ^„.n^j_^^-(2n43)/2 

2"^‘(n + l)! 
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_ (2n + l)! !_ 

- ( 2 n + l)l !2 

Ahora para u eO, |], 

î 1 M 2 

R^{u) <-^1— = 3.57 X 10^'* 

6\3 6 ! 


e 



^5 ^ -3.57x 10 


4 


5.61 X 10"'^. 


Luego para /ce[0, i], 
dx 


K(k) = 


V 


' 1 — k' sen^ X 


rn/2 

0 


1 ^ r 2 2 ^*^j4 4 10 

1 H— k sen^ x H—;— k^ sen x+ ... H—-— k sen x 
2 2 - 2 ! 2 -' 5 ! 


con error menor que 5.61 x 10 En el problema 4 (pâg. 618), vimos 


rn!2 

0 


2 ,„ (2m- 1)!! n (2m- 1 )!! ïï: 

sen =-- =- 

( 2 n()!! 2 2 '"»i! 2 


Por tanto. para A:6[0, 2 ], 


K(k) 


■ 2-^2! 


k*+ ...+ - 


9!! 


2^5! 


con error menor que 5.61 x 10 

Problenias 

1. a) Para U6[0, 5 ] obténgase por la formula de Taylor, 


1 4“ U 


— 1 — U Il — U U — U ' li + K ^ ) 


donde 

|Re(M)l<4-" = (16384)-'. 
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b) Üsese el resultado del problema la para encontrar una aproximaciôn 
de arctan x para xe[0, {]. 

c) Üsese el resultado del problema \b para obtener una aproximaciôn 
de arctan ü 

rw2 ^- 

2. La intégral E{k) = v 1 - sen^ xdx se llama la intégral 

J O 

elîptica compléta de segunda clase. Usando el ejemplo 8.2 como modelo, 
obténgase una aproximaciôn de E(k) con error menor que 10 ^ para 
ke[0, i]. 


3. a) Demuéstrese que 
sen X = X 


3 5 7 

X X X r. / -V 

-1-h 

3 ! 5 ! 7 ! 


donde |/?8(x)| = — cosc 




9! 


b) Usando la fôrmula del problema 3a, obténgase una aproximaciôn de 

scn U 

la funciôn seno intégral, Si(x) = 1 - du, para x€[0, 1] y estlmese el 

J 0 « 

error. 


4. Demuéstrese que 


cos X 


dx 


2 - 2 ! 


1 1 1 

-h-- 

4-4! 6-6! 8-8!j 


y estlmese el error. 

5. a) Demuéstrese que 


r r 

e‘ — 1 + ( 3-1- ... 3-h R„{t) 

2 ! ni 


donde iiR„(01 = 


(n 3-1)! 


con c entre 0 y r. 


b) Usando la fôrmula del problema 5a, demuéstrese que 


= 2 


X^M^ U* x^u® 

X 3~ -3“ - 3" 


3 ! 


5! 


7! 


3- - [R8(xm)-R8(-^m)] 

U 
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donde j 

- Cf^8(XM)-7?8(-XU)] 




U 

\ 

9! 


(l+e'""') para Me[0, 1], 


c) Usando la formula del problema 5b, demuéstrese que 




X* x" 


JO U 


du = l\x -{ -i-f- 


3-3! 5-5! 7-7! 


con error menor que o igual a 

9! 


d) Calcülese 


‘ e“-e- 


du. 


0 U 


6. Usando la formula de Taylor calcülese 


ri.2 


In xtfx = 


0.2 


In ( 1 + x) dx 


con error menor que 10“^. 

7. Usando la formula de Taylor para e’‘ con x reemplazada por cos^ w, 
calcülese 


n/2 




con error menor que 10“^. 


8, Usando la formula de Taylor para J + x con x reemplazada por w^, 
calcülese 


'1 

Jo 


/2 


yj i-{-u du 


con error menor que 10" 


9. Usando la formula de Taylor para (1—x) con x reemplazada 


por U , calcülese 


ri/2 


du 


° x/l-u" 

con error menor que 1.5 x 10 ^ y obténgase as! una aproximaciôn de n con 
errer menor que 10“^. 
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9. RESUMEN 


En este capitulo hemos estudiado varios métodos de integraciôn. En las 
aplicaciones, uno de los métodos mâs importantes es el uso de tablas. 
Cualquiera que se enfrente a la tarea de encontrar intégrales debe tener 
una tabla de éstas. El uso de las tablas implica el método de sustituciôn 
y el desarrollo de las funciones racionales en fracciones parciales. Si en 
algunas aplicaciones encontrar una intégral es suficientemente importante, 
puede perderse mucho tiempo intentando varias sustituciones en un 
intento de reducir una intégral a una intégral conocida. A veces ésta résulta 
ser una actividad infructuosa, aparté de no ser eso lo que realmente se 
necesita en el problema. 

En muchas aplicaciones se desea encontrar el valor numérico de una 
intégral definida. Es a menudo posible obtener el valor numérico con el 
conveniente grado de exactitud con, relativamente, poco esfuerzo por 
medio de la integraciôn numérica. Los métodos numéricos de integraciôn 
son efectuados fâcil y râpidamente por las modernas computadoras de 
alta velocidad e incluso con una calculadora comùn de mesa el câlculo 
no es dificil. La importancia de la integraciôn numérica no debe ser 
subestimada. Hemos discutido très métodos de integraciôn numérica —la 
régla trapézoïdal, la régla de Simpson y el uso de la fôrmula de Taylor. De 
los primeros dos métodos, la régla de Simpson es la mâs précisa, pero 
requiere que el intervalo de integraciôn se subdivida en un numéro par 
de subintervalos de igual longitud. Para la régla trapézoïdal, el numéro de 
subintervalos puede ser par o impar y, con modificaciones obvias, puede 
emplearse con subintervalos distintos. La fôrmula de Taylor es ùtil en casos 
en los que las derivadas del integrando pueden obtenerse con facilidad. 
En los casos en que los valores del integrando en puntos de subdivisiôn 
no se puede hallar con facilidad, haciendo asi imprâcticas las réglas de 
Simpson y trapézoïdal, debe considerarse el uso de la fôrmula de Taylor. 


Problemas de repaso 

1. Encuéntrense las siguientes intégrales: 


In 

b) 

exp 

arcsen^ 

d) 

arccos^ 

” xdx 

f) 

dx 

0 1 +x* 
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xjx +4 


k) X ^2 + x^ dx 


m) 

J x" + 4.x + 5 




Jx^4-4 

(x+ \)dx 
î Y 4“ 2 

(2x+ \)dx 
ix-3)~ 


(2x + \)dx 

J (x + l)(x-3) 


, f (x + 2)dx 

p) —,—^- 

J 6 x +x~2 


q) {l-x^Ÿ'^dx 
2 . Demuéstrese que 


r) (x^+\Ÿ^^dx. 


0 si / es una funciôn i 


impar 


Conclùyase de ello que 


/cos = 


2 / si / es una funciôn par. 


si /es una funciôn impar 


2 /cos si / es una funciôn pa 


2 J sen si / es una funciôn i 


impar 


si / es una funciôn par. 


3. Evalùense 


a) x arcsenxd.x 


/ 2 2 J 

a ~u du 


x^ // + x^/x 


-3 9 + x“ 
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4. Encuéntrese el ârea de la région limitada a la derecha por la elipse 
16x^ + 25>’^ = 400 y a la izquierda por la recta x = ^. 

5. Encuéntrese el ârea de la région limitada por la hipérbola 
16 a:^ —25y^ = 400 y la recta x = 8. 

6. Encuéntrese el volumen generado haciendo girar la région del 
problema 4 alrededor del eje X. 

1. Encuéntrese el volumen generado haciendo girar la région del 
problema 5 alrededor del eje Y. 
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Paginas 20-21 

I. jI n m = {3, 5}, A U Æ = {I, 3, 4, 5, 6}, A n Æ c [P,. 

3. A n m = A, A U Æ = :ii, A <= Æ. 

4. fl) {a. b, c, (J, e, f}: c)0; e) {û. h. c, e,f} g) 0: i) {h,e.e,f,g}. 

5. a) {a, h, c, cl, e} ; c) (a, h, c, d, e} ; e) (a, h. c,e}- g) 0. 

I . a) A n C es el conjunto de todos los estudiantes de un colegio que 

pueden resolver el problema 2. (.4 n lf!>) n G es el conjunto de todos 
los estudiantes del colegio que pueden resolver el problema 2 y 
pueden leer inglés; b) 1. . t Æ; 3. C’c: ,-t; c) No; e) No. 

Paginas 33-34 

9. a) -4; c) 9; e) 

10. a) 1. -5; c) -2. e) -2. 

II. fl) 1,-5; fl) —3 + ,^/2, —3 —^'2; e) ninguna soluciôn. 

Pagina 38 

8 . fl) -ï > — 3; fl) ,v < 1 ; e) x > -f. 

10. fl) A' < 3 y A' > 2; c) .v > -f o .y < —2; e) ninguna soluciôn. 

13. fl) I ; c) — 1. 

14. fl) 0; fl) 2. 

15. fl) I ) .Y = 6 O .V = — 1. 2) .Y < 6 y A > — 1, 3) .v > 6 o a' < - I ; 
c) ninguna soluciôn, 2) ninguna soluciôn, 3) .v cualquier numéro real. 

Pagina 40 

1. fl) <2, 3>; c) [1,3]; e) <l,7>. 

Paginas 44-45 

8 . fl) 4, -4; c) 2, -f; c) oo>; -4,0,2; /) 6. -2. 

9. fl) [ — 4, 4]; c) < — 00 , — I0> U <4, oo>; fl) < - oo, -4> u < - 1, oo>; 

.9) [-1. -il; /) <-oo, 2] U [4, oo>; Æ) < - oo, -7> u < - 1, co>. 

11. a) <8, co>; fl)<-4,0>; fl) <-c», i> U <|, oo>. 
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Pagina 48 


3. \a + b\. 


Paginas 49-50 

1. a) <2,7>; c) [3, 5>; e) [3,4], 

2. {x\x = I5«, n un entero}. 

6. [1.532,1.533], 

12. 4.54915 ^ a + b < 4.55925; 4.43336 ^ ah 4.44782. 

13. a) < —6, oo>; c) <2, 3>. 

14. a) < — CO, —9) U <1, œ); c) < — 10, 4). 

15. a) < —^/3, .^/3>; c) < —go, — 6> u < — 1, co). 

16. a) v'6; c) 7“'^^ e) 2ab^'\_ 

17. a) iV2l c) e) -^Q2 + ^/5). 


Pagina 55 


3. 5. 4. a) 10; c) v'IO. 


Paginas 59-60 

1. a) a+b = (3, 11); c) 2a + 2b = (6, 22); e) Po + 3a = (-4, 3). 

5. a) V = 7 (—1, — 11); c)v = ( —-j,0); e) Ninguna soluciôn. 

6. a) Ninguna soluciôn; c) r = 


Paginas 66-67 


3. fl) / = 0, P = (1,2); f = 1, P = (- 1, 3); / = - 1, P = (3, 1); 

? = 2, P = (-3,4); / = -2, P = (5,0). 

c) f = 0, P = (-1,0); ? = 1, P = (2,3); t = -1, P = (-4, -3); 

? = 2, P = (5, 6); r = -2, P = (-7, -6). 

6. b) \g = — 60 j (254, 194); la velocidad lineal |Vg| del 

\ V 2 +2 / 

aeroplano respecto al suelo es apro\imadamente de 320 kilômetros 
por hora. 


Pagina 70 

1. fl) (I, I) y (2,2) son paralelos; e) (6,2) y ( — 3, —1) son paralelos; 
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e) ( — 5, 10) y (3, —6) son paralelos, r = ~j. 

2 . a) (1,2); c) (1, -6); e) (1,2). 

Pagina 73 

1. a) vü; t-) v'^; 3 v'T7; g) i) 1. 

3. a) A'o ortogonal; c) ortogonal; e) ortogonal. 

Paginas 78-79 

1. «) Si; c) si, 

2. û) (0, - l)y(0, 1); c) (-5, -4) y (5, 4). 

4. fl) -7; c) 116; e) -40. 

7. fl) Paralelas; c) no paralelas. 

8 . 


Paginas 87-88 

1. fl) a = fb + tb-^; c) a = --1 b-I-f b-^ ; e) a = - il b-1-ÿ-g-b^ 

2. fl) Compb a = 0, Proyb a = 0; c) Compb a = 0, Proyb a = 0; 

42 

e) Compb a = r, Proyb a = 5). 

V61 

60 ^ 60 

3. fl) Compjj V =- -, CoiTip,j„ V = —r ; 

v 2 V 2 

c) Comp.,,, V = 0, Comp,„ v = -Comp,,^ v = —60. 

1100 

4. fl) Componente horizontal v = « 55 kmph; 


b) Componente vertical v = 


2.74 kmph: 


N 

c) el componente de la fuerza gravitacional que actùa sobre el carro 

2 000 

hacia arriha de la colina es — ,- w — 100 kilogramos. 

N 401 

7. a) 32 unidades cuadradas; c) 22 unidades cuadradas. 

8. fl) 1 unidad cuadrada; c) 2 unidades cuadradas; 
e) 9 unidades cuadradas. 
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Paginas 93-95 


I . a) 5; c) 4^2; e) ^773; g) -Ja^ + b^; 0 UP,-(l+OPol- 

4. fl) Si; c) no. 

5. fl) No; c) no. 

7. fl) 1 ) ((x, x)lx 6 R}, 2) {(j,;^)beR}; 

c) 1) {(x, x+l)|x 6 R}, 2 ) {(j-l,j')|j'e R}; 
e) 1) ((x, i.x+3)lxeR}, 2 ) {( 2 >;- 6 , j)lj e R}; 
g) 1) la forma (1) no es posible, 2) {( — 1, j)|>' e R). 

8 . C. = {(x, mx + è) IX 6 R}. 

10 . fl) 1 ) ( 0 , 0 ), 2 ) ( 0 , 0 ); c) l)ningunaintersecci 6 n, 2 )( 0 , 2 ); e)l)(-l, 0 ), 
2 ) ninguna intersecciôn, 

II. fl) la recta.que pasa por (2, 1) paralela a (3, — 1); 
c) la recta por (3, 0) y (2, 5); 

e) la recta horizontal 2 unidades sobre el eje X', 
g) la recta que pasa por (0, —5) paralela a (1, 2); 
i) el segmente rectillneo de (1,2) a (2, 3) que no contiene los puntos 
extremos; 

k) la recta que pasa por (0, 5) paralela a (1, -3); 
m) la circunferencia de radio 4 con centre en el origen. 


Pagina 99 

1. C|, C 2 y C 4 . son paralelas; tj y Ü 5 son paralelas. 

2. fl) C = {(1 + /, -6 + /)|?6R}; c) c = ((1+/, -6 + 201? e R}; 

e) Igual que (c). 

3. fl) {(x,:vo)l-^6 R}; {ix -ta, y. + /^>)l/e R}. 

5. fl) (5,0); c) (-i,0); e) (-5,0). 

6 . fl) (0, -5); c) (0, 3); e) (0, 10). 

Pâginas 105-107 

1. fl) X = 4+ = -2; c) X + 3+ = 10; 

e) (+1 ->’o) (^--'fo)-(-^i -Xo) (j-Jo) = 0- 

2. fl) No ortogonal; c) no ortogonal; e) ortogonal. 

3. fl) La recta que pasa por el origen ortogonal a (3, —2); 
c) la recta que pasa por (3, -2) ortogonal a (1, 2). 

4. fl) 2; c) V5.^ 

6 . fl) f; c) 6 / 75 . 

5. a) X = ^(a + b), a ^ b; c) l^x-4y = -61; e) x-2y = \. 
9. fl) X = 2/, y = 2t; c) x = 3-2/, + = -2 + t. 

11. fl) (1,0) y (2, 0); c) (-i, -^/-) y (-Jf - —r)- 
15. fl) (0,1); c)(l,2). 
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Paginas 114-115 


1. «)c = 3a-2b; c-)c = ^^a-^b. 

2 2 

5. a) (-2,4); c) (i, J); e) J^^). 

6. a) (2,0); c) ninguna soluciôn; e) (0,0). 

8. a) Ninguna soluciôn distinta de la trivial; 

c) cada punto de la recta .y —3j = 0 corresponde a una soluciôn; 
es decir, jy = 3t, j = / es una soluciôn para todo valor de t. 

9. 1 = 1 : X = /, y = t es una soluciôn para toda t; À = 5 : x = !, 
J = -t es una soluciôn para toda t. 

10. (300, 90); ninguna; = 3. 


Pagina 119 

1. a) m = f; c) m = e) m = 0; g) /n = 4. 

2. a) X = 2t, y = J-t; c) x = 7; e) x = at, y = b{\-t), 

0 bx + ay — ab, y b^ ^ 0. 

3. a) y = —3xi-4; c) y = —2; e) y—yo = m(x — Xo). 

Paginas 119-122 

5. _v = 3 A' + 2 ^ I ô, = 3 .y — 2 y/1Ô. 

6. = 8 (.Y-2); una parâboia. 

7. (I, 1, -I). 

9. c/) P = i(l, I), 

10. a = 4. 

12. (6, 7) = ((12. 14). 

14. (x,,v) = ^'(l,l) + ^^-|,,), 16. 

2 2 y/2 

Paginas 127-128 

1. a) 10= {2, -1,0,6}, = (1.5,0,2}; c) U) = (-5,1,3,5, 7}, 51 = {2}. 

3. {(-i , I), (0, 0), (I, -I), (I, I), (1 +y/2, 1)}. 

5. a) 4; c) e) x^ + 3x^; g) x^ + 3 /îx^ + 3(h^ - l)x + h^ ~3/7 + 2. 

7. a) (d, 1), ^);^ c) ((- y/3, y/5), -y/Ï5; e) (02, y/3), 4'2y/3). 

8. fl) if; c)4y/3. 

9. fl) Funciôn; c) funciôn. 
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10. a) {(1, i), (2, 4), (3, 9), (4, 16), (5, 25), (6, 36)}, 

11 . a) f{x) = |x + 3 (si); c) f{x) = . 


Paginas 130-131 


3. No. 


1. fl) 3; c) — 1; e) 1. 


Paginas 133-134 
11. No. 
Paginas 140-141 


1. fl) 1) {(2, 4), (3, 3), (4, 10)}, 2) {(2,0), (3, -4), (4,21)), 

3) ((-3,4), (0,0), (2, 16), (3, 1),(4,9)}, 

4) ((2, 16), (3, 13), (4, 30)}, 5) 4, 6) 0, 7) 16; 

c) 1) [/+3](x) = { 2-^- L+V^- ?v 
{3 + Vx, xe[3,4] 


2) C/ 0 ] (x) = I 

{3/x, xe[3,4] 

[4x^-4x-|-l, X6[0, 2] 

9. x6[3, 5]’ 


3) f\x) = 


4 ) [/" + 30 ](x) = 4x + l+3Vx, '^£[ 1 . 2 ] 

{9-I-37X, xe[3,4] 

5) 3 + V2, 6) 3^2, 7) 9 + 3^2; 

1) {(-l,l),(i,i/(2, -1),(4,4 + V2)}, 

2) {(-1, -2), (i,f), (2, -6), (4,4V2)}_, 3) f\x) = x/ 

4) {(-1,7), (i,|), (2,-5), (4, 16 + 3^2)}, 5) -1,6) -6,7) -5. 
fl) 1) {(2, 4), (3, -5), (4, -4)}, 2) {(2, -4), (3, 5), (4, 4)}, 

3) {(3, -i), (4,4)}, 4) ((2,0), (3, -4), (4, 4)}; 


c) 1) [/- 0 ] (x) 


2) [ 0 -/](x) = 


[2x —1—,^/x, xe[l,2] 
l3-Vx, xe[3,4] 

yjx — 2x+i, X6[l, 2] 
Vx-3, xer3,4J’ 


3) 


'/ 

L0J 


(x) 


2x —1 

xe[l, 2] 


— xe[3,4] 

Vx 
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4) 


(x) = 




2 x-\ 


, X6[l, 2] 


± 

3 V' 


^/x x6[3, 4] 

e) 1) {(-1, -3),(i, -i),(2,5),(4,4-V2)}, 

2) {(-l,3),(i,i),(2, -5), (4,^2-4)}, 

3) {(-1, -a(l,§), (2, -1), (4,2^2)}, 

4) {(-1, -2),(i, i),(2, -i),(4,i^/2)}. 

9. a) 1) R; [/+^] (x) = 2x^-7, 2) R; [f-g]{x) = 4x-9, 

3) R; [^-/](x) = -4x + 9, 4) R; [fg]{x) = x"-1 l'x^+18x- 


/ 

3 J 


5) {x 1 X 1}, 

6) {x I X / -4, 2}, 


(X) = 


x^ + 2x-8 
x^-2x+I 


I 

./■J 


(x) = 


X —2x^-1 
x^ + 2x —8 


c) 1) {x 1 X # ± 1} ; [/+ éf] U) = 


x'^ + x^ —6x+ 10 


x ^-1 


2) {xjxy^ ±1}; [y-0](x) = 


3) {x|x^ +1}; [ 3 -/](x) = 


■x*^ + 2x^'f'X + lOx — 6 


■1 


X — 2x^—X — lOx + 6 
x ^-1 


4) (x 1X ± 1} ; [/g] (x) = 


x^ + 2x -8x -16 


x ^-1 


5) {x I X ±1,2}; 


f_ 

Lg. 


(X) = 


x^ + X + 2x + 2 
x-^-x^-Sx + S' 


6) (x 1X ^ + 1}; 


I 

L/J 


(X) = 


x"-x'- 


• 8 X “i" 8 


x^ + x^ + 2x + 2 


10. d) [/+^](-3) = 11, [/-^](-3) = -21, {g-f]{-?>) = 21, 


[/0](-3) = -80, 


/ 

Lg. 


(-3) = -tV, 


3 

L/J 


c) [/+^ 7 ](- 3 ) = [/ 

-g] 

(- 3 )= -Y, 1 

g-. 

C/ 0 ] (- 3 ) = 

1 -! 

^ 1 '^. 

1 _ 1 

( “ 3 ) = —/o , 

1 _ 


(-3)= - 


(-3) = 


8 l 
4 ’ 


7 0 

11 * 
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Paginas 151-152 


1. a) fcg= {(0, 5), (1,3), (2, 2), (3,7)}, ^o/ = {(1, 1), (2, 4)}; 

c) /o^ = {(0, -2), (3,0), (-1,-1), (2,-2)},^o/= {(3, 1), (4,4)}. 

2 . a) fog = P-\2I + 39,g of ^ 1^-3-, c) [f o g] {x) = 

= [0, 5]Ag of]{x) = ^ - 3, = <-co, co>; 

e) fog= ((0, 1),(4,V7),(3, 1)}, 

gof= {(0, 1), (4, -3), (16, 7), (64, -1),(9, 1)}; 
g) fog = 21P+21P+91+5, ^o/= 3/"+13; 

4r(-8/^ + 3/-3) ^ /H-7^ + 3/-2) 

i)f°a= /(/-1)2 ^9°f- 4/(3/_2)^ ■ 

5. a) P = {(2, 1), (3, 2), (5, 3), (7,4)}, g* = {(3, 0), (2,1), (1,2), (4, 3)}; 
c) /* no existe, g* = 7+6; 

e) f* = {(.V, x:^ +l)| x6[0, QO>}, g* = {(x, 3-x)| a- 6 <- oo, co>} = ^; 
g) f* = {{x, \jx-A)\x e <- 00 , oo>}, g* =-} (7-1). 

7. a) /* = {(a, ,y'x)|Ae [0, 4]}. 


Paginas 155-156 

1. a) f+g = 47^+27+1, fg = 37‘‘-27" + 37' + 287-20; 

c) /+^ = P + P-3P + 31 + A, 

fg = 7® + 7®-47"-47^ + 77^ + 37‘‘-167"+127. 

3. a) /o^ = 7^+2, 5 o/= 7^ + 47+4; 

c) f.g = 7^107^ + 21 ,^ 0 /= 7^ + 47^-27^-127+13. 

4. a) [0, oo>,[7‘/^o7‘/2](a) = a; c)<-oo, oo>, [7'/^ o 7^] (a) = |a| ; 
e) [0, oo>, [P o(7+7‘/^)](a) = a^ + 2a^/'^ + a; 

g) <- 00 , oo>, [(7^ + 7"^) O 7*''"] (a) = x + x^'\ 


Pagina 157 

1. /(i) = 1, Ai) = 1, Aï) = 3, /(4)_= 8, A^) Z 6. 

3. /(O) = 0, /(-l) = -1, /(I) = V5, /(i) = iV7- 
5. i7. 7. /(O = (1, 3) + V5t(2, 1). 

Paginas 163-164 

1. a) (l,3);-c)(2, 5); e) (5, 3); ^) (0, 0); 0 -(3,8); 7r) (0, 3); m) (5, -5). 

2. 1) 7’, mueve todo punto horizontal mente 1 unidad y verticalmente 

3 unidades; 3) = T+, 5) “expande” por un factor 2; 

7) T-, es una rotaciôn de de 90° en sentido dextrôgiro. 
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5. a) (-2. -6); c) (0,0); e) (0, 1). 

8. a) (0,0); c) (!, 2) y (-1, 2); e)(-],2); 
g) cualquier punto de la recta x = —2. 


Paginas 176-178 


1. ûf) 7'es no singular y rîgido, 7’*(a'', v') = (v'. - v'); 


c) 

e) 

g) 


T’es no singular y rigida, T*(x\y') = ~x'(\. -1) + — v'(l !)• 

V2 ^/2' ’ 

T es singular y no es rigida; 

T es no singular y no es rigida, T*{x',y’) = L(y'. .v'); /) T’es no 


singular y rigida, T{x\y') = -^(.v'-3)(!, I) -f- “ 7 = (y'- 5) (1, - 1). 

2. a) rhace girar a R en sentido contrario a las manecillas del reloj 90", 
(7’(i) = j); c) r hace girar 45° a en direcciôn contraria a las 

manecillas del reloj, ^r)!) =-ÿ=(l, 1 )^ ;/) Tes la réflexion respecte 

de la recta que pasa por el origen paralela a (1 +^'2. 1) seguida 
de la traslaciôn (3, 5). 

8. a) r(P) - P + (4, 3); c)_r(P) = P + (39, -20). 

9. a) 1) C/(x, j) = ix(l, ^/3)-(-i_v(-y3, I), 

2) V{x,y) = ix(l,y3)+L>>(^/3, -1_); 
c) 1) (7(.v, j) = ix(y3, -l)-|--jy(l,^/3), 

2) V{x,y) = i.x(-^''3, r) + iv’(l, V3); 
e) 1) U{x,y) = (-J, x), 2) V{x, y) = ix(-3, -4)- ly{4, -3); 
g) U(x, y) = (y, -x), y(x, y) = |x(3, 4)4-i>’(4, -3). 

10. a) T{X) es la recta 3 ^ = 5; 

c) T(G) es la circunferencia de radio 1 alrededor del punto (1, —2); 
L(Y) es la recta que pasa por el origen paralela a b. 

1 

11 . a) U(x,y)= + (a- 3>’, 3.v-|-y); 

c) U(x%y}= ±yy(12x—5y, 5x+12y). 

13. a) U{x,y) ~ {x, —j); c) lJ{x,y) = {—y, —x). 

Compruébese U{x, -x) = (.v, -x). 


Paginas 181-182 

1. 1) r, es la rotacién de 180°; 3) es la rotaciôn levogira de 45°; 

5) es la rotaciôn dextrôgira de 60°; 7) T-, es una transformaciôn 
lineal. T(X) es la recta que pasa por el origen paralela a a, T{Y) es la 
recta que pasa por el origen paralela a b. 

2. a) [r, ’-T 2 ](x', y’) = (-x' + 2, ->''-3); 
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1 


y3)x + (l +V3)j), ((1 +V3)x+(V3- r)>^); 
g) T,*{x\y’) = {x' + 2,y'-3y. 


2V2 


/) [T^oT^]*{x',y') = ^(x'+/-l,/-x'-5); 
k) [T’a O TT\ix,y) = xa+>'b-(Xo,Jo)- 


e) r,* = r, ; 


Paginas 185-186 


1. a) Esta es una traslaciôn de coordenadas. El nuevo origen esta en 

el punto (x, >») = (3, —2); e) Los ejes de coordenadas han girado 
dextrdgiramente un ângulo de 90“ y después se han trasladado. El 
nuevo origen esté en el punto (x, y) = ( — I, 2). 

2. a) 2x'-2y' = -7; c) 2y' + 3x' = 13. 

3. T*{x,y) = {x',y') = {x-4,y + 2). 


1 

4. U{x,y) = ± ~~/={x+y,y—x). No hay ningunas otras. 
\/2 


Paginas 195-198 

7. a) T(x,y) = xu + yv-|-(3, 5) donde u y v son un par cualquiera de 
vectores ortogonales de longitud unitaria; 

c) nx.y) = ^(1, 1) + ^(-1, l) + (3,5); 

e) T{x,y) = (-y + 3,x-4). 

11. a) x’ = my’\ c) x'^ + y'^ = 1; e) x'^-y'^ = -2; g) y'^ = -4x'; 

/) ^ + ^ = 1; k) x'^ + 2y'^ = 5. 
a b 


Paginas 207-209 

3. a) {(x', y')l7x’-y' = 2^2}. 

5. û) T es la traslaciôn que mueve el punto (Xo,yo) origen; 

b) el origen del sistema de coordenadas se mueve hasta el punto (xq, Jo)- 

7. K(C) = {(x',y')|x'^ =4;;/}. 

Paginas 210-213 

1. d) T^, T-^, T^, T^', c) 7’,, T^, ; e) T^. 
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3. [T O U]*{x',y') = (x'-/î)(m,, -U2) + {y'-k){u2,u^)\ 

[U O T]* {x', y') = x'(u,, -U2)+y'{u2,u^)-(h, k). 

P —O 

5. U O T, donde T traslada Q(, hasta el origen y iy(i) = — 

lPo~Qol 


Pagina 221 


1. 

a) 

O 

II 

i 

<N 

; c) y —3 x 

II 

N> 

1 

= 0; x, y e [ — 2 , oo>. 





Pagina 229 




a^f-Inter- 

y-Inter- 

Simetrias 

Extension 



cepeiones 

cepeiones 



l. 

a) 

i 5 

±2 

y. Y, O 

x 6 [- 5 , 5 ], >' e [- 2 , 2 ] 


c) 

ninguna 

±4 

y, y, O 

xeR, je< — CO, — 4]u[4, oo> 


e) 

ninguna 

ninguno 

O j 

[x6<0, 00 ), ye< — 00, 0> 

[X 6 < — 00 , 0>, >'£<0, oo> 


9) 

1 

- 2 ± f ^6 

l ectas X = ) 

x6[-4, 6], >'£[-4,0] 





,v= -2 

fxe< - CO, — 1 >, .v£<0, oo> 


i) 

ninguna 

-4 

y 1 

xe< - I, 1>, >>£<- 00 , -4] 
[.V€<1, 00>, ^£<0, oo> 


k) 

±2 

±2 

y, y, O 

x £[- 2 , 2 ],>'£[- 2 , 2 ] 

2. 

a) 0 

0 

O 

1“ y 3" cuadrantes 


c) 

0 

0 

y 

x£[0, oo>, je R 


e) 

ninguna 

ninguno 

O 

1° y 3'" cuadrantes 


g) 

-i 

-i 

ninguna 

X, y no ambos > 0. 


2. a), e), y g) son grâficas de funciones. 
2. c) No es la grâfica de una funciôn. 


Paginas 231-232 

1. a) Circunferencia, centre (0,0), radio 4; c) conjunto vacio; 
e) circunferencia, centro (—1, —1), radio 1. 

2. a) {x-AŸ + {y + 2Ÿ = 9; c) {x-ZŸ + {y+\f = 29; 
e) (x-3)^ + (y+1)^ =Jij_g) x^+y^-bx-2y = 0. 

3. Centro (0, c), radio \Ja}-yc^ donde ce R. 

4. a) (0, 5) y (-5,0); c) (4, 3). 

Paginas 235-236 

1. a) Parâbola, abierta hacia arr'ba, V = (2, —1), F = (2,0), directriz; 
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_ 2 ; c) parâbola, abierta a la derecha, V = ( - 2,3), F - ( |, 3), 
directriz; x = — ^ ; é) parâbola abierta hacia arriba, V = (2, — 1 ), 
F = (2, _i), directriz; y = -i; g) circunferencia, centre (0, -2), 
radio 2/^3; /) parâbola, abierta hacia arriba, V = (-i, 1), 

F _ ( —|-i), directriz; y = -j%; k) parâbola, abierta a la derecha, 
V = (1, -2), F = (J, -2), directriz; x = |. 

2. a) (x-2)^ = -32(;^-3); c) (x-7)^ = -IHy-i)- 

3. (j+1)^ = -6(x-|). 


c) X = 2 + 


3/ 

100 


\/2 

2 


X = t^ — 2t 
y = t^ + 2t 


donde y' = 2sj2t ; 


5 100 5 


7. a) Parâbola abierta hacia arriba si p > 0, abierta hacia abajo si p < 0, 

V = (0, 0), F = (0,p), directriz; y = -p; c) parâbola, V = (0, 0), 

U = ^(1,1), p = sl2 (lo mismo que en 6fl); e) parâbola. 

V = (2, 3), U = (i, t), p = 5 (lo mismo que en 6c). 


Pâginas 242-243 


1, a) Elipse, Fq = (0, 0), eje mayor a lo largo del eje de las A", a = 5, /r = 3 
c) elipse, Fq = (1, -2), eje mayor paralelo al eje X, a = \3, h = 12 
e) elipse, Fg = (-2,3), eje mayor paralelo al eje Y, a_= 5, b =_4 
g) elipse, Fg = (i, -f), eje mayor paralelo al eje X,a = ïv'^ 39. 6 = îv '3 
/) circunferencia, centre ( — 2, f), radio 

2. a) ix-5f+A(y-AŸ = 16; c) 16(x-2)^+25/ = 400; 

e) P = (5, 7) + x'(f, !) + /(-!, I) donde ^ ^ 


O 289x^—504x>’ + 436y^ + 638x —3584y + 8449 — 0; 

25 x'^ 25 y 

3 ) P = (-2, 2) + x'(A, H) + y'i-\i, Tï) donde - + 


6084 


1859 


= 1 . 


3. a) 9x^ + 5>'^-18x-l-20y—151 = 0 o 


(x-1)" . (y+ 2) 


20 


4- 


26 


1 . 


5. — + — = 1 donde = a^(l — e^). 
b^ 
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Paginas 248-249 


1. a) Hipérbola, Fq = (0,0), eje sobre el eje A', a = 3, è = 2; 

c) hipérbola, Fg = (—1,2), eje paralelo al eje Y, a = 5, b = ''5; 
e) elipse, Fq = (1, -1), eje paralelo al eje X, a = 4, b = 3; 
g) hipérbola, Fg = ( — 8, I ), eje paralelo al eje ,^-'481,6 = ^,/4M ; 

/) hipérbola, Fg = (j-, — §), eje paralelo al eje Y, a = ^, h = 2; 
k) circunferencia, Fg = (-1, J), r = 

2. a) 9x^-I6/ = 144; c) 25y^~4x^ =*100; 

e) 2Q(x-\f-\t{y-Af = 320; g) 4(j + 4)"-25(x-I)" = 100. 

3. a) \(>y^-9x^ = 144; c) 4x^-25>'^ = 100; 

e) i6(j-4)^-20(.v-l)^ = 320; g) 25(x-’l)^-4Cv + 4)^ = 100, 

4. a) 45(>;-I1)2-36(.v- 1)- = 1 620. 

7. a) x'^-y'^ = 2c. 


Pagina 254 

1. a) 21 x'^+\%y’^-, c) 5Qx'^+ 25y'^; e) 125x'^ + 50v'^; o) 5x'^- 
/) I69(2x'^+y'^). 


Pagina 259 

1. a) Elipse; cj elipse; e) hipérbola; g) elipse. 

Paginas 263-264 

X-Inter- K-Inter- Simetrias Extension 

cepciones cepciones 

2- a) ±2 ±3 X,Y,0 xe [-2,2], J 6 [-3,3] 

±1 ninguna Jé, K, O xçt <-!,]> 

3. a) Hipérbola, Fg = -(3, 1 ) eje paralelo al eje X, a = 2, b = 2 ^'2; 
c) circunferencia, Fg = (2, -3), r = \/|; 

e) elipse, Fg = ( - 1, -|), eje paralelo al eje X, a = ^yjTlA, b = i JÏ37; 
g) parâbola, V = (0, — J), abierto hacia abajo; 

/) recta, pendiente — K-intercepciôn — 

k) hipérbola, Fo = (-2, 1), eje paralelo al eje X, a b=\J\Q; 

w) parâbola, V = (1, -f), abierto hacia arriba; 
o) recta, pendiente — F-intercepcidn — 

5. = 1 7 (^-2)^ , (^-3)^ 

25 9 ■ ■59“ 

9. a) Parâbola; c) hipérbola; e) parâbola. 
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Paginas 278-279 


8. a) 





Paginas 291-293 


1. a) U(x,y) = -!p.(;c- 3 ^, x + y); 

v /2 

c) t7(x, y) = ( —2x —9y, 9x —2y); 

v'85 

I 1 

e) l/(x, y) = (-y, x) = (X, y) ; 3 ) t/(x, y) = — (x + y. -x + y); 

v 2 

i) t/(x, y) = —=L=(biX-fc 2 y, bjx + ^iy). 

3. 57°17'45". 5. 0.00029. 

7. 18.3 radianes/seg; 45.8 pies/seg. 

11. a) 19.19, 20; c) 25.88, 26.18; e) 99.8. 100; 26.31, 27.75. 

12. 907 millas/hora. 

13. a) 8 . 6 anosluz; c) 542 anos luz. 

14. a) cos 0 = sen 0 = —î— = —— = tan 0 = co\ 0 = I ; 

sec (? CSC (? J 2 

c) cos 0 = sec ( 1 = 1 , sen 0 = tan 0 = 0 , csc 0 y cot 0 no estân definidas; 
e) sen 0 = csc 0— 1 , cos 0 = cot (1 = 0 , tan (1 y sec (1 no estân definidas; 

g) sen 0 — —^— = — i-j ; cos (1 = —!— = — I l ; tan (1 = —!— = 

CSC (1 sec (1 cot (1 


Pagina 295 


1. a) cos 325“8' = 0.82048; c) sen 32.87i = 0.58779; 

87t 

e) tan318°I5' = -0.89253; g) cosy = -0.90097; 

1 n 1571 

/■) cot —= 0.32492; Â:) csc 200° =-2.9238; w) cos— = 0.92388. 

5 8 

3. a) a = (1.53, 3.70); c) a = (17.91, - 1.796). 

4. a) F = (211.4, 133.4); c) F = (45.65, - 14.83); e) F = ( - i .23, - 10.5). 
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Pàgina 298 


1. a) 45°; c) 36°52'. 

2. a) 32° 12'; c) 31°20'. 

3. a) 225°; c) 135°; e) 90°. 

4. a) -28° 14'±2'. 

5. a) 207° 17'±2'; c) 107°34'±2'. 

6. a) 94°5'+10'; c) 249°23'±3'. 


Paginas 304-305 

1. a) |a| = 5.6, |b| = 14; c) a = 76°, /i = 14°, |c| = 12.4; 

e) |c| = 113, |a| = 64.7; g) |b| = 33, |a| = 85, a - 69°, P = 21°. 

2. a) |c| = 4.44, a = 116°, P = 34°; c) |a| = 8.4, |b| = 13; 

e) |b| = 8,^, y = 73° 10' ± 10',^ = 46°30'± 10'; 

g) |a| = v"''3._a = 18°, |b| = ^/65, P = 45°, |c| = y = 117"; 

/) |a| = 12y5, a = 124°; |b| = 16, /I = 30°; jcl = 4yÏ3, y = 26°. 

3. La antena tiene una altura de 71.4 métros y esta a 264.7 métros sobre 
el suelo. 

5. = (592, —38) donde la direcciôn de i es E y la direccion de j es N. 


Paginas 310-312 

1 . a) V2(l. 1); e) v''2(l, D: e) i(-l, ^3). 

2. a) r = l, 0 = n; c) r = ^ 2. 0 = ^ ; e) r = 19.8, B = 131°. 

9, a) r = a sen 0 cos^ 0; c) r = a sen 0 tan 0; e) r = a cos 29 sec 0. 


Paginas 312-314 

4. fl) «TT. « cualquier entero; c) ( - I )" ^ + att. « cualquier entero; 

O 

n + 1 ^ ^ 

f) (—1)" ^ + ATT, n cualquier entero; g) - + nn. n cualquier entero. 

1 

6. fl) U{x,y)= ± -3.v-l-j;). 

11 . 1 000 “mils” de infanten'a = 1 radian = 1018 “mils” de artilleria. 
13. fl) < - CO, oo>; c) <-00, - l> U [1, Qo>. 

15. 4.545 métros. 


784 Respuestas a ejercicios selectos 



Paginas 321-322 

1. a) 1+2 + 3+4 + 5; c) r + r^ +r^ + r* + r^ + r^ + r'' ; e) r + + r’’. 

3. i(2fc-l) = n^ 5. a)i(3"-l); ^0 ^ ^ • 


7. a) 5; c) 125. 


Pagina 327 


1. ^ 3a^ = 3ai-l-3a2 + 3a3-l-3a4 + 3a5 + 3a6; 

6= 1 

6 

3 E “* = 3(fl,+a2 + a3 + Û4 + a5 + Û6)- 

fc= 1 

4. a) 385; c) i(2n^ + 9/2^+13m); e) 2025. 


Paginas 329-330 



c) 16fl'^ + 96a^ + 216a^ + 216a+81; 

€) jc®'^-10A:^-t-40x^'^-80jc + 80jc''^-32. 

7. 720.V®. 

Paginas 331-332 

12. â) 25316; c) 25316. 13. a) 81 x‘‘-216x^+ 216x^-96x+16. 

15. 28jc‘'’/. 


Paginas 337-338 

l. a) h. 2. a) m = J. 3. m = l. 


Paginas 354-356 

2. a) 0; c) j; e) 6; ÿ) axo^; /) 0; 0; m) 4a + 2b + c. 13. 0. 15. 0. 
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Paginas 364-365 


1. a) 3; • c) 6; e) 6. 2. a) 27; c) 1^3; e) 3. 

3. fl) 2 jc; c) 4x^; e) ~2x~\ 4. û) 2; c) 1 ; e) ] ; 1. 

Paginas 370-371 

7. Si. 8. a) «tt; c) 0,2; e) ninguno. 


Pagina 374 

1. fl) 32/o; c) 51.5?o; e) 9.65 /o^. 


Paginas 381-382 

2. fl) 2; c) m; e)2fl/; g) i) 

(7 + 5)^ (7' + 3)^ 

/:) Il sobre < - oo, 0> u <0, oo>. 

3. fl) -3; c) 2flx; e) 8x + 6x^; g) -^-_ 

(x" + 2)" (x + 2)" 

5. û) 0 para x no un entero; 

c) 2 sobre < - oo, 3>, 0 sobre <3, oo>, /'(3) no existe. 


Paginas 387-388 


7. fl) 10/ + 2; c) 27+cos 
m) 27 sen + 7^ cos; o) 


e) cos+sec^; g) 0; i) 2sec^; 
— (1 +7^) sen — 21 cos 
(I+7Y ’ 


k) 21 — cos 


q) 2 sen cos; 


1 + cos + sen 
(1 + cos)^ 


8 . 


a) 

k) 


16x^ + 8x-l-3; c)2x — sen x; e) 2x cos x —x^ sen x; ^) 0; ;) 2 cos x 

, X cos X — sen x , , , 

xcosx; m)-^-; o) cos x - sen x; 


q) 3x^ sen x + x^ cos x; s) — sen x; «) sen x + sec x tan x; 

,, T T ^ N ^ sec^ X - tan X 

u;) 2 cos X —(2x — 3) sen x; y) -. 
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Paginas 392-393 


1. à) 2x sec^ (x^ + 2); c) — csc^ (sen x) cos x; é) Stan^xsec^x; 
ff) 2 sec^ tan /) — 47t sen (47r0); k) lo cos (cot+ô). 

2. a) 12x^(x^-|-2)^; c) 3sen^xcosx; e) 9 sen^ 3x cos 3x; 

_ — 2 

g) — 3 sen”'^ X cos x; i) — 4(2x + l)”^; k) 


(î-ir 

3. a) osen] cos; c) otan o3/) (sec^ o3/); e) 


41 


g) —2 CSC (esc + cot) ; /) 


2. ^(^ + 2 ) , / r 


(I+IŸ 


sec O 


1 + 1 


(2 + 1 ) 


3 ’ 


/c) (2/ + 3)coso(/^ + 3/); m) 


sen 


lsen| (1 + cos) 


; o) —(cos O cos) sen. 


Paginas 394-395 

1. a) f = 12/^ + 6/^-10/+2. /" = 36/V12/-10; 

c) /' = (l-/)-^/" = 2(l-/)-^e)/' = icos 0(4/),/" = 

1 -I- cos^ 9 


-sen O (4/); 


g) F'{6) = -CSC 6 cot 9, F''(9) = 


, x'^ —12x^ ^ 

(x -4) 


sen^ 9 
8x(x^-H2) 
ix^-4)^ 


6. a) (/^ — 20) cos + 10/sen; c) —sen. 


Paginas 399-401 


1 ^ -1 ■> J ^ 6x{3x — l)dx 

1. a)2cos2xax; c)-;—; e) (cos x —2x sen x) cos x</x; 

(6x-l)^ 

g) (sen 7tx4- ttx cos nx)dx. 

2x 


2. a) 


sec'* X 


(1 — tan^ x)' 


; c) - 


1x^-1 


2 ,a^/ 2 - ; -6sen3x; g) 


-8 


(x"-l)^Vx^ + l 

3. fl) 13.0385; c) 4.9733; e) 0,455; g) 1.105 
5, 19.38 m/ 7. 1.774 cm/ 


(2x-3)^ 


Paginas 404-405 


1. 0.1644 X 10“^ cm/°C. 
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3. 9.43 X 10“'* cm^/seg. 

5. 0.052 metros/seg. 

7. —0.075 amp/seg. 

9. 699.92 km/hr. 

11. 0.631 m^/hr. 

Pâginas 408-409 

1. a) c) i(15-cos'*); e) -^ 5 [sen^ o(5/)-149]. 

2. a) i/^-2; c) -f^ + 4r-3; e) tL( 109-2 cos 3/). 


Pâginas 415-416 

6 . a) c»; c) no existe; c) od; 3; /) 0. 


Pâginas 417-420 


2 . fl) 3; c) I ; e) 1- 

5. a) —5sen5x; c) 3 cos (tan 3.v) sec^ 3 a'; e) 0; ff) —4/sen (2/^-1-3); 
/) Stan'^sec^; k) 4-sec)] ( 2 /- 1 -sec tan); 


2 X -H sec X tan X ^ . 4 4 , . , 

m) - ; 0 ) 5 tan x sec x-t -2 tan x sec x; 




2 y' x + sec X 

(x^ + 5 cot x) (sen x + x cos x)-x sen x(2x-5 csc^ x) 


6. a) 11.958; c) 0.8747. 
1 


9. 


11. 6.19 m. 


(x^-l- 5 cot x)^ 

7. 0.035 cm. 

17. 324. 19. 2.29 m/seg; 1.63m/seg. 


Pâginas 424-425 

2. fl) Superiormente acotada, no inferiormente acotada, no acotada; 

c) superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada. 

5. fl) sup = 7, inf = 2; c) no hay supremo, inf = 1. 


Pâgina 429 

1 . fl) sup = 1 , Inf = 0 , no tiene mâximo, 0 es el minimo; 
c) no hay sup, inf = 0 , no hay mâximo, 0 es el minimo. 
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5. El conjunto de todos los numéros racionales positives cuyos cuadrados 
son mayores que 3. 


Pagina 435 

1. d) 1.1 O 1.2; c) 1.7 O 1.8. 3, 2.236. 5. 1.26. 10. a) [0,27]; c) [0, 9>. 


Paginas 437-438 


1. Si, no. 3. Si, si. 


Paginas 442-443 



6 . Si. 


Pagina 445 

1. a) Superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada; 
c) superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada. 

2. a) Inf = 0, sup = 9; c) inf = 0, sup = 

5. a) Max = 9 + a, min = a; c) mâx = 58, min = -2; 
é) mâx = i, min = 4- 


Pagina 447 


3. Inf = i, sup = f. 7. <- 00 , -l]u[l, oo>. 9, Si, si. 


Paginas 453-454 

1. a) Mâx = 2,_min = -14; c) mâx t= 21, min = -3; 
e) mâx = ^5^'2, min = 

ff) mâx = ^2, inin = —y/2; i) mâx = ^/2, min = 1. 
5. h = ia, r = iy/2a, V = 

7. l = ^a, h = ^a, V = 

9. Un cuadrado de lado yj2r. 

11. Después de andar ^ de kilômetro por el camino. 
n. 6xyjl, A = 15 . 5^1 
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Pagina 457 


1. a) Cualquier numéro en < 1 ,4>; r) 0; e) .69. 

Paginas 459-460 

1. f{x) = -3, .\:6<I,5>. 5. y{x) = 2x^ + 3. 


Paginas 466-468 

1 . a) es el minimo relative y el minimo absoluto; 

c) 0, minimo relative; 16 mâximo relativo; 0 , minimo absoluto; 
e) 12, minimo relativo; ff) —I mâximo relativo, 3 minimo relativo. 
3. 6 , 6 . « 100. _7. 3 000. 9. 22.23 cm x 15.88 cm. 

11. r = /il, /î= /iZ. 13. jOTm. 15. R = r. 
yin ^ Tt 

17. a) Se encuentra m — 4 kilomètres a lo largo de la playa; 
b) se encuentra totalmente en el agua. 


Paginas 479-481 


1 . 


a) Hacia arriba <0, oc>, hacia abajo <-oo, 0>; 
c) hacia arriba < —oc, oo>; 

e) hacia arriba < 0 , oo>, hacia abajo < —oo, 0 >, punto de inflexion 0 ; 


g) hacia arriba 



, 00 y hacia abajo 



puntos de inflexion — — , — ; 

x'3 x3 


/) hacia arriba < —oc, 0 >, hacia abajo < 0 , oo>, punto de inflexion 0 ; 
k) hacia arriba <l,co>, hacia abajo < — oo, 0 >, < 0 , 1 >, punto de 
inflexion 1 . 

3. a) L- b) 0, 


Pagina 482 


n n 

1 . à) Mâx = 1 — T, min = - — 1. 

4 4 

2. ci) Minimo relativo —35, —160; mâximo relativo 29; 

decreciente < — oo, — 1>, <1, 4>; creciente < — I, 1), <4, oo>; 
côneava hacia arriba < — oo, i(4-Vl9)>, <i(4 + Vl9), 00>; 


790 Respuestas a ejercicios selectos 



céncava hacia abajo <i(4 —,^19), i(4 + ^19)>. 
c) minimo relative 2; decreciente < —oo, 0>; creciente <0, oo>; 
céncava hacia arriba < —oo, oo>. 

Paginas 492-494 

1. a) Si; c) no, por ejemplo, 2 no tiene inverso multiplicative. 

15. a) 8 + 2/; c) 15+16/; e) —ij2; g) tV + f?'- 

17. a) 5 + /; c) 10 + 20/; e) -/; g) -/; /) I. 

18. a) ^+ 2 ^gr, c) 2 — 3i-, e) no hay solucién; 
g) Z, = (9+l9/)/34, Zj = (-5-37/)/34. 

Paginas 499-501 

1 . a) c) e) ^l2e‘’^'*-, g) 2jle‘^’''^- 

/) 2v'3e''''^ fc) m) 3^"'^^ o)le'\ 

2. a) — 6^'2 ^cos+ / sen= -2)^2 {J2 + ^/3 + v'^2-^3 /) 

= -8.196-2.196/; c) -3-3^3/; e)i+i'’ 

_ p‘3h/2 

3. a) 2J2e'^^‘‘^\ c) -—\ e) 29'^^^ ; 

5^2® 

g) 25-^Je*-‘^^'; i) ^2 cos (to/ + 7r/4); 
fe) ^^2 cos {œt —ni4). 

5. fl) Circunferencia, centre en el origen, radio 1 ; 

c) la recta x = -2; e) la recta j = 1 ; 5’) el semiplano sobre el eje A"; 
/) interior del circule, centre en (—1,0), radio 1 ; 
k) el intervalo [—1,1]; w) el eje Y. 

6. a) \+i, -1-/; c) 2-^2e’"^^'\ 2</'2e"■'’'^'^ 

e) 3^2e''’'^^, 3^2e‘"'’''\ 3^2é'''^''\ 

7. a) 3,J(-1_+V3/),J(-1_-V30 l C' = 

e) V^+ v'2/, -V2 + V2''. -V2 - V2Ô.V2 - V2'■ 

10. fl) 729 sen (0 + 0.38); c) ^29 sen (0 + 1.19). 

Paginas 507-508 

1. fl) (/-4)(2/'‘ + 8/+29)+121; c) i(/+3) (/^+7+2)-^/; 
e) i(20/" + 42/+105) (2/^-5/'= +l) + i(521/"-187-161). 

2. fl) (7-1)®; c) (7-l)(^7 + i-^/^(^7 + i + ^i^; 
e) (7-1) (7+/) (7-3/). 
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Pagina 509 


1. a) Q = I+\, R = 4; c) Q = 1* ++ 21+2, R = 3; 
e) Q = 5P-13I+21, R = -55. 

2. ù) -74, -58, -83; c) 86 , - e) -9, -3, 475. 


Pagina 513 

1. û) 2, -2, -3; c) 

2 . fl) (/-r)(/+l)(/+--i^/ 21 )(/+i + i 721 ); c) (/-l)(/+l)^(/+ 2 ); 


Pagina 515 

fl) 77 r/ 6 , Il 71/6(210“, 330°); c) 7 r/ 6 , 57 r/ 6 , 77 r/ 6 , 117i/6 (30°, 150°, 210°, 330°); 
e) 0, 27 î/3, 471/3 (0°, 120°, 240°); 

^) 77/3, 277/3, 477/3, 577/3 (60°, 120°, 240°, 300°); 

/) sin soluciones; k) 0, 277/3 (0°, 120°). 


Paginas 521-522 

1. fl) 3.24; c) 0.269; e) 0, -0.88. 3, a) 0.51; c) 1.70; e) ±0.92. 

4. fl) 4.64; c) 3.08. 


Paginas 523-524 


1 . 

2 . 


fl) 8 — 3/; c) 26—13/; e) —/. 

1 + / X ^ 3- i — w 15 — ,^/5 / 

fl) —^ ; c) -; e) —-^— 

^/2 16 405 000 


3. fl) 


— 1 + / 1 + / — 1 + / 


4. fl) 2(7+5) (/-!)(/+/) (/-/); c) 2(/-l)(/+l)(/+i)(/-V5)(/+V5). 

5. fl) 77 / 6 , 77 / 2 , 577 / 6 , 377/2; c) 77/3; e) 77 / 6 , 577 / 6 , 777 / 6 , 11 77 / 6 ; 
g) X = knjA, k = 0, 1, ..., 7. 

6 . fl) ±0.82; c) 0,0.69. 
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Paginas 530-532 


1. 2. 3. 2.496 < 7t < 3.5. 5. d = 


1. o^iA. 


Paginas 541-543 


3. 1.60. 5. 6) 1.8. 

9, d) 1F| < 6.4 X 10''* por problema 8; |P| < 10 ^ por problema 7; 
c) |P| < 0.1 por problema 8; 1P| 0.11 por problema 7. 


Paginas 547-549 


1. Aproximaciôn deseada 2 600; contestaciôn exacta 2 500. 

2. d) 0.785; c) 0.694. 3. 11.75. 

i: 


6 . a) 


ri3 


dx\ c) 


2xdx; e) f(x)dx. 


Paginas 567-569 


1. a) 72; c) i; e) -2; g) 8''*/14; /) la intégral es indefinida; 
/c) -J-; m) -80; o) = 332^; la intégral es indefinida; 
K . 2t . 2d 1 


s) tt; u) 


iv) 


1 + r 


y) 


1 + cos^ 6 ^ 1 + cos^ 0 


2. d) 36; c) 50; e) l. 3. 10V5/3. 

Ç5/16 

6. a) {\Q-32t)dt + 


^ 6 4 

3 • 


(32f-10)dt = 14 103i; 


5/16 


c) i[(10 001)^' -(101)^'^]. 

7. fl) + c)j;(0 = yo + 


P sen 

Jo 1 + /^ ■ 


Paginas 572-573 


2 

1, -1^. 3. 0. 5. -. 7. i. 

- 1 " 

14. fl) £(ü), donde u = - ^ fl^. 

n (i=i 


9.0. 11.1(272-1). 13 0. 

_ , _ 1 C2/^+(Ci-^:2)fl* 

15. c) X = - -• 

2 C2l + (Ci-C2)fl 
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Paginas 577-579 


1 . a) Intégral impropia de primera clase; 

1 /^ 0 - Intégral impropia de la primera clase; 
e) CO. Intégral impropia de primera clase; 
g) 2 . Intégral impropia de primera clase; 

/) CO. Intégral impropia de segunda clase; 
k) 4. Intégral impropia de segunda clase; 

•n) 00 . Intégral impropia de segunda clase; 
o) CO. Intégral impropia de segunda clase. 

2 

2 . 3 ) 0 ; 3. fl) Divergente; c) divergente; e) divergente. 4 . 4 . 


Paginas 580-582 

1. fl) F esta definida sobre <0, co> y es una funciôn creciente. La 
grâfica de F es concava hacia abajo. 
c) Mâximo relativo en / = ( 2 Â: —l) 7 r y en r = — 2 A: 7 r para / c = 1 , 2 , ... 
Minimo relative en t = 2kn y en t = -( 2 A:-l) 7 r para /r = l’2, ... 
Hay un punto de inflexion en t = 0 y en todos los puntos en que 
t = tan t. (Véase el ejemplo 8.4, pagina520.) 

4. fl) 1(2^2- 1 ); c) (28)‘V33. 7. a) 0; c) 0. 

9. ^ sgn 6 - — sgn a, donde sgn .x = | ' ^ ^ 0 

2 2 [ -1 si X 


> 0 ’ 


sgn X se lee 


“signe de x 
11 . fl) 2^6; c) 00 ; divergente; e) 0 . 


No es diflcil ver que sgn x ] = x sgn x = |xi 


Paginas 590-591 

^ T 2 - 6 . -J-- 8 . 18. 10. 00 . 12. No hay ninguna région. 

14.21. 16. 9 . 18. La pendiente de la recta es 3 ( 2 - 2 ^/^). 

Paginas 593-594 

1. ;fl^ 3. 27rfl^ 5. na^/2. 7. ^(2h^4-fl^). 

9. xrea del rizo mâs pequeno: 

TT ^ I 2 2\ 

{2b +a )~2ab sen a-sen a cos a = 

2 2 


= —(2è^ + fl2) - -b{a^-byi^- 
2 2 
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ârea del rizo mayor: 

1 b 

- (2b^ + a^) + - b(a^ - by^, donde ^Tt < a < ti y cos a = - 
2 2 « 

11. i(7i-2)a\ 13. Un-2)a\ 

15. ir^(a —sen a), donde a es el ângulo subtendido por la cuerda y r es 
el radio de la circunferencia. 


Paginas 597-598 


1. 69 pie-libras. 


3. 15 — (r-ro) kilogrâmetros. 
r 


- kpqf2 _ 

2 U" W' 


Paginas 601-603 


1 . a) s(t) = —jOt +V(it + SQ', 


c) y{t) 


— cos( 31- 

2 


^[1 — sen 3l] . 


3 . (1.44)2^^^ libras. 

5. a) Juan; 24.7 millas. Roberto; 24.5 millas. Si Juan simplemente 
promedia las velocidades que ha apuntado, su estimado es de 
25.2 millas. c) 19.8 millas < distancia recorrida < 29.2 millas. 

7. a) sit) = - \6t^ + 200t+ 100; = 725; 

(2 t* 

c) y{t) — j^’ ~ ' 


9 , x^+y^ = c^; circunferencias concéntricas con el origen como centro. 


Paginas 608-611 

7. 90.1. 9. -i. 11. i(t^ + t+ïf. 13. -,J2(2/+1)\ 

15. -î- (ax + b)"^'. 17. (a' + (")''^ 19.0. 21. - . 

a(n+\) 12 

23. No definida. 25. ^/2—1. 27. 1. 

31. No (obsérvese que 6.7 requiere que/sea continua sobre 3. Por ejemplo, 
I sgn xdx = |a:| sobre < - 00 , oo>. El problema 29 es otro ejemplo). 

Paginas 618-621 


1 . a) cos + / sen; 


c) i(sen o 2 / — 2 /cos o 2 /); 


^ I / sen - ^ 
e) - —r + 2 tan 
3 \cos^ 
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2. d) 0; c) 4 cos 1+10 sen | —4; e) 

6. a) c) i ; g) I --L ; g)a^l3. 


Paginas 624-625 

1. a) njS, c) 57r/6. 2. d) Tæ \ c) 7r/2. 4. 3.6521 x 10® pies-libras. 

5 


Paginas 633-636 


1 . a) senxdx = 2; c) xdx o 


JO 


(a +x)dx ; 


e) 


2 . a) 2 


xdx 


xdx = 0. 


rt> 


xdx; c) cos xdx. 7, 


10. a) 77/15; c) 77r/24; e) 177r/24. 

11. a) ‘y® Pies^ c)fpies^ 12. IS^^. 


13. §77^7^(16-673). 


Paginas 644-647 


a ) 4729; 


f) 8; 


377 

9 ) — fl- 

2 


2. a) 

e) 


(1 + cos^)''^ ; c) 


(l+3 cos^ 20)''^ dO: 


ed 


it (1 —e cos ÜŸ 


7 1 +e —2e cos OdO. 


^ 2 
5. a) - 


2 \ 3/2 


^7 


^2y/2 


+ I 1 +- 

16/ 


1 ^’) V 2 + In (1 +72). 


6. a) v(7) = (10, -fl/+10), a = (0, -û); c) 20/a. 
8. a) v(7) = 27r-®(7); c) 5 ( 7 ) = 7 V 0 ; e) 0; 
a(7) = -47^r(7) + 2r-®(7); /) a-r = Ir^. 
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Paginas 648-651 


1. 2/w 4. na^. 5. a) 24n; f) nj2. 

7. Sttû^/S (esta curva es una hipocicloide con cuatro puntas y se llama 
astroide). 9. . 11 . 1.52 x I0-" pies-libras. 

13 . a) donde « > b. 15. t247r/3. 17. 4/-’/^ 3. 19. lan a. 

3 

21. y{x) = i A-^ sgn A, donde i>gn ^ = { _ 1 v î 0 ’ ' 

23. La velocidad de escape es aproximadamenle la de 10.77 kilômetros/ 
segundo, o sea, alrededor de 38 616 kilômetros pot hora. 

25. a) v(t) = (l’i , -at + V 2 )', c) — . 

a 

26 fl) (50,0); c) f- - 1 250re, 125). 


Pagina 661 


1 . û) tV; c) 1; e) 4; g) i- 


Pagina 664 

i. a) + c) + e) 3[/'''> (l+2tan)]sec^ 

g) 3 2a tan 2.V. 

3. A 16 métros del punto mas prôximo al almacén. Distancia = 122 métros. 

Pâginas 669-670 


a — i — 

1, a) In 2; c) In x^y. 3. a) -; c) 0, 1 -^'2. 

e+ 1 


5. a) 21 x; c) 


1 


A In A 


; e) 


x^ + a^ 


6. fl) /^-bi/'-5/-iln o(/^-f-l); r) - In « |cosl; e) i/'< )n. 

Paginas 672-673 


1. a) 0.00005; c) 0.30728. 2. a) 0.694x10 ^ c) 2.81. 

1 4e^'' 

3. a) 1 + In; c) sec; e) — = sec; g) ——- . 

cos e - 1 
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4. a) 1 exp (5/); ,) 2 cxp e) lno(|4-expl; g) +2 a-| ; 

i) I In {3f2e-*'); k) 5. In (-a). 

Paginas 680-682 

1. a) log, 8 = 3; c) log,o 100 = 2; e) logg, 9 = J; g) Iog,o0.1 - - I. 

2. a) 2’ = 8; c) 10^ = 100; e) = 2; g) 8^'-^ = 32. 

4. a) 3.46; r) 1.26; <') 2.10. 

5. a) 3/ ‘ log„f'; c) — (tan) log„ e; e) (In ^/) co,s e,xp„ . sen; 

g) (2.Y + .V- In 3)3' ; /) log-, t'; k) 3.v’2''’ln 2. 

1 — sen .v 

7. fl) 5i£i_lrZi- gxp, exp ^ exp; sen 

2 In 3 1 -r In 2 In 5 

0 ^^ -î.’t Jt ^-.v 

9) ~— ; 0 -; k) - . 

3 In 2 I + In 3 In 2 

Paginas 684-688 

1, a) —;^cos2a'; c) ^In|sec6.v|; e) 4 1njsen2A'|; 

,9) i-ln |csc3.Y-cot 3.v|; /) 4 sec'; A) -2 esc; w)2sen^; 

o) -4 cos'; g) tan y; s) n; u) -4cot4.Y; u ) 2 1n(, 2-1); 

;■) -4cot3f)-0, 

3. ü) 4 cos^y- 4 cos'.v; c) //g; e) sec .y + cos .y. 

4. a) tan .v + I tan' .y+ J tan' .y; r) jL tan' 2 .y+ i'j tan" 2 .y; e) 4 tan' .y. 

5. a) 4csc'.y- 4 c.sc'a-; c) -4c.sc'3.y. 

7, a) ,'2 (4-X'-sen 4 a-) ; c) A + sen'A. 

8. a) — 2 'ü (5 cos 2 a + cos IOa'); c) sen .y + sen 9 a). 

10. c) 4 tan'^ a- 4 tan'A - In |cos a| . 

I 3» 

11. a) cot" 'x- I coi"~^ xclx\ c) -4 cot 'a + cot a + x 

n-1 J 

12. a) n; c) tan A-f-2 In |csc 2 a - cot 2 a| - cot a; 

c) f sen'/' -4 sen"/'; ^) 4 sen 2 a; /) 4 tan'In : |cos| ; 

k) 4 tan' + 4 In ^ |cos sen| -|-4 cot'; m) tan -I- 4 tan' -I -4 tan'. 

Paginas 696-699 

1. fl) -;r/4; c)27r/3; e) 0; g) nl4-, /) 0.848; A) 0.45; w) 0.245. 

n \ - sen A 2 

7. fl) ^z=z=; c) -; e) — - 

v'4-a' Isenxl Ay^A'^-l 

9. fl)arcsen-; c) — ; e)41n2; ÿ)-arcsec~; ( ) 4 arcsen (i/); 

3 12 6 3 
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fl-2\ 

k) TTarcseco(|/); m) arcsenol—-I; 

11, 3 radianes/horas. 

Paginas 700-701 


1 , \ 2x 

o) - In |4x^ + 251-arctan — 

4 2 5 


1. a) x^/x^ +1 

c) 


1 X 

-1-;- 

X x" + 1 






_'2 

sen X 


2. a) x''[l + In x] ; c) (In x)" 


4- I — col X — 


lOx 


; e) 


> 1 


cos X 


3(x^- DJ sen X V I + cosx 


- 1- In In X 

Lin X 


Pâginas 712-713 


1. a) /(x) = x^-3x^ + 5; t) /(x) = -x + 4x-’ + 20 

, ix-nl2f (x-nl2Ÿ , 
e) cos X = -(x-rc/2) +-1- 


l{x-tfdt : 


3! 5! 

(x-ni2Ÿ _ 1 f" 
8 ! . 


7! 


{x-lf sen tcit ; 


II/2 


g) arctanX = x-+ R 4 (x)donde R 4 (x) = 

3 


"5/^-lO/Vl, , 4 , 

-71—(x-O c/ï; 


k) /(x) = 1 - - + 

donde R^ix) --- 


X 3!!x^ 5!!x^ Tüx'* 9!!x^ llüx*’ „ , 

H-::-:— + —:-hR^Cx) 


2 2^2! 2^3! 2‘‘4i 2^5! 

13' 


2 '’ 6 ! 


13!! 

2 '' 6 ! Jo 


(1+(x-ffr//. 


3. a) 12.0416; c) 4.4721. 5. <-,J/6xlO“', ,^6x10"'). 

8. a) No; c) no; e) no. 9. No. 

Pâginas 714-717 

1, a) 0; c)7B-l; e) -1+/'/^ o(7-2) sobre [3, oo>. 
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2 . a) 

g) 


V 


'(/" + !) 
-1 


, 21 ^2 arcsen x 

; c) -—- ; e) - 


/2x-4x^ 


; 0 


/"+! 
l 


Jl-x^ 


X In X 


1 


4. a) iln2; c) -yJ4-x^\ e) -cos^ - ; g) /) - In ; |a + b exp| ; 

3 2 b 


k) + log 3 e); m) dsenhl; o) ^sec3x, 

1 1 

5. a) Max en --(1,1), min en -(I, 1), ningùn punto de inflexion; 
e e 

c) mâx en ^^2(1, min en - i^/2(l, puntos de inflexion 

en (0, 0), ±iv'6(l, 7. a = 0. 

10. a) k = -|±îv5> ^ arbitraria; c)X = -1 ±2i, a arbitraria. 

11. iS = -1, w = ±2. 

12. a) x(t) = ae^ , yO) = a( ±^/2—l)e*a arbitraria. 

13. a) x{t) = cosh ?; c) x(f) = cosh r + )>senh t. 

14. a) 0,0.141; c) 0.567; e) 0.59; g) 0.80. 

" ( _ n* + ' 

15. a) ln(a + x) = lna+ ^ -1-) + R„{x) 

*=i k \a/ 


donde R„(x) = 


(-1)" X ' 

n + 1 La + <■'. 


c entre 0 y x; 


c) 0.18232. 


17, |/? 2 (x)| ^ para 


Paginas 724-726 


1. û) / arctan — i In (1+/^); c) (2 —/^) cos + 2/sen; _ 

e) 0 (el integrando es una funciôn impar); g) / arccos — ^ 1 —. 

2. a) —X cos x + sen x; r) jx^'^ In x— e) ÿ(2x—I ; 

g) (sen X + cos x); /') sen .v (In |sen .v] — I ) : 

A) i sec^ X tan x+ | sec .v tan x + ^ In isec v * tan xi ; w) ' ; o) ; 


g) x" 


In X 


./i + l (n + 1) J 


5. l-2e' 


7. ^-1. 


a) ^(4-e^ 


Paginas 738-739 


3. 



x-4 


3 

2x+l ' 


c) - + 


X 


I 

x-2 


1 

x+l ’ 
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2 2.V 2 , 8x , 16,v 

e) -h - ; ()) X --+ —-; ■ 

^ X x^ + 2 (x^ + 2)^ x^ + 4 (x^+4)^ 

-1 -1 -1 

4. a)-f) -;-r; e) arctan (x + 1 ); g) -- 

8(2x+l)^ 4(xVl)^ x+1 

X “h 1 1 / 1 V 

/)-i— arclan (x + l); 

2(x" + 2x + 2). 2 


17x- 1 


34 4x + l 

H-Il arctan —^ 


7(2x^ + x+l) 7^/7 

x( X — 2 )*'^ 

5 . a) iln 1 (x 4 - 1 )(x- 2 )*|; c) tn ^ “TsTTS ’ 

(2x+ 1) 

, _ , |(x+l)'(x + 2f , 2 , , x + 1 

e) 2x + In- 1 - ; g) -1-In 

1 (x-l)^ x+! X 

i) 2 In ix(x-l)^i 4-- ; /<) in |x(x^+l)^|-3 arclan x; 

X 

+ i In 2; o) | + H^\'3 + i In 12. 


Paginas 743-745 


1 . fl) -;-— ; c) 

fl\fl'-x" v'16-x 


-arcsen - : 

2 4 


e) 3 In |2 + v3|-K 3; 9) ') —?====■ 

4\'x^ —2x + 5 

3. fl) ^4^(9 + x")= "^(5x^-36); c) /^(4 + .x)"'2 (3x-8). 

1 , 2 + tan x/2 ^ , i, , * i~,i 

5. fl) - In -- ; c) In 11 + tan x/21. 

4 2 — tan x!2 

6. a) x-lnll-e'^l; c) arctan 

Paginas 747-748 


1. fl) t'5(3x^-10)(x" + 5)'’^^; c) ,V2Cv''92c’~4+i^7 !n !3x + v'9x^-4| : 
-^-1 arcsen x^; fl) — 2 sen^-2 sen - cos - + 1 ; 

2 x / r :7 2 ■ 4 L 2 2 2 J 


/) arctan (x + 1); k) 2 arctan 


' 2 2 

^ / fl — fl 2 , 2. 

-7—^ (fl + 2 fl ) , 

3 a* 
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o) isx* -A-'f^ + lVs In (5 + 4x^)[, 


■'') -]V 1 + î arcsen 2}); u) 


q) -^2 In 
4 



X yj 1 

X + 2 -H y' 2 
sJ a+ bx^ ; 


W) iv'(2 + ^‘)(3+;c^)+lln \^2 + x^ + y3 + A:^|. 


Paginas 758-759 

1. a) 0.69315. 2. a) < 3. a) < 

5. ûf) ^4 = 0.88181, ig = 0.88290. 

7. O g (x-fl,) (x-a^)...(x-a„) (.x-ao)(.v-a^)...(x-a„) 

(«0 - t^i) («O ^^ 2 ) ••• {ao — a„) \ - Oq) (a i - a 2 )... (a i - a„) 

+ +a" - 


Paginas 764-766 


1. c) 0.4636. 
3 . / 2 ) 1 - 


1 


3-3! 5-5! 7-7! 

5. t/) 2.1145. 7. 2.75. 9. 3.14. 


1 I 

— con error menor que --= 0.9062x10 


9-9! 


Paginas 767-769 

1- û) T'e'^'^(4 lu - 1); c) / arcsen^ + 2^1-/^ arcsen - 2/; e)7t/4; 

9 ) 


-: /)-ln 

a^^a^ + x'^ 2 


Vx^ 4-4-2 


; fc) A(2 + x^r" (2x^-3); 


w) in (x^ 4-4x4-5)-3 arctan (x4-2); o) | In |(x 4- I ) (x - 3)^| ; 


q) Vs ^ V 1 —x^(8x'^ —26 x^4-33)4-t 6 arcsen x. 
2 


3 . u) 0 ; c) jr:a 

5. “ 


V-v' 39 - 20 In I 


7 . ^-P;rw 39 . 


9. |7r(2e-V: 
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487 
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diferenciales, 633 
en la aproximaciôn de 
intégrales por la 


fôrinula de Taylor. 
760 

en la fôrmula de 
Taylor, 705 
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Escalar, producto, 73, 83, 
192 

Excentricidad de una 
secciôn cônica, 259 
Espacio vectorial, 141 
(prob. 12) 

bidimensional (V-), 57 
Espiral de Arquimedes, 
310 (prob. 3b) 
Espiral hiperbôlica, 310 
(prob. 5) 

Estrofüide, 311 (prob. 9) 
Euclides, 23, 52, 88, 283, 
313 (prob. 8) 
Eudoxio, 266 
Exponencial compleja, 
495 

Extensiôn de una grâfica, 
222 

Factor, 505 
Factorial, 327 
Fermât. Pierre, 334 
Foco 

de una elipse, 237 
de una hipérbola, 243 
de una parâbola, 232 
Forma cuadrâtica, 249 
Forma polar de un 
nûmero complejo, 
495 

Fôrmula de De Moivre, 
497 

Fracciones parciales, 726 
Funciôn(es), 124 
âlgebra de. 136, 145, 
152 

algebraicas, 154, 654, 
661 

circulares 
grâficas de, 279 
propiedades de 272,276 
composiciôn de, 141 
constantes, 131, 378 
continuas, 365 
en pedazos, 558 
(prob. 9) 
cosecante, 276 
coseno, 270 
cotangente, 276 
creciente, 458, 655 
decreciente, 458, 655 
de variable real, 126 
divisiôn de, .138 
dominio de una, 

124-125 
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elementales, 654 
error, 760 
exponencial, 670 
de base a, 677 
grâfica de una, 128 
hiperbôlicas, 701 
identidad, 131 
derivada de la, 379 
impar, 224, 768 
intégrable, 537, 545, 

557 (prob. 9) 
intégrables ellpticas, 
762, 765 (prob. 2) 
inversa, 147, 654 
trigonométrica, 689 
logarîtmica, 664 
de base a, 678 
mâximo entero 
contenido, 132 
monôtona, 458 
no creciente, 458 
no decreciente, 458 
periôdica, 277 
polinomial, 139, 368 
potencial, 674 
racional(es), 139, 368, 
727 

integraciôn de, 732 
limite en oc de una. 
415, 416 (prob. 5) 
raiz cuadrada, 132 
rango de una, 124-125 
régla de 

correspondencia de 
una, 126 
secante, 276 
seno, 270 
seno intégral, 765 
(prob. 3) 

sustracciôn de, 137 
suma de, 134 
tangente, 276 
trascendente, 654 
trigonométricas, 270, 
276, 369 

continuidad de las, 
369 

defîniciôn de, 270, 

276 

derivadas de las, 391 
grâficas de las, 279 
intégrales de, 682 
inversas, 689 
propiedades de, 
272-273 

uso de las tablas de, 
293 

univalente, 146 
valor absoluto, 131 
valor de una, 125 
valor medio de una, 

570 

valuada en los reales, 
126 


Gauss, Karl, 486 
Geometria analitica, 51 
Geometria euclidiana, 52, 
198, 206 

Geometria plana, 198 
Grâfica 

de una ecuacion, 215 
de ecuaciones 

paramétricas, 218 
de una funcion real de 
variable real, 128 
Grâfica polar 
de una ecuacion, 311 
(prob. 6) 

de una funcion, 307 
Grassman, Herman, 486 
Grupo(s), 186 
conmutativo, 187 
de transformaciones, 
186 

euclidiano, 190 (prob. 

3), 195 (prob. 2) 
ortogonal, 195 (prob. 1) 

Hamilton, William 
Rowan, 486 

Heine-Borel, teorema de, 
437 

Hipérbola, 243, 257, 259, 
262 

ecuacion polar de la, 
311 (prob. 7), 491 

i, 491 

Identidad, elemento, 

25-26, 136, 146, 186, 
488 

Igualdad de conjuntos, 18 
Impulso de una fuerza, 
616 

Incremento, 395 
Independencia lineal de 
vectores, 107, 115 
(prob. 12) 
tnfimo, 422, 443 
Infinito, 39, 117, 409-410, 
413 

Integraciôn numérica, 

748 

por la régla de Simpson 
(parabolica), 750 
por la formula de 
Taylor, 760 
por la régla trapézoïdal, 
750 

de funciones racionales, 
732 

por fracciones 
parciales, 734 
por partes, 611, 720 
por sustituciôn, 613, 
739 

trigonométrica, 614, 
742 


por uso de tablas, 74 
Intégral definida, 532 
propiedades bâsicas d 
la, 549, 556 
como limite de una 
suma, 547, 625 
aproximaciôn numéric 
a la, 539, 547, 749, 
751, 760 

Intégral de Riemann, 53 
Intégral eliptica, 645 
(prob. 3), 762, 765 
(prob. 2) 

Intégral inferior, 535 
Intégral superior, 535 
Integral(es), 532 
como limite de sumas 
547, 625 

impropia. 573, 578 
(probs. 2, 3) 
indefinida, 603 
Intercepciones, 222 
de una recta, 117 
Interior, producto, 74, 
83, 192 

Intersecciôn, ângulo de, 
296 

de conjuntos, 18 
de rectas, 107 
Intervalo abierto, 39 
Intervalos, 39 
abiertos, 40 
caracterizaciôn de, 434 
cerrados, 39 
infinités, 39 
semiabiertos, 39 
Invariantes, 191, 207 
Invariantes euclidianos, 
207 

Isomorfismo, 490 


Kronecker, Leopoldo, 48( 

Lado recto, 236 (prob. 8) 
243 (prob. 4), 

249 (prob. 5) 
Lemniscata de Bernoulli, 
311 (prob. 9) 
Leibniz, Gottfried 

Wilhelm, 334, 526 
Leibniz, régla para la 
n-ésima derivada, 

395 

Ley 

de los cosenos, 302 
de los senos, 302 
asociativa, 25, 57, 489 
conmutativa, 25, 57, 62 
489 

Leyes de cancelaciôn, 29 
442 (probs. 13, 14) 
Leyes de los exponentes, 
50, 675 
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Ley distributiva, 25, 57, 
488 

Limite, 338 
derecho, 351 
de sumas e intégrales, 
547, 625 
infinito, 409 
izquierdo, 351 
teoremas sobre el, 358 
trigonométrico, 356 
unicidad del, 348 
Lmea recta (véase Recta) 
Logarîtmica, 

diferenciacion, 699 
Logarîtmica, funciôn, 664 
de base a, 678 
de base 10, 679 
Longitud 
de arco, 636 
de curvas, 636 
de una cuerda, 279 
(prob. 9), 291 
(prob, 9) 
de vectores, 70 

Matrices, 212 (prob. 10) 
Mâximo, 445, 452 
relative, 450 
pruebas de 
determinaciôn, 460, 
464, 710, 

Media aritmética, 569 
Medida de un ângulo en 
grades, 288 

Medida de un ângule en 
radianes, 286 
Método de capas, 630 
Métedo de les cuadrados 
minimes, 468 
(preb. 18) 

Métede de Newton, 517 
Milésima de artilleria, 

313 (prob. 11) 
de infanterla, 313 
(prob. 11) 

Mmimo, 445, 452 
Minime relative, 450 
pruebas de 

determinaciôn del. 
460, 463, 710, 
Module de un numéro 
complejo, 494 
Momento 

conservacién de, 617 
de flexion, 480 
(prob. 2,3) 
de una barra, 573 
(prob. 15) 
lineal, 616 
Multiplicaciôn 
de funciones, 134 
de numéros complejos, 
487 

de numéros reales, 24, 
25 


de un par ordenado por 
un numéro real, 56 
de un vector por un 
numéro real, 56, 62 

Neutre, elemento, 25, 
136, 146, 187, 488 
Newton, método de, 517 
Newton, segunda ley del 
movimiento de, 616 
Newton, sir Isaac, 334. 
526 

Norma de una particiôn, 
532 

Normal a una recta, 100 
Notaciôn décimal, 23 
Notaciôn de intégral 
indefinida, 604 
N ijrnero(s) 
complejos, 487 
amplitud de un, 494 
argumente-de un, 494 
conjugado de un, 491 
forma polar de un, 

495 

parte imaginaria de 
un, 487 

parte real de un, 487 
potencias de, 497 
raîces de, 497 
valor absoluto de un, 
494 

racional, 15 
real, 25 

Numéros direccionales, 
116 

Operaciôn binaria, 186 
Origen de coordenadas, 

52 

Ortogonalidad 
de rectas, 100 
de vectores, 72, 75 

Parâbola, 232, 257, 259. 
262 

ecuaciôn polar de una, 

311 (prob. 7) 
Parabôlica, régla, 750 
Paralaje estelar, 292 
(prob, 13) 
Paralelismo 
de rectas, 96 
de vectores, 68 
Paramétré, 218 
Pares ordenados, âlgebra 
de, 56 
Particiôn 

de un intervalo, 532 
norma de una, 532 
refinamiento de una, 

535 

Pascal, triângulo de, 330 
(prob. 5) 

Pendiente. 116, 298. 336 


Période, 277 
Pi M, 267, 269 
Piano euclidiano, 90 
Polares coordenadas, 305 
Polinomial, funciôn, 139, 
368 

sobre el campo 
complejo, 501 
Postulado de las 
paralelas, 97 
Potencial, funciôn, 674 
Potencial gravitacional, 
650 (prob. 23) 
Primo, 510, 511 
Principio de Arquimedes, 
649 (prob. 11) 
Principio de inducciôn, 
316 

segundo, 331 
Principio del buen 
orden, 316 

Producto cartesiano, 55 
Principio de Fermât, 465 
Producto escalar, 73, 83, 
192 

Producto interior 

(escalar), 74, 83, 192 
Proyecciôn ortogonal, 82 
Punto 
crltico, 451 
de acumulaciôn, 339 
de inflexion, 477 

Racional, numéro, 15, 

426 

Radio vector, 63 
Raîces caracterîsticas de 
una forma 
cuadrâtica, 252 

Raîz 

de una ecuaciôn, 483 
determinaciôn 
aproximada de, 

427, 516 
racional, 510 
de un numéro, 29, 432. 
497 

Range de una funciôn, 
125 

Razôn de cambio, 401 
Real(es), nümero(s), 24 
axiomas de los, 25. 425 
representaciôn 

geométrica de los. 46 
Recta(s) 

ângulo de intersecciôn 
de, 296 

coordenada, 23 
definiciôn de una, 90 
direcciôn de una, 1 16 
dirigida, 296 
ecuaciôn de una, 100 
ecuaciones 

paramétricas de, 98 


806 Indice anaiftico 



intersecciôn de, 107, 

109 

ortogonalidad de, 100 
paraïelismo de, 96, 
116-117 

pendiente de una, 117, 
297 

representaciôn analitica 
de, 90, 98, 100 
Recta numérica, 23 
Recta secante, 335 
Recta tangente, 334, 376 
Refinamiento de una 
particiôn, 535 
Rectangulares, 
coordenadas 
(cartesianas) 52, 203 
Rectângulo, area del, 526 
Réflexion, 166 
Régla de 

correspondencia, 126 
Régla de la cadena, 388 
Relativa, velocidad, 67 
(prob. 6), 305 
(prob. 5) 

Residuo {téase tamhién 
Error) 

en la formula de 
Taylor, 705 
forma de Lagrange, 
708 

en la régla de Simpson, 
750, 757 

en la régla trapézoïdal, 
750, 758 

teorema del, 505 
Riemann, Georg 
Friedrich, 526 
Riemann, intégral de, 
537 

Rieman intégrables, 
funciones, 537 
Rolle, teorema de, 454 
Rosa de cuatro hojas, 

310 (prob. 4a) 

Rosa de très hojas, 310 

(prob. 4c) 

Rotacidn, 165, 170, 189 
y ângulo, 286 
de ejes, 182 

Schwarz, desigualdad 
de, 86 

Secclôn cônica (véanse 
también Elipse, 
hipérbola y 
parâbola) 

ecuacion polar de una, 

311 (prob. 7) 
Segmentes rectilineos, 

104 

Segunda ley del 

movimiento de 
Newton, 616 


Semifactorial, 726 
(prob. 4) 

Seno, funciôn, 270 
Seno-integral, funciôn, 

765 (prob. 3) 
Simbolos, lista de. 13 
Simetria, 222 
con respecte a los ejes, 
225 

con respecte al origen, 
227 

con respecte a una 
recta, 223 
con respecte a un 
punto, 226 

Simpson, régla de, 750 
Sistemas de coordenadas, 
203 

Snell, ley de, 466 
Solides de revoluciôn, 
volumen de, 621, 

630 

Soluciôn 

de ecuaciones lineales 
simultâneas, 113 
de una desigualdad 
cuadrâtica, 37 
de una desigualdad 
lineal, 36 
de una ecuacion 
cuadrâtica, 32 
de una ecuacion 
diferencial, 598 
de una ecuacion 
lineal, 30 
Subconjunto, 17 
Suma inferior, 533 
Suma superior, 533 
Sumas, 320 
aritméticas, 327 
(prob. 6) 
geométricas, 327 
(prob. 5) 

propiedades de las, 323 
Supremo, 421, 443 
axioma del, 425 
Sustracciôn 
de funciones, 137 
de numéros 

complejos, 490 
de nùmeros reales, 28 
de vectores, 63 

Tablas 

de intégrales, uso de, 
745 

de funciones 

trigonométricas, uso 
de, 293 

Tangente, funciôn, 276 
Tangente, recta, 334, 376 
Tangente, vector, 639 
Taylor, teorema de, 704 
en la integraciôn 


numérica, 760 

Teorema de Pitâgoras, 

62, 70, 75 

Teorema de Rolle, 456 
Teorema de Taylor, 704 
en la integraciôn 
numérica, 760 
Teorema del binomio, 

327 

Teorema del factor, 505 
Teorema del residuo, 504 
Teorema del valor 
intermedio, 430 
Teorema del valor 
medio, 456 
para intégrales, 569 
Teorema fondamental 
del âlgebra, 502 
del eâteulo, 558, 560 
Toro, 636 (prob. 14) 
Trabajo, definiciôn de, 
594 

T ransf orm aci6n(es) 
composiciôn de, 179 
de coordenadas, 183, 
203 

de grupo, 190 
(prob. 3) 

definiciôn de, 160 
de semejanza, 161 
inversa, 161 
lineal. 178 (prob, 14), 
195 (prob. 3) 
no singular, 161, 187 
ortogonal, 190 
rigida, 164 
singular, 161 
de ejes, 182 
Transverso, componente 
de la velocidad, 647 
(prob. 7d) 

Transverso, eje, de una 
hipérbola, 245 
Trapézoïdal, régla, 750 
Trascendente, funciôn, 
654 

Traslaciôn(es), 165, 

190 (prob. 2) 
Trayectoria, 115 
(prob. 10), 218 
Trayectoria de fase de 
una particula, 621 
(prob. 10) 

Triângulo de Pascal, 330 
(prob. 5) 

Triângulo, desigualdad 
del 

para numéros 
complejos, 495 
para numéros reales, 41 
para vectores, 71, 86 
Triângulos, soluciôn de, 
299 

Trigonométricas, 
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funciones, 

continuidad de, 369 
definiciôn de, 270, 276 
derivadas de, 391 
grâficas de, 279 
intégrales de, 683 
propiedades de, 272 
uso de las tablas de, 
293 

Truncamiento, error por 
(véase Error) 

Union de conjuntos, 17 
Univalente, funciôn, 146 
Valor absoluto 
de un numéro 
complejo, 495 
de un numéro real, 40 
funcion, 131, 380 
Valor de una funciôn, 
124 

Valores extremos, 450 
Valor medio de una 
funciôn, 570 
Valor promedio de una 
funciôn, 570 


Variables, 401 
Vecindad, 450 
Vector(es), adiciôn de, 

56, 61 

ângulo entre, 253 
cero, 58 

componentes de, 82, 
290 

direcciôn de un, 67 
libres, 63, 209 
(prob. 9, 10) 
longitud de un, 70 
multiplicaciôn por un 
escalar de un, 56 
ortogonalidad, 71, 75 
paralelismo, 68 
producto escalar de, 73, 
83, 192 

producto interior de, 74 
producto punto de, 74 
propiedades algebraicas 
fundamentales de 
los, 58 

sustracciôn de, 59, 63 
tangente, 639 
Vectoriales, ecuaciones 


de una elipse, 238 
de una hipérbola, 244 
de una parâbola, 
232-234 

de una recta, 100 
de un conjunto, 219 
Vectorial, espacio, 141 
(prob. 12) 

bidimensional (V”), 57 
Velocidad, 372, 642 
angular, 647 
componente radial de, 
646 

componente transverso 
de, 647 (prob. 7d) 
de escape, 650 
(prob. 23) 
lineal, 642 

relativa, 67 (prob. 6), 
305 (prob. 5) 

Vértice 

de una elipse, 236 
de una hipérbola, 243 
de una parâbola, 232 
Vigas, 479 (probs. 2, 3) 
Volumen, 621, 630 
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